
Και όµως ισχύει……. 

  

υcm =ω · r 
 

Μια σφαίρα ακτίνας r κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει κατά µήκος ενός 

κατακόρυφου τεταρτοκυκλίου, ακτίνας R. Η γνωστή σχέση 

υcm=ω·r,  που συνδέει τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής µε την τα-

χύτητα του κέντρου µάζας ισχύει στην περίπτωση αυτή;  

Έστω η σφαίρα κέντρου Ο που κυλίεται χωρίς ολίσθηση, όπως στο 

σχήµα, όπου στην αρχική θέση η ακτίνα ΟΑ είναι οριζόντια, ενώ µε-

τά από κάποιο χρόνο t έχει στραφεί κατά την γωνία θ (δεύτερη θέ-

ση). Για διευκόλυνση ας υποθέσουµε ότι η κίνηση γίνεται µε σταθερή 

γωνιακή ταχύτητα. 

 
 
 

Το µήκος του τόξου ΑΒ ισούται µε το µήκος του τόξου ΑΒ΄ και ι-

σχύει: 

∆s=θ·r όπου r η ακτίνα της σφαίρας και 

∆s= φ·R όπου R η ακτίνα του ηµισφαιρίου κέντρου Κ. 

Άρα θ=φ· R/r (1) 

Στην πραγµατικότητα η σφαίρα στράφηκε κατά γωνία ΓΟΑ΄ ίση µε 

θ-φ (η περιστροφή της ακτίνας ΑΟ, δείχνει κατά ποια γωνί-



α περιεστράφη η σφαίρα), οπότε για την γωνιακή ταχύτητα περι-

στροφής της σφαίρας θα ισχύει: 

ω= (θ-φ)/t =φ(R/r -1)/t = ωκ (R-r)/r 

όπου ωκ η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της σφαίρας γύρω από το 

κέντρο Κ. 

Θεωρώντας το κέντρο της σφαίρα αυτό εκτελεί οµαλή κυκλική κίνη-

ση κέντρου Κ και ακτίνας R-r, θα έχουµε: 

υγραµ= υcm =ωk· (R-r)= ω· r(R-r)/(R-r) = ω·r 

ή διαφορετικά 

υγραµ= υcm = (OO΄)/t = φ· (R-r)/t =ωκ · (R-r) = ω · r. 

Αν το σηµείο Β΄ θεωρηθεί στιγµιαίος άξονας περιστροφής, τότε το 

κέντρο Ο της σφαίρας εκτελεί κυκλική τροχιά ακτίνας r, γύρω από 

το Β΄ οπότε για την ταχύτητα θα ισχύει 

υο = υcm =ω · r. 

 

  

Σαν συµπέρασµα: 

Η σφαίρα εκτελεί σύνθετη κίνηση που αποτελείται από µια στροφική 

γύρω από άξονα που διέρχεται από το κέντρο της Ο (spin), µε ακτί-

να r και µια στροφική γύρω από το κέντρο Κ του ηµισφαιρίου ακτί-

νας R. Από την αρχή της επαλληλίας έχουµε: ω= 

ω0 + ωκ (διανυσµατικά) και µε βάση το παραπάνω σχήµα: 

ω=ωο-ωκ = dθ/dt - dφ/dt = d(θ-φ)/dt 

όπου θ-φ η συνολική γωνία στροφής του κυλίνδρου, ως προς ακίνη-

το παρατηρητή. 

Άλλωστε αυτή η γωνιακή ταχύτητα µας ενδιαφέρει όταν παίρνουµε 

π.χ. τη γωνιακή ταχύτητα για να την χρησιµοποιήσουµε στην αρχή 



διατήρησης της ενέργειας προκειµένου να βρούµε την ταχύτητα µε 

την οποία θα φτάσει η σφαίρα στο κατώτερο σηµείο της τροχιάς της. 

   

  

  

Και το νόµισµα; 

Και αν ένα νόµισµα στρέφεται γύρω από άλλο όµοιο νόµισµα;  

Ας υποθέσουµε ότι το πάνω νόµισµα στρέφεται µε σταθερό ρυθµό, 

γύρω από το όµοιό του σταθερό κάτω νόµισµα. Το νόµισµα στρέφε-

ται κατά γωνιά φ, οπότε σε επαφή µε το σταθερό νόµισµα έρχεται 

αντί για το σηµείο Α το σηµείο Β΄. 

 

Για τα τόξα ισχύει: 

(ΑΒ) = (ΑΒ΄) =∆s= φ·R. 

Η ακτίνα ΟΑ έχει έλθει στη θέση Ο΄Α1 συνεπώς έχει στην πραγµα-

τικότητα αλλάξει προσανατολισµό (σε σχέση µε την κατακόρυφη θέ-

ση ΟΑ//Ο΄Α2) κατά γωνία 2φ. 

Η γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας είναι: ω= 2φ/t 

Η ταχύτητα του κέντρου Ο είναι: 

υο=υcm= (ΟΟ΄)/t =φ·2R/t =2φ ·R/t =ω·R. 

Συνεπώς ισχύει ξανά η γνωστή µας σχέση υcm=ω·R. 

Προσοχή: Σε χρόνο ίσο µε την περίοδο Τ: 

Η γωνία που στρέφεται το νόµισµα είναι 4π και όχι 2π, οπότε: 

ω= 4π/Τ και όχι ω = 2π/Τ 



Το κέντρο Ο διαγράφει κύκλο ακτίνας 2R, άρα: 

υ = (2π·2R)/T =4π·R/Τ =ω·R. 

 

Μπορεί να κατέβει σε αρχείο pdf 
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