
 

Οι πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης και του πολλα-

πλασιασµού στο σύνολο των ακεραίων µε εποπτικό τρόπο: 

Ένα µοντέλο ή ένα παιχνίδι;   
 

 

 
∆ρ. Παναγιώτης Λ. Θεοδωρόπουλος 

Σχολικός Σύµβουλος ΠΕ03 

www.p-theodoropoulos.gr  

  

 

 

 

Περίληψη 
 

     Στην εργασία αυτή προτείνονται δύο τρόποι εποπτικής διδασκαλίας της πρόσθεσης, 

της αφαίρεσης και του πολλαπλασιασµού στο σύνολο των ακεραίων αριθµών, ένας γεω-

µετρικός και ένας συνολοθεωρητικός. 

     Ο γεωµετρικός τρόπος στηρίζεται στο διανυσµατικό πρότυπο και αποσκοπεί στην ερ-

µηνεία και κατανόηση των αλγορίθµων των παραπάνω πράξεων.   

     Στον συνολοθεωρητικό τρόπο οι πράξεις ερµηνεύονται και εκτελούνται µε σενάρια, τα 

οποία αποσκοπούν στην εύκολη αποµνηµόνευση των σχετικών κανόνων.   

   

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 

     Ως γνωστόν, η διδασκαλία των πράξεων στο σύνολο των ρητών αριθµών στο γυ-

µνάσιο δεν είναι εύκολη υπόθεση. Αυτό οφείλεται στους αρνητικούς αριθµούς αλλά 

και στο πρόσηµο που εισάγεται στην έννοια του αριθµού και αλλάζει την αντίληψη που 

έχουν σχηµατίσει οι µαθητές για τους αριθµούς και τις πράξεις τους (επιστηµολογικό 

εµπόδιο). Χαρακτηριστικά ο Μπάµπης Τουµάσης στο βιβλίο του “Σύγχρονη ∆ιδακτική 

των Μαθηµατικών” αναφέρει: «Από την εµπειρία µας µε τη διδακτική πράξη, ως δά-

σκαλοι των µαθηµατικών, θα γνωρίζουµε ασφαλώς όλοι πόσο “δύσπεπτη” είναι για 

τους µαθητές η εξήγηση του κανόνα των προσήµων στους αρνητικούς αριθµούς».        

     Η ιστορική πορεία των αρνητικών αριθµών1 δικαιολογεί τη δυσκολία που συνα-

ντούν οι µαθητές του γυµνασίου στην κατανόηση των πράξεων στο σύνολο των ρητών. 

Γι’ αυτό, για να κατανοήσουν οι µαθητές τους αλγορίθµους των πράξεων και να µπο-

ρούν να τις εφαρµόζουν συνειδητά και µε ευχέρεια, χρησιµοποιούνται διάφορα µοντέ-

λα διδασκαλίας (Τουµάσης, 1994, σ. 270). Αυτό επιβάλλεται περισσότερο τώρα που η 

διδασκαλία των ρητών αριθµών µεταφέρθηκε στη Α΄ τάξη και οι µαθητές διδάσκονται 

τις πράξεις στο σύνολο των ρητών σε µικρότερη ηλικία.  

     Στην παρούσα εργασία επιχειρείται µια εποπτική παρουσίαση της πρόσθεσης, της 

αφαίρεσης και του πολλαπλασιασµού στο σύνολο των ακεραίων µε σκοπό να βοηθή-

                                                             
1
 Ενώ χρησιµοποιούντο από πολύ παλιά, άρχισαν να γίνονται αποδεκτοί ως µαθηµατικές οντότητες τον 

17
ο
 αιώνα και θεµελιώθηκαν αυστηρά τον 19

ο
 αιώνα (Εξαρχάκος, 1988, σ. 251 & Τουµάσης, 1994, σ. 

267). 
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σουµε τους µαθητές του γυµνασίου να κατανοήσουν τους αντίστοιχους αλγόριθµους. 

Εδώ η εποπτεία συνδυάζεται µε προβλήµατα από την καθηµερινή ζωή και τονίζεται ότι 

οι αρνητικοί και οι θετικοί αριθµοί χρησιµοποιούνται για µεγέθη  που επιδέχονται α-

ντίθεση2 (Α.Π.Σ., 2003). Η προσέγγιση αυτή αποσκοπεί στο να κατανοήσουν οι µαθη-

τές τις πράξεις στο σύνολο των ακεραίων αριθµών µέσα από την εµπειρία αλλά και να 

συνειδητοποιήσουν τον λόγο εισαγωγής των αρνητικών και των θετικών αριθµών.    

     Οι τρόποι που προτείνονται υλοποιούνται εύκολα στην τάξη και συνοπτικά περι-

γράφονται ως εξής:   

1. Γεωµετρικός τρόπος: Είναι ένα διδακτικό µοντέλο, το οποίο δοµείται πάνω στο 

διανυσµατικό πρότυπο και έχει ως µέσο τον άξονα (αριθµογραµµή). Στο µοντέλο 

αυτό δηµιουργείται ένα εννοιολογικό µίγµα που είναι χρήσιµο για τη διδασκαλία 

των ρητών αριθµών. Να σηµειωθεί ότι η διδακτική αξία του άξονα στη διδασκαλία 

των ρητών είναι σηµαντική, διότι πάνω στον άξονα φαίνεται πολύ παραστατικά η 

αντίθεση και οι µαθητές συνειδητοποιούν µε οπτικό τρόπο τον ρόλο των θετικών 

και των αρνητικών αριθµών. Επίσης, µε τη βοήθεια του άξονα αποδίδεται καλύτερα 

και η σχέση της διάταξης.  

2. Συνολοθεωρητικός τρόπος: Στο σύνολο των ακεραίων είναι δύσκολο να επινοηθεί 

και να χρησιµοποιηθεί ένα µοντέλο εποπτικής διδασκαλίας το οποίο να στηρίζεται 

στο συνολοθεωρητικό πρότυπο, αφού οι ακέραιοι αριθµοί δεν είναι πληθάριθµοι 

πεπερασµένων συνόλων όπως οι φυσικοί. Γι’ αυτό λοιπόν, στην εργασία αυτή 

στοιχεία συνόλων «µαρκάρονται» ώστε να παριστάνουν θετικούς και αρνητικούς 

αριθµούς. Έτσι δηµιουργούνται διάφορα διακριτά µοντέλα εποπτικής διδασκαλίας 

των πράξεων στο σύνολο των ακεραίων, τα οποία στηρίζονται στο συνολοθεωρητι-

κό πρότυπο. Οι πράξεις στα µοντέλα αυτά περιγράφονται και εκτελούνται µε σενά-

ρια που αποσκοπούν στην εύκολη αποµνηµόνευση των κανόνων.    
 

     Πρέπει να σηµειωθεί ότι και οι δύο οι τρόποι επιτρέπουν, µέσα από κατάλληλες 

δραστηριότητες, την ενεργό συµµετοχή των µαθητών στη διαδικασία της µάθησης, η 

οποία είναι απαραίτητη για την κατάκτηση της γνώσης.  

 

 

3. ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ    
  

     Εποπτεία κατά τη διδασκαλία σηµαίνει τη χρήση διάφορων µέσων, πέραν του λό-

γου, µε σκοπό να ενεργοποιηθούν ορισµένες αισθήσεις και να γίνει έτσι η διδασκαλία 

πιο αποτελεσµατική. Τα εποπτικά µέσα παρουσιάζουν τα νέα ερεθίσµατα µε ποικίλους 

τρόπους προσελκύοντας την προσοχή και το ενδιαφέρον των µαθητών (Τριλιανός, 

1992, σ. 125). Η λέξη εποπτεία έχει τις ρίζες της στο ρήµα ορώ (βλέπω), αφού η κατε-

ξοχήν αίσθηση που χρησιµοποιείται είναι η όραση. Η συµµετοχή πολλών αισθήσεων 

διευκολύνει την µάθηση επειδή, όπως έχει αποδειχθεί, όσο πιο πολλές αισθήσεις συµ-

µετέχουν στη διαδικασία της µάθησης τόσο πιο πολλές γνώσεις συγκρατούµε. Όταν 

µάλιστα συµµετέχουµε και ενεργά στη διαδικασία, τότε το ποσοστό των γνώσεων που 

συγκρατούµε είναι µεγαλύτερο.      

     Ένας σύγχρονος εκπαιδευτικός δεν µπορεί να αγνοεί την αξία των εποπτικών µέσων 

και υποχρέωσή του είναι να βρίσκει κάθε φορά τα κατάλληλα προκειµένου να επιτευ-

χθούν οι διδακτικοί στόχοι. Η επιλογή των κατάλληλων εποπτικών µέσων αποτελεί 

                                                             
2
 Στα προβλήµατα που λύνουµε στους µαθητές µε συγκεκριµένα µεγέθη καλό είναι να ερµηνεύουµε 

κάθε φορά το πρόσηµο των τιµών των µεγεθών του προβλήµατος, ώστε να συνειδητοποιούν οι µαθη-

τές τον ρόλο του προσήµου. 



 3

βασικό στοιχείο του σχεδιασµού της διδασκαλίας και εξαρτάται από διάφορους παρά-

γοντες.    

     Ο Dale ταξινόµησε τα εποπτικά µέσα σε 11 κατηγορίες–ζώνες3 κατασκευάζοντας 

έναν κώνο εµπειριών, ανάλογα µε τον βαθµό της αισθητηριακής συµµετοχής. Καθώς 

προχωρούµε από τη βάση του κώνου προς την κορυφή ο βαθµός της σχέσης των επο-

πτικών µέσων µε την πραγµατικότητα µειώνεται σταδιακά. Τα επίπεδα του κώνου αυ-

τού από τη βάση προς την κορυφή είναι: 
 

1. Άµεση εµπειρία: Επαφή µε τα αντικείµενα και τα γεγονότα.  

2. Έµµεση ή επινοούµενη εµπειρία: Αναπαράσταση της πραγµατικότητας (συλλογές, 

αποµιµήσεις, προπλάσµατα κλπ.). 

3. ∆ραµατοποιηµένη εµπειρία: Ο µαθητής υποδύεται ρόλους και αναπαριστάνει 

πραγµατικότητες του παρόντος ή του παρελθόντος αναβιώνοντας διάφορες κατα-

στάσεις.   

4. Επιδείξεις: Παρουσιάσεις αντικειµένων ή διαδικασιών τις οποίες παρακολουθεί ο 

µαθητής και µπορεί να τις επαναλαµβάνει.  

5. Επισκέψεις σε χώρους: Εδώ οι µαθητές απλώς παρακολουθούν.   

6. Εκθέµατα: Περιλαµβάνουν εικόνες, φωτογραφίες, σχεδιαγράµµατα, προπλάσµατα 

και άλλα αντικείµενα τοποθετηµένα σε µια σειρά προκειµένου να καλυφθεί ένα θέ-

µα.   

7. Τηλεόραση.  

8. Κινούµενες εικόνες.  
9. Σταθερές εικόνες, ηχογραφήσεις, ραδιόφωνο.  

10. Οπτικά σύµβολα: Αφηρηµένες αναπαραστάσεις αντικειµένων ή γεγονότων, όπως 

χάρτες, γραφικές παραστάσεις, σχήµατα, σκίτσα κλπ.   

11. Γλωσσικά σύµβολα: Γραπτός και προφορικός λόγος. 
     
     Εποπτικά τα επίπεδα του κώνου εµπειριών του Dale παρουσιάζονται στο παρακάτω 

σχήµα.  

 
                                                             
3
 E. Dale:  Audiovisual Methods in teaching, 1969.  
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     Σύµφωνα µε τον Bruner τα παιδιά πρώτα κινούνται σε επίπεδο δράσης, κατόπιν 

προχωρούν στο εικονικό επίπεδο και τέλος στο συµβολικό.   

     Είναι αναµφισβήτητο ότι η εποπτεία παίζει σηµαντικό ρόλο και στη διδασκαλία των 

Μαθηµατικών, διότι η αισθητηριακή αντίληψη βοηθά πολύ στη σύλληψη και κατανόη-

ση αφηρηµένων µαθηµατικών εννοιών. Στα Μαθηµατικά η εποπτεία µπορεί να επιτευ-

χθεί µε διάφορους τρόπους, όπως µε πίνακες, µε σχήµατα, µε διαγράµµατα, µε γραφι-

κές παραστάσεις, µε κατασκευές κλπ. Στις µέρες µας και ο ηλεκτρονικός υπολογιστής 

µε τις δυνατότητες που έχει µπορεί να προσφέρει σηµαντική βοήθεια προς αυτήν την 

κατεύθυνση. 
 

     Τέλος, πρέπει να σηµειωθεί ότι µε την εποπτεία ενθαρρύνεται η ενεργός συµµετοχή 

των µαθητών στη διαδικασία της µάθησης, διεγείρεται η ενόρασή τους και πολλές φο-

ρές οδηγούνται οι ίδιοι στην ανακάλυψη ή ανακατασκευή της γνώσης.  

 

 

3.  H ΠΡΟΣΘΕΣΗ ΕΠΟΠΤΙΚΑ  
 

3.1 Γεωµετρικός τρόπος   
 

    Με τον γεωµετρικό τρόπο εποπτικής διδασκαλίας της πρόσθεσης ακεραίων που προ-

τείνεται εδώ οι όροι του αθροίσµατος δύο ακεραίων παριστάνονται ως δύο διαδοχικές 

µετατοπίσεις πάνω στον άξονα ξεκινώντας από την αρχή του άξονα. Το άθροισµα των 

δύο ακεραίων αριθµών είναι ο ακέραιος που αντιστοιχεί στην τελική θέση.  

     Αρχικά προτείνουµε στους µαθητές να σχεδιάσουν έναν άξονα στο τετράδιό τους 

και ταυτόχρονα τον σχεδιάζουµε και στον πίνακα. Ενηµερώνουµε στη συνέχεια τους 

µαθητές ότι µετατόπιση πάνω στον άξονα κατά έναν ακέραιο “α” σηµαίνει µετακίνηση 

από ένα σηµείο του άξονα σε ένα άλλο µε κατεύθυνση σύµφωνα µε το πρόσηµο του 

“α”, δηλαδή, αν ο α είναι θετικός η µετακίνηση γίνεται προς τα δεξιά, ενώ αν είναι αρ-

νητικός προς τα αριστερά και τόσες µονάδες όση είναι η απόλυτη τιµή του “α”. Ανα-

φέρουµε ακόµη πως µε αυτόν τον τρόπο µπορούµε να απεικονίζουµε γεωµετρικά πάνω 

στον άξονα έναν ακέραιο αριθµό ή έναν ρητό γενικότερα σχεδιάζοντας µε βέλος την 

µετατόπιση (δείτε και Αλιµπινίσης Α. κλπ., 2006). Κατόπιν δίνουµε ένα πρόβληµα 

πρόσθεσης θετικών ακεραίων, όπως το παρακάτω.  

Πρόβληµα: Η τιµή ενός προϊόντος το πρώτο εξάµηνο ενός έτους αυξήθηκε κατά 3 €  και 

το δεύτερο εξάµηνο κατά 4 €. Να βρείτε τη συνολική ετήσια µεταβολή4 της τιµής του  

προϊόντος αυτού.  

     Για να έχουν οι µαθητές εποπτική αντίληψη της διαδικασίας, προτείνουµε να κά-

νουν σχηµατική αναπαράσταση των δεδοµένων του προβλήµατος σχεδιάζοντας µε βέ-

λη πάνω στον άξονα τις διαδοχικές µεταβολές της τιµής. Έτσι προκύπτει το σχήµα:         
 

                                                                      +3                     +4 

                                                          

-8    -7    -6    -5    -4    -3    -2    -1    0    +1    +2   +3    +4    +5    +6    +7    +8    

 

το οποίο το κάνουµε και στον πίνακα. Στη συνέχεια καθοδηγούµε τους µαθητές να συ-

µπεράνουν ότι η συνολική ετήσια µεταβολή της τιµής του προϊόντος αυτού είναι ίση µε      
 

                                                             
4
 Η µεταβολή της τιµής ενός προϊόντος επιδέχεται αντίθεση, διότι η τιµή του προϊόντος µπορεί να αυ-

ξάνεται (πρόσηµο “+”) ή να µειώνεται (πρόσηµο “-”).    
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(+3) + (+4) = +7, 

δηλαδή η τιµή του προϊόντος αυτού αυξήθηκε κατά την διάρκεια του έτους κατά 7 €.   

     Για την πρόσθεση αρνητικών ακεραίων µπορούµε να δώσουµε το επόµενο πρόβλη-

µα.    

Πρόβληµα: Η ζηµιά µιας οικογενειακής επιχείρησης στο πρώτο τρίµηνο ενός εξαµήνου 

ήταν 2 χιλιάδες € και στο δεύτερο 3 χιλιάδες €. Να βρείτε τη συνολική µεταβολή της οι-

κονοµικής κατάστασης της  επιχείρησης κατά το εξάµηνο αυτό.   

     Πληροφορούµε τους µαθητές ότι συνηθίζεται η ζηµιά να παριστάνεται µε το πρό-

σηµο “−” και το κέρδος µε το “+” και τους καθοδηγούµε µε κατάλληλες ερωτήσεις να 

συµπεράνουν ότι για να βρούµε τη συνολική µεταβολή της οικονοµικής κατάστασης 

της επιχείρησης θα πρέπει να βρούµε το άθροισµα των δύο ακεραίων −2 και −3, το ο-

ποίο εποπτικά φαίνεται στο παρακάτω σχήµα:    

 

                                   −3              −2 

                                                          

-8    -7    -6    -5    -4    -3   -2    -1     0   +1    +2    +3    +4    +5    +6    +7    +8    

 

από το οποίο οι µαθητές θα συµπεράνουν ότι: 
 

(−2) + (−3) = −5, 
 

δηλαδή η επιχείρηση το συγκεκριµένο εξάµηνο είχε ζηµιά 5 χιλιάδες €.  

     Αν χρειασθεί, δίνουµε και άλλα παραδείγµατα έως ότου οι µαθητές κατανοήσουν 

τον τρόπο εκτέλεσης της πρόσθεσης οµοσήµων ακεραίων και διατυπώσουν µόνοι τους 

τον κανόνα.    

Παρατήρηση: Οι µαθητές ίσως δεν δυσκολευτούν να απαντήσουν διαισθητικά στα 

παραπάνω προβλήµατα, οπότε η εποπτεία δεν είναι τόσο απαραίτητη. Είναι όµως χρή-

σιµη, διότι υποστηρίζει οπτικά τη σκέψη και προετοιµάζει το έδαφος για την πρόσθεση 

ετεροσήµων ακεραίων, που είναι πιο δύσκολη διαδικασία. 

     Για την πρόσθεση ετεροσήµων ακεραίων µπορούµε να δώσουµε το παρακάτω πρό-

βληµα.   

Πρόβληµα: Στο καζίνο, ένας παίκτης έλαβε µέρος διαδοχικά σε δύο παιχνίδια. Στο πρώ-

το κέρδισε 5 χιλιάδες € και στο δεύτερο έχασε 8 χιλιάδες €. Ποια µεταβολή επήλθε στην 

οικονοµική του κατάσταση;  

     Το αποτέλεσµα ενός παιχνιδιού στο καζίνο για έναν παίκτη επιδέχεται αντίθεση, 

διότι ο παίκτης µπορεί να κερδίσει (πρόσηµο “+”) ή να χάσει (πρόσηµο “-”). Έτσι, για 

τον παίκτη του παραπάνω προβλήµατος τα αποτελέσµατα των δύο παιχνιδιών είναι +5 

και −8 αντίστοιχα. Το συνολικό αποτέλεσµα είναι η σύνθεση των δύο καταστάσεων 

(Γαγάτσης, 1995, σ. 66), δηλαδή το άθροισµα των αριθµών (+5) και (−8), το οποίο ε-

ποπτικά φαίνεται στο παρακάτω σχήµα (µετράµε σε χιλιάδες €):    

                                                                        

                                                                     −8  
 

                                                                             +5 

 

-8    -7    -6    -5    -4    -3    -2    -1    0    +1    +2    +3    +4    +5    +6    +7    +8    

 

     Οι µαθητές µε σωστή καθοδήγηση και µε την προηγούµενη εµπειρία θα συµπερά-

νουν ότι: 
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(+5) + (−8) = −3, 
 

δηλαδή ο παίκτης αυτός έχασε τελικά 3 χιλιάδες €.     

 Σηµείωση: Για να πείσουµε τους µαθητές ότι στο παραπάνω πρόβληµα πρέπει να κά-

νουµε πρόσθεση, µπορούµε να συγκρίνουµε τα δεδοµένα του προβλήµατος µε τις περι-

πτώσεις ο παίκτης να κέρδιζε ή να έχανε και στα δύο παιχνίδια. 
 

     Αν κριθεί απαραίτητο, µπορούν να δοθούν και άλλα παραδείγµατα και µε άλλα µε-

γέθη, όπως θερµοκρασία, µετατόπιση κλπ. µε βασική επιδίωξη να κατανοήσουν οι µα-

θητές την πρόσθεση µεταξύ δύο ετεροσήµων ακεραίων και να διατυπώσουν µόνοι τους 

τον κανόνα.    

     Το πλεονέκτηµα της παραπάνω σχηµατικής αναπαράστασης είναι ότι οι µαθητές 

βλέπουν πως οι µονάδες του ακεραίου µε την µικρότερη απόλυτη τιµή αναιρούνται από 

ισάριθµες µονάδες του ακεραίου µε την µεγαλύτερη απόλυτη τιµή και πως το άθροισµα 

των δύο αριθµών (πρόσηµο και απόλυτη τιµή) καθορίζεται από τις µονάδες που περισ-

σεύουν. Γεωµετρικά το πλήθος των µονάδων που περισσεύουν εκφράζεται µε τη δια-

φορά των µηκών των βελών, που αντιστοιχεί στη διαφορά των απολύτων τιµών των 

όρων του αθροίσµατος. Επίσης, κατανοούν ότι αν οι αριθµοί είναι αντίθετοι, τότε το 

άθροισµά τους είναι ίσο µε µηδέν.   

  

 

3.2 Συνολοθεωρητικός τρόπος 
 

     Κατά τον συνολοθεωρητικό τρόπο εποπτικής διδασκαλίας της πρόσθεσης ακεραί-

ων προτείνουµε στους µαθητές να σχεδιάσουν στο τετράδιό τους δύο κάθετες γραµ-

µές σε σχήµα ανάποδου “ταυ” µε διακεκοµµένη5 την κατακόρυφη γραµµή και τους 

λέµε ότι στις δύο γωνίες που σχηµατίζονται θα τοποθετούµε τους δύο ακεραίους που 

θέλουµε να προσθέσουµε, έναν σε κάθε γωνία. Κάθε αριθµός θα παριστάνεται µε ένα 

σύνολο, τα στοιχεία του οποίου θα είναι µαρκαρισµένες µπάλες, µε το “+” αν ο αριθ-

µός είναι θετικός ή µε το “–” αν είναι αρνητικός. Οι µπάλες για κάθε αριθµό θα είναι 

τόσες, όση είναι η απόλυτη τιµή του αριθµού.    

  

     Και στον συνολοθεωρητικό τρόπο εποπτικής διδασκαλίας καλό είναι να ξεκινάµε µε 

την πρόσθεση δύο οµοσήµων ακεραίων και πιο συγκεκριµένα πρώτα δύο θετικών και 

µετά δύο αρνητικών και στη συνέχεια δύο ετεροσήµων.  
 

     Έστω λοιπόν ότι θέλουµε να προσθέσουµε τους θετικούς ακέραιους +3 και +2. 

Προτείνουµε στους µαθητές να παραστήσουν τους αριθµούς αυτούς τοποθετώντας 

µπάλες στις δύο γωνίες, όπως αναφέραµε, οπότε προκύπτει το παρακάτω σχήµα, το 

οποίο το σχεδιάζουµε και στον πίνακα.   

 

 

                                                             
5
 Η γραµµή αυτή θα είναι διακεκοµµένη για να υποδηλώνει ότι δηµιουργείται µία ολότητα. 



 7

 
 

     Στη συνέχεια, ζητάµε από τους µαθητές να βρουν το άθροισµα των δύο αριθµών 

κατευθύνοντάς τους προς το συνολοθεωρητικό πρότυπο σκέψης, ώστε να ενώσουν τα 

δύο σύνολα, που έχουν όµοιες µπάλες (οµοειδή ποσά) και να συµπεράνουν ότι:   
 

                                                       (+3) + (+2) = +5.   
 

     Κατόπιν ζητάµε από τους µαθητές να προσθέσουν και τους αρνητικούς ακέραιους 

−2 και −3, οπότε δηµιουργείται το παρακάτω σχήµα:   

 

 

 
 

από το οποίο µε τον ίδιο τρόπο θα συµπεράνουν ότι: 
 

(−2) + (−3) = −5. 
 

     Τα παραπάνω σχήµατα µπορεί να αναφέρονται σε αφηρηµένους αριθµούς ή και σε 

συγκεκριµένους, δηλαδή να αποτελούν σχηµατική αναπαράσταση των δεδοµένων ενός 

προβλήµατος από την καθηµερινή ζωή.  
      

     Στην πρόσθεση όµως δύο ετεροσήµων ακεραίων τα πράγµατα είναι διαφορετικά. 

Στην περίπτωση αυτή δεν έχουµε «οµοειδή ποσά», οπότε δεν µπορεί να γίνει η πρό-

σθεση µε τον παραπάνω τρόπο, δηλαδή µε την ένωση των συνόλων. Γι’ αυτό εδώ για 

- 

- 

- 

- 

- 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 
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να κατανοήσουν οι µαθητές τη διαδικασία και τον αντίστοιχο αλγόριθµο µπορούµε να 

δώσουµε ένα από τα παρακάτω σενάρια.  

 

Σενάριο 1
ο
: Θεωρούµε ότι η απόλυτη τιµή του αρνητικού όρου ενός αθροίσµατος δύο 

ετεροσήµων ακεραίων εκφράζει τον αριθµό των ηλεκτρονίων ενός ατόµου και του θε-

τικού τον αριθµό των πρωτονίων. Για κάθε ηλεκτρόνιο του ατόµου αυτού θα τοποθε-

τούµε µία “αρνητική” µπάλα σε µία από τις δύο γωνίες και για κάθε πρωτόνιο µία “θε-

τική” στην άλλη. Αθροίζοντας ηλεκτρικά τα θετικά και αρνητικά φορτία θα βρίσκουµε 

το ηλεκτρικό φορτίο του ατόµου. Υπενθυµίζουµε στους µαθητές ότι ένα πρωτόνιο µε 

ένα ηλεκτρόνιο αλληλοαναιρούνται ηλεκτρικά και έτσι οι µαθητές θα συµπεράνουν ότι 

για να βρεθεί το ηλεκτρικό φορτίο του ατόµου (εποµένως και το άθροισµα των δύο ε-

τερόσηµων ακέραιων αριθµών) πρέπει να διαγράφεται µία “θετική” µπάλα από το ένα 

σύνολο µε µία “αρνητική” από το άλλο (αλληλοαναίρεση) µέχρι να εξαντληθούν οι 

µπάλες του ενός συνόλου. Οι µπάλες που δεν θα διαγράφονται θα καθορίζουν το ά-

θροισµα των δύο αριθµών (απόλυτη τιµή και πρόσηµο).   

     Για παράδειγµα, έστω ότι θέλουµε να προσθέσουµε τους ακέραιους −5 και +3. Οι 

µαθητές θα ενεργήσουν σύµφωνα µε το σενάριο, οπότε θα προκύψει το παρακάτω 

σχήµα:  

 

     
 

στο οποίο φαίνεται καθαρά ότι:  

(−5) + (+3) = −2. 

 

Σενάριο 2
ο
: (Το παιχνίδι των ερωτήσεων). Ένας παίχτης Α υποβάλλει ερωτήσεις σε 

έναν παίχτη Β. Για κάθε ερώτηση τοποθετεί µία “θετική” µπάλα στη µία από τις δύο 

γωνίες του σχήµατος, αν η απάντηση του Β είναι σωστή ή µία “αρνητική” στην άλλη 

γωνία, αν ο Β δεν απαντήσει ή η απάντησή του δεν είναι σωστή. Κάθε µπάλα αντιστοι-

χεί σε µία αντίστοιχη µονάδα. Όταν τελειώσουν οι ερωτήσεις αθροίζονται οι επί µέ-

ρους βαθµολογίες και εξάγεται η τελική βαθµολογία του παίχτη Β. Στο παιχνίδι επι-

- 

- 

- + 

+ 

- 

- 

+ 
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τρέπεται και η αρνητική βαθµολογία, η οποία σε περίπτωση στοιχήµατος σηµαίνει ότι 

ο παίχτης Β θα πληρώσει το αντίστοιχο ποσό, ενώ αν η βαθµολογία του είναι θετική, 

τότε θα εισπράξει το αντίστοιχο ποσό.    

     Στο σενάριο αυτό πιστεύω ότι οι µαθητές διαισθάνονται πως πρέπει να διαγράφεται 

µία “θετική” µπάλα από το ένα σύνολο µε µία “αρνητική” από το άλλο, επειδή αντι-

στοιχούν σε δύο αντίθετες µονάδες, οι οποίες αλληλοαναιρούνται και έτσι οδηγούνται 

στη σύλληψη και κατανόηση του αλγορίθµου της πρόσθεσης δύο ετεροσήµων ακεραί-

ων.    

     Για παράδειγµα, αν σε ένα παίχτη υποβλήθηκαν 8 ερωτήσεις και αυτός απάντησε 

σωστά στις 3, ποια θα είναι η τελική βαθµολογία του; (δείτε το παραπάνω σχήµα).    
 

     Να σηµειωθεί ότι στα παραπάνω παραδείγµατα φαίνεται η χαρακτηριστική ιδιότητα 

ενός διακριτού µοντέλου να παρουσιάζει αρνητικούς και θετικούς ακέραιους ως ανε-

ξάρτητες οντότητες και να αποδίδεται έτσι πολύ παραστατικά ο αλγόριθµος της πρό-

σθεσης στο σύνολο των ακεραίων.    

 

 

4. Η ΑΦΑΙΡΕΣΗ ΕΠΟΠΤΙΚΑ  
 

4.1 Γεωµετρικός τρόπος 
 

     Γνωρίζουµε ότι η διαφορά δύο αριθµών, ανάλογα µε το πρόβληµα, ερµηνεύεται άλ-

λοτε ως διαφορά (αποτέλεσµα σύγκρισης), άλλοτε ως συµπλήρωµα (πρόσθεση µιας 

ποσότητας) και άλλοτε ως υπόλοιπο (απόσπαση του αφαιρετέου από τον µειωτέο). 

Στην εποπτική διδασκαλία της αφαίρεσης µε γεωµετρικό τρόπο τη διαφορά δύο ακε-

ραίων αριθµών θα τη βρίσκουµε µε την µέθοδο του συµπληρώµατος, δηλαδή θα βρί-

σκουµε τον αριθµό που πρέπει να προσθέσουµε στον αφαιρετέο ώστε να προκύψει ο 

µειωτέος. (Ας θυµηθούµε, για παράδειγµα, πώς µας δίνει τα ρέστα ο περιπτεράς). Άλ-

λωστε ο αριθµός α – β ορίζεται ως ο αριθµός που πρέπει να προστεθεί στον β για να 

προκύψει ο α. Με αυτόν τον ορισµό είναι εξοικειωµένοι οι µαθητές, διότι έτσι ορίζεται 

στο σχολικό βιβλίο η διαφορά δύο φυσικών αριθµών.         

     Για τη διδασκαλία της αφαίρεσης στο σύνολο των ακεραίων αρχικά µπορούµε να 

δώσουµε το επόµενο πρόβληµα.      

Πρόβληµα: Πάρκαρε κάποιος το αυτοκίνητό του στον χώρο στάθµευσης, που βρίσκεται 

στο δεύτερο υπόγειο (–2) της πολυκατοικίας στην οποία είναι το διαµέρισµά του. Πόσους 

ορόφους πρέπει να ανέβει για να πάει στο διαµέρισµά του, το οποίο βρίσκεται στον τρίτο 

(+3) όροφο; 

     Γίνεται αντιληπτό διαισθητικά, το αντιλαµβάνονται και οι µαθητές, ότι θα ανέβει 

τόσους ορόφους, όση είναι η “υψοµετρική διαφορά” (σε ορόφους), που έχουν οι δύο 

θέσεις, ο χώρος στάθµευσης και το διαµέρισµα, δηλαδή θα ανέβει (+3) – (–2) ορόφους.  

     Προτείνουµε στους µαθητές να βρουν τον αριθµό αυτόν µε την µέθοδο του συ-

µπληρώµατος, δηλαδή να βρουν τον αριθµό που πρέπει να προστεθεί στο –2 ώστε να 

προκύψει το +3. Τους προτείνουµε και τους καθοδηγούµε να παραστήσουν τον αριθ-

µό αυτόν  γεωµετρικά µε ένα βέλος πάνω στον άξονα, δηλαδή να σχεδιάσουν ένα βέ-

λος από το –2  µέχρι το  +3 (το βέλος θα δείχνει τη µετατόπιση που θα γίνει). Οι µα-

θητές µετρώντας θα βρουν  ότι θα ανέβει (θετική κατεύθυνση) 5 ορόφους (απόλυτη 

τιµή), δηλαδή η διαφορά που θέλουµε να βρούµε είναι +5. Τον αριθµό αυτόν µπο-

ρούν να τον σηµειώσουν και πάνω στο σχήµα, το οποίο διαµορφώνεται ως εξής: 
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                                                                                        (+5)     

                                                          

 -8    -7    -6    -5    -4    -3    -2   -1    0   +1    +2    +3    +4   +5   +6    +7    +8    

 

     Έτσι λοιπόν, οι µαθητές κατανοούν ότι: 
 

(+3) − (−2) = +5. 
 

     Στη συνέχεια, καθοδηγούµε τους µαθητές να βρουν την παραπάνω διαφορά νοερά 

σε δύο βήµατα, δηλαδή να σκεφτούν ως εξής: «θα ανέβει 2 ορόφους µέχρι το ισόγειο 

και 3 από το ισόγειο και πάνω, συνολικά 5». Κατόπιν προτείνουµε να µεταφέρουν αυτή 

τη σκέψη στο σχήµα, αναλύοντας τη διαδικασία της µετατόπισης σε δύο φάσεις µε ση-

µείο αναφοράς την αρχή του άξονα, δηλαδή πρώτα θα γίνει η µετάβαση από το −2 στο 

0 και µετά από το 0 στο +3 (τελική θέση).   

     Έτσι προκύπτει το σχήµα: 
                                                     
                                                     +2            +3         
                                                               (+5) 

                                                         

-8    -7    -6    -5    -4    -3     -2    -1     0   +1   +2   +3    +4    +5    +6    +7    +8    

  

στο οποίο φαίνεται καθαρά ότι: 
 

.5

)2()3(

)3()2()2()3(

+=

+++=

+++=−−+

   (Αντιµεταθετική ιδιότητα) 

      
     Με την ανάλυση της µετατόπισης σε δύο φάσεις οι µαθητές παρατηρούν εποπτικά 

ότι για να βρούµε τη διαφορά   

(+3) − (−2), 
 

αρκεί να προσθέσουµε  στο +3 τον αντίθετο του −2 (για να µεταβούµε από το −2 στο 0 

ακολουθούµε αντίθετη κατεύθυνση από αυτήν του −2).  

     Κατόπιν δίνουµε και το επόµενο πρόβληµα.  

Πρόβληµα: Σε µια πόλη, ένα πρωί η θερµοκρασία ήταν −8
o 

C και το µεσηµέρι της ίδιας 

ηµέρας η θερµοκρασία ήταν –2
ο 

C. Να βρείτε πόσους βαθµούς Κελσίου µεταβλήθηκε η 

θερµοκρασία στην πόλη αυτή από το πρωί έως το µεσηµέρι.   

     Είναι φανερό, το αντιλαµβάνονται και οι µαθητές, ότι για να βρούµε την µεταβολή 

της θερµοκρασίας πρέπει να αφαιρέσουµε από την τελική θερµοκρασία την αρχική, 

δηλαδή η θερµοκρασία µεταβλήθηκε κατά   
 

(–2) − (−8) 
 

βαθµούς Κελσίου. Για να βρούµε την παραπάνω διαφορά πρέπει να βρούµε ποιος α-

ριθµός προστέθηκε στο −8 για να προκύψει το – 2 (συµπλήρωµα). Πάλι οι µαθητές  θα 

σχεδιάσουν ένα βέλος από το −8 έως το −2 και µετρώντας θα βρουν πως για να µετα-

βούµε από το –8 στο –2 πρέπει να “ανέβουµε” (κίνηση προς τα δεξιά) 6 µονάδες (+6). 

Έτσι, το σχήµα διαµορφώνεται ως εξής:  
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                     (+6) 

                                                          

-8    -7    -6    -5    -4    -3     -2    -1    0    +1    +2    +3    +4    +5    +6    +7    +8    

   

στο οποίο φαίνεται ότι:    
 

(−2) − (−8) = +6. 
 

     Στη συνέχεια, προτείνουµε στους µαθητές να αναλύσουν τη µετάβαση από το −8 

στο −2 σε δύο φάσεις, όπως στο προηγούµενο πρόβληµα, δηλαδή πρώτα να γίνει η µε-

τάβαση από το −8 στο 0 και µετά από το 0 στο −2, οπότε προκύπτει το επόµενο σχήµα:  
   
                                                   -2 
                         +8                                

                   (+6) 

                                                            

-8    -7   -6   -5    -4    -3    -2    -1    0    +1    +2    +3    +4    +5    +6    +7    +8    

 
 

από το οποίο οι µαθητές και µε τη δική µας βοήθεια και καθοδήγηση θα συµπεράνουν 

ότι:   
 

( 2) ( 8) ( 8) ( 2)

( 2) ( 8)

6

− − − = + + −

= − + +

= +

 

                                                                    

     ∆ίνοντας και άλλα τέτοια παραδείγµατα θα βοηθήσουµε τους µαθητές να ανακαλύ-

ψουν τον τρόπο εκτέλεσης της αφαίρεσης δύο ακεραίων και να διατυπώσουν µόνοι 

τους τον κανόνα.  

     Παρατηρούµε ότι στην παραπάνω σχηµατική αναπαράσταση φαίνεται πολύ πα-

ραστατικά η γεωµετρική ερµηνεία της αλγεβρικής σχέσης:  
 

        α − β = α + (−β). 
 

     Με την κατάλληλη καθοδήγηση λοιπόν οι µαθητές θα ανακαλύψουν αυτήν τη 

σχέση και έτσι δεν θα τη µάθουν µηχανικά, οπότε θα µπορούν να την εφαρµόζουν 

συνειδητά.     

   

 

4.2 Συνολοθεωρητικός τρόπος 
 

     Με τον συνολοθεωρητικό τρόπο εποπτικής διδασκαλίας της αφαίρεσης δύο ακεραί-

ων η διαφορά ερµηνεύεται ως υπόλοιπο, δηλαδή από τον µειωτέο αποσπάται ο αφαιρε-

τέος και ο αριθµός που µένει καθορίζει το αποτέλεσµα της αφαίρεσης. Εδώ ζητάµε από 

τους µαθητές να σχεδιάσουν δύο κάθετες ευθείες γραµµές και τους ενηµερώνουµε ότι 

στις δύο γωνίες αριστερά ή δεξιά θα τοποθετούµε τους ακέραιους που θέλουµε να α-

φαιρέσουµε, στην πάνω γωνία τον µειωτέο και στην κάτω τον αφαιρετέο. Οι αριθµοί 

θα παριστάνονται µε µαρκαρισµένες µπάλες όπως και στην πρόσθεση. Για να ξεχωρίζει 

η πράξη της αφαίρεσης, αλλά και ο αφαιρετέος, συµπληρώνουµε το σχήµα προσθέτο-

ντας κάτω από την οριζόντια γραµµή ένα ευθύγραµµο τµήµα. Αφού τοποθετήσουµε 
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τους αριθµούς στις γωνίες, όπως αναφέραµε, θα διαγράφουµε από τον µειωτέο τις µπά-

λες που αντιστοιχούν στον αφαιρετέο (πλήθος και πρόσηµο).  

     Εξυπηρετεί να ξεκινήσουµε την διδασκαλία µε ένα παράδειγµα εύρεσης της διαφο-

ράς δύο οµόσηµων ακεραίων όπου ο µειωτέος να έχει την µεγαλύτερη απόλυτη τιµή. 

Για παράδειγµα, έστω ότι θέλουµε να βρούµε τη διαφορά:  (–5) – (–2). 
 

     Παρατηρούµε ότι στη σχηµατική αναπαράσταση µειωτέος και αφαιρετέος έχουν 

όµοιες µπάλες µε τον µειωτέο να έχει τις περισσότερες, οπότε µπορούµε να αφαιρέ-

σουµε από τον µειωτέο όσες µπάλες έχει ο αφαιρετέος (αφαιρούµε οµοειδή ποσά). 

Σχηµατίζεται έτσι το παρακάτω σχήµα (βάζουµε ένα Χ σ’ αυτές που αφαιρούµε):   

 
 

 
  

στο οποίο φαίνεται ότι  
 

(–5) – (–2) = –3. 
 

     Στην περίπτωση αυτή δεν απαιτείται ο ειδικός αλγόριθµος. Μπορούµε όµως, αν θέ-

λουµε, να τον επαληθεύσουµε.   

     Αν τώρα οι όροι της αφαίρεσης είναι ετερόσηµοι ή οµόσηµοι µε τον µειωτέο να έχει 

την µικρότερη απόλυτη τιµή, τότε αρχικά θα τοποθετούµε τις µπάλες στις αριστερές 

γωνίες χωρίς να µπορούµε να αφαιρέσουµε µπάλες από τον µειωτέο, διότι ή δεν θα υ-

πάρχουν όµοιες ή δεν θα υπάρχουν τόσες, όσες χρειάζονται. Στις περιπτώσεις αυτές 

πιθανόν να δηµιουργηθεί και ένα επιστηµολογικό εµπόδιο. «Πώς µπορούµε να αφαιρέ-

σουµε από ένα σύνολο αντικείµενα που δεν περιέχονται σ’ αυτό;» Για να λυθεί το πρό-

βληµα και να µπορεί να γίνει η αφαίρεση προτείνουµε την παρακάτω διαδικασία:  

     Ξαναγράφουµε όλες τις µπάλες στις αντίστοιχες δεξιές γωνίες προσθέτοντας στον 

µειωτέο ίδιες µπάλες µε αυτές που έχει ο αφαιρετέος και ίσου πλήθους, ώστε να µπο-

ρούµε να τις αφαιρέσουµε. Όµως, όπως είδαµε, µία αρνητική µπάλα αλληλοαναιρείται 

µε µία θετική. Εποµένως για κάθε µπάλα που προσθέτουµε στον µειωτέο ταυτόχρονα 

- 

- 

- 

- 

- 

 

 

- 

- 
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προσθέτουµε και µία αντίθετη, ώστε ανά δύο αντίθετες να αλληλοαναιρούνται και έτσι 

να µη µεταβληθεί ο µειωτέος6. Στη συνέχεια διαγράφουµε από τον µειωτέο τις µπάλες 

που αντιστοιχούν στον αφαιρετέο και αθροίζοντας τις µπάλες που µένουν βρίσκουµε τη 

διαφορά. Για παράδειγµα, έστω ότι θέλουµε να βρούµε τη διαφορά:   
 

(+3) – (–2). 
 

     Σύµφωνα µε τα παραπάνω δηµιουργείται το παρακάτω σχήµα: 

 

 
 

στο οποίο φαίνεται καθαρά και ο αλγόριθµος της αφαίρεσης, δηλαδή:   
 

(+3) – (–2) = (+3) + (+2) = +5. 
 

     Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η περίπτωση όπου οι όροι της αφαίρεσης είναι οµόση-

µοι µε τον µειωτέο να έχει την µικρότερη απόλυτη τιµή. Στην περίπτωση αυτή οι µπά-

λες που µένουν µετά τη διαγραφή του αφαιρετέου είναι ετερόσηµες, οπότε απαιτείται 

και αλληλοαναίρεση, όπως στην πρόσθεση ετεροσήµων. Αυτό τονίζει περισσότερο τον 

αλγόριθµο της αφαίρεσης. Για παράδειγµα, έστω ότι θέλουµε να βρούµε τη διαφορά:  
 

(+1) – (+3). 
 

     Σύµφωνα µε τα παραπάνω δηµιουργείται το παρακάτω σχήµα:   

                                                             
6
 Η όλη διαδικασία νοµίζω ότι δε θα ξαφνιάσει τους µαθητές και δε θα τους εµποδίσει να κατανοήσουν 

αυτόν τον τρόπο της αφαίρεσης, διότι γνωρίζουν µία ανάλογη διαδικασία στον αλγόριθµο της αφαίρε-

σης στο σύνολο των φυσικών αριθµών και συγκεκριµένα την περίπτωση όπου ένα ψηφίο µιας τάξης 

µονάδων του αφαιρετέου δεν αφαιρείται από το αντίστοιχο ψηφίο του µειωτέου, οπότε δανειζόµαστε 

µία µονάδα από την αµέσως µεγαλύτερη τάξη µονάδων του µειωτέου κλπ.  

 

+ 

+ 

+ 

- 

- 

 

 

 

+ 

+ 

+ 

- 

- 

+ 

+ 

- 

- 
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στο οποίο φαίνεται ότι:   
 

(+1) – (+3) = (+1) + (–3) = –2. 
 

 

Σηµείωση:  Μπορούµε να δώσουµε τα παραπάνω παραδείγµατα µέσα από προβλήµα-

τα, ώστε να κεντρίσουµε περισσότερο το ενδιαφέρον των µαθητών και πρόθυµα να α-

σχοληθούν µε τη διερεύνηση του θέµατος. Για παράδειγµα, για τη δεύτερη περίπτωση 

µπορούµε να δώσουµε το παρακάτω πρόβληµα:    

«Σε ένα παιχνίδι ερωτήσεων στον παίκτη Β αποδόθηκαν +3 βαθµοί. Όµως,  διαπιστώ-

θηκε ότι κακώς προστέθηκαν στη βαθµολογία του –2  βαθµοί.  Για λόγους δικαιοσύνης 

λοιπόν η βαθµολογία του µαθητή αυτού πρέπει να διορθωθεί».   

     Οι µαθητές εύκολα θα σκεφθούν ότι για να γίνει η διόρθωση της βαθµολογίας θα 

πρέπει να αφαιρεθεί ο βαθµός –2 από τη βαθµολογία του µαθητή αυτού.  

     Προτείνουµε λοιπόν να γίνει η αφαίρεση εποπτικά µε τον συνολοθεωρητικό τρόπο, 

οπότε θα ακολουθήσει σχετική συζήτηση που θα έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία 

του παραπάνω µοντέλου.  

     Στο πρόβληµα αυτό οι µαθητές αντιλαµβάνονται διαισθητικά ότι η βαθµολογία του 

µαθητή αυτού αν αφαιρεθούν οι –2 βαθµοί θα αυξηθεί κατά 2 µονάδες και αυτό βλέ-

πουν να γίνεται και τυπικά. Έτσι, θα κατανοήσουν καλύτερα τον αλγόριθµο της αφαί-

ρεσης.   

 

 

 

+ 

+ 

+ 

 

 

 

+ 

+ 

+ 

- 

- 

+ 

+ 

+ - 

+ + 
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5.  Ο ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΕΠΟΠΤΙΚΑ  
 

5.1  Γεωµετρικός τρόπος  
 

     Ο κανόνας των προσήµων στο γινόµενο των πραγµατικών αριθµών, ο οποίος σε ε-

πίπεδο θεωρίας προκύπτει από τα αξιώµατα του πολλαπλασιασµού, είναι ίσως ο πιο 

δυσνόητος κανόνας για τους µαθητές του γυµνασίου. Αν δοθεί µόνο µε την «εξ ορι-

σµού» προσέγγιση, οι µαθητές δεν ικανοποιούνται, γιατί δεν κατανοούν τον λόγο ενός 

τέτοιου ορισµού! Γι’ αυτό εδώ προτείνεται η «αναλογική προσέγγιση», δηλαδή ο υπο-

λογισµός του γινοµένου δύο ακεραίων αριθµών θα γίνεται µε τρόπο όµοιο µε αυτόν 

που βρίσκεται το γινόµενο δύο φυσικών αριθµών στις µικρές τάξεις του ∆ηµοτικού. 

Έτσι λοιπόν θα ενεργοποιηθούν οι ρόλοι του πολλαπλασιαστή και του πολλαπλασια-

στέου µε τους οποίους είναι εξοικειωµένοι οι µαθητές7. Στο γινόµενο ακεραίων όµως 

παίζει ξεχωριστό ρόλο και το πρόσηµο του πρώτου παράγοντα, του πολλαπλασιαστή. 

Συγκεκριµένα έχουµε:  

     Αν ο πρώτος παράγοντας είναι θετικός, τότε ο δεύτερος παράγοντας επαναλαµβάνε-

ται προσθετικά, δηλαδή προστίθεται µε τον εαυτόν του, τόσες φορές, όση είναι η από-

λυτη τιµή του πρώτου, ενώ αν ο πρώτος παράγοντας είναι αρνητικός, τότε επαναλαµ-

βάνεται όχι ο δεύτερος παράγοντας αλλά ο αντίθετός του. Στα συµπεράσµατα αυτά θα 

οδηγηθούν µόνοι τους οι µαθητές µέσα από τη λύση απλών προβληµάτων από την κα-

θηµερινή ζωή.    

     Με την προσέγγιση αυτή δίνεται και µια ερµηνεία του κανόνα των προσήµων µε 

σκοπό να τον κατανοήσουν οι µαθητές και να τον εφαρµόζουν συνειδητά.    

     Για την σχηµατική αναπαράσταση του γινοµένου δύο ακεραίων, σύµφωνα µε την 

παραπάνω ερµηνεία, χρησιµοποιούµε ως πρότυπο το γινόµενο αριθµού µε διάνυσµα, 

όπου στον ρόλο του αριθµού είναι ο πρώτος παράγοντας και του διανύσµατος ο δεύτε-

ρος.  

     Για τη διδασκαλία της πράξης του πολλαπλασιασµού στο σύνολο των ακεραίων 

µπορούµε να δώσουµε προβλήµατα σαν τα παρακάτω τονίζοντας στους µαθητές ότι 

στα µεγέθη που χρησιµοποιούµε εµφανίζονται δύο αντίθετες καταστάσεις.  
 

Πρόβληµα 1: Ένας ελεύθερος επαγγελµατίας που δεν έχει συνέχεια δουλειά, για κάθε 

µήνα που εργάζεται εισπράττει κατά µέσο όρο 2 χιλιάδες €.  Αν το τελευταίο εξάµηνο ερ-

γάστηκε συνολικά 4 µήνες, να βρείτε τι οικονοµική συνέπεια είχε αυτό για τον επαγγελµα-

τία.    

     Είναι φανερό, ότι για να απαντήσουµε στο ερώτηµα του προβλήµατος, πρέπει να 

βρούµε το γινόµενο (+4)(+2) (συνολικός χρόνος σε µήνες επί τις απολαβές κάθε µήνα). 

Στο γινόµενο αυτό το πρόσηµο “+” στον πρώτο παράγοντα σηµαίνει ότι ο επαγγελµα-

τίας εργάστηκε αυτούς τους µήνες8 και στον δεύτερο ότι τα χρήµατα αυτά εισπράττο-

νται από τον επαγγελµατία9.  

     ∆ιαισθητικά το παραπάνω γινόµενο υπολογίζεται ως εξής:  
 

                                                             
7
 Για παράδειγµα, στο γινόµενο 3·5 οι µαθητές γνωρίζουν ότι επαναλαµβάνεται προσθετικά 3 φορές το 

5, δηλαδή 3·5 = 5 + 5 + 5 = 15 (το 3 είναι ο πολλαπλασιαστής και το 5 ο πολλαπλασιαστέος).  

 
8
 Για τους µήνες που εργάζεται βάζουµε το πρόσηµο “+” και για τους µήνες που δεν εργάζεται το  “-”. 

9
 Υπάρχει και η ακραία περίπτωση να εργασθεί κάποιος και να µην πληρωθεί. Αυτό δικαιολογεί τη 

χρήση του προσήµου.  
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           (+4)(+2) = (+2) + (+2) + (+2) + (+2) 
  

                           (Για κάθε µήνα που εργαζόταν εισέπραττε 2 χιλιάδες € )   
            

                         = 4(+2)   
 

                         = +8  = +(4·2). 
               
     Ο επαγγελµατίας αυτός λοιπόν το τελευταίο εξάµηνο εισέπραξε από την εργασία 

του 8 χιλιάδες €.   

     Εποπτικά το παραπάνω γινόµενο µπορεί να παρασταθεί ως εξής:  

                                               

                                                                 +2          +2         +2          +2 

 

                                                                 +2 

                                                                                                                            

-8    -7    -6    -5    -4    -3    -2    -1    0    +1   +2   +3   +4   +5   +6   +7    +8    

 

{ (+4)(+2) = 4(+2) }    

 

     Με το παραπάνω παράδειγµα οι µαθητές θα παρατηρήσουν ότι το γινόµενο δύο θε-

τικών ακεραίων είναι θετικός ακέραιος, δηλαδή  “+”·“+” = “+”. Επίσης, πιστεύω πως 

οι µαθητές διαισθάνονται τον ισοµορφισµό µεταξύ του συνόλου των φυσικών αριθµών 

και του συνόλου των θετικών ακεραίων, οπότε θα πεισθούν για το αποτέλεσµα και έτσι 

θα κατανοήσουν και τα επόµενα προβλήµατα.       
 

Πρόβληµα 2: Ένας µαθητής πληρώνει κάθε µέρα που πηγαίνει στο σχολείο 2 € για εισι-

τήρια. Να βρείτε τι οικονοµική συνέπεια έχει αυτό για τον µαθητή για µία εβδοµάδα που 

πηγαίνει κάθε µέρα στο σχολείο.    

     Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα του προβλήµατος είναι προφανές ότι πρέπει να 

υπολογίσουµε το γινόµενο (+5)(−2) (συνολικός χρόνος σε ηµέρες επί το χρηµατικό πο-

σό ανά ηµέρα). Το “+” στον πρώτο παράγοντα σηµαίνει ότι ο µαθητής πηγαίνει10 στο 

σχολείο τις ηµέρες αυτές και το “–” στον δεύτερο παράγοντα ότι ο µαθητής ξοδεύει11 

αυτά τα χρήµατα.  

     ∆ιαισθητικά το παραπάνω γινόµενο υπολογίζεται ως εξής:   
 

              (+5)( −2) = (−2) + (−2) + (−2) + (−2) + (−2)    
 

                  (Για κάθε ηµέρα που πηγαίνει στο σχολείο πληρώνει 2 € για εισιτήρια) 
  

            

                              = 5(−2)   
 

                              = −10 = − (5·2).   
 

     Ο µαθητής αυτός λοιπόν ξοδεύει για εισιτήρια 10 € την εβδοµάδα.  

     Εποπτικά το παραπάνω γινόµενο µπορεί να παρασταθεί ως εξής: 

 

 

                                                             
10

 Για τις ηµέρες που ο µαθητής πηγαίνει στο σχολείο βάζουµε το πρόσηµο “+”, ενώ για τις ηµέρες που  

δεν πηγαίνει το “-”. 
11

 Υπάρχει και η περίπτωση να πηγαίνει ο µαθητής στο σχολείο και να µη πληρώνει εισιτήριο, το οποίο 

θα πληρώνεται από κάποιο φορέα. Αυτό δικαιολογεί τη χρήση του προσήµου.        
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          -2          -2            -2          -2            -2 
 

                                                                     −2 

 

-10   -9    -8    -7     -6    -5    -4   -3     -2    -1     0    +1    +2    +3    +4    +5        

 
 

{ (+5)(−2) = 5(−2) } 
 

 

Πρόβληµα 3: Μία επιχείρηση κερδίζει κατά µέσο όρο 3 χιλιάδες € κάθε ηµέρα που λει-

τουργεί. Αν η επιχείρηση αυτή δεν λειτούργησε 2 ηµέρες λόγω απεργίας του προσωπικού, 

τι οικονοµική συνέπεια είχε αυτό  για την επιχείρηση;   
 

     Είναι φανερό ότι η  οικονοµική συνέπεια για την επιχείρηση σε χιλιάδες € είναι ίση 

µε το γινόµενο (−2)(+3) (χρόνος σε ηµέρες επί το ηµερήσιο αποτέλεσµα). Το “–”στον 

πρώτο παράγοντα σηµαίνει ότι η επιχείρηση δεν λειτούργησε αυτές τις ηµέρες και το 

“+” στον δεύτερο παράγοντα ότι αυτό είναι το ηµερήσιο κέρδος της επιχείρησης.   

           

     ∆ιαισθητικά το παραπάνω γινόµενο υπολογίζεται ως εξής:  
 

         (−2)(+3) = (−3) + (−3)    
 

                                                                (Η επιχείρηση δεν εισέπραξε ως κέρδος 3 χιλιάδες € τη µια µέρα που δε λειτούργη- 

                                 σε και 3 χιλιάδες την άλλη) 
            

                        = 2(−3)    
  

                        = −6 = −(2·3).  
 

     Η επιχείρηση αυτή λοιπόν δεν εισέπραξε12 6 χιλιάδες € ως κέρδος για τις δύο ηµέρες 

της απεργίας και αυτό θεωρείται ζηµιά για την επιχείρηση. Έτσι ερµηνεύεται το αρνη-

τικό πρόσηµο στο αποτέλεσµα. 

     Εποπτικά το παραπάνω γινόµενο µπορεί να παρασταθεί ως εξής: 

                     

                      −3                   −3  

                                                                       +3           

 

  -7    -6    -5      -4     -3    -2    -1      0    +1    +2    +3    +4   +5   +6   +7   +8    
 

 

{ (−2)(+3) = 2(−3) } 

      
     Από τα προβλήµατα 2 και 3 οι µαθητές θα συµπεράνουν ότι το γινόµενο δύο ετερο-

σήµων ακεραίων είναι αρνητικός ακέραιος, δηλαδή  “+”·“−” = “−” και “−”·“+” = “−”.   

Ακόµη, στο πρόβληµα 3 οι µαθητές θα παρατηρήσουν ότι όταν ο πρώτος παράγοντας 

είναι αρνητικός, τότε επαναλαµβάνεται ο αντίθετος του δεύτερου παράγοντα. Η παρα-

τήρηση αυτή θα τους βοηθήσει να κατανοήσουν και το επόµενο πρόβληµα αλλά και 

γενικότερα τον κανόνα των προσήµων.   

 

                                                             
12

 Οι µαθητές αντιλαµβάνονται ότι δεν θα έχει κέρδη η επιχείρηση τις δύο ηµέρες της απεργίας και 

παρατηρούν ότι αυτό επιβεβαιώνεται και µε το αριθµητικό αποτέλεσµα. Αυτό θα τους βοηθήσει να 

πεισθούν για την ορθότητα της διαδικασίας. 
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Πρόβληµα 4: Ένας µαθητής πληρώνει κάθε µέρα που πηγαίνει στο σχολείο 2 € για εισι-

τήρια. Αν δεν πήγε 3 ηµέρες στο σχολείο λόγω ασθένειας, τι οικονοµική συνέπεια είχε 

αυτό για τον µαθητή; 
 

     Είναι προφανές, ότι η οικονοµική συνέπεια για τον µαθητή για τις ηµέρες αυτές εί-

ναι ίση µε (−3)(−2) €. (χρόνος σε ηµέρες επί το χρηµατικό ποσό ανά ηµέρα). Το “–” 

στον πρώτο παράγοντα σηµαίνει ότι ο µαθητής δεν πήγε στο σχολείο τις ηµέρες αυτές 

και στον δεύτερο παράγοντα ότι αυτά τα χρήµατα ξοδεύονται κάθε µέρα από τον µαθη-

τή για εισιτήρια.  

     ∆ιαισθητικά το παραπάνω γινόµενο υπολογίζεται ως εξής:  
 

      (−3)(−2) = (+2) + (+2) + (+2)   
 

                     (Για κάθε ηµέρα που δεν πήγε στο σχολείο ο µαθητής δεν ξόδεψε χρήµατα για εισιτήρια) 
            

                    = 3(+2)   
 

                    = +6 = +(3·2). 
                         
     Ο µαθητής αυτός λοιπόν δεν ξόδεψε13 6 € για εισιτήρια τις 3 ηµέρες που δεν πήγε 

στο σχολείο και εποµένως κέρδισε αυτό το ποσό. Έτσι ερµηνεύεται το πρόσηµο “+” 

στο αποτέλεσµα.  

     Εποπτικά το παραπάνω γινόµενο µπορεί να παρασταθεί ως εξής:  

 

                                                                +2          +2          +2 
                                                  −2 

                                                                

-8    -7    -6    -5    -4    -3   -2    -1     0   +1   +2   +3   +4    +5   +6    +7    +8    

   

{ (−3)( −2) = 3(+2) } 

 
     Με τη βοήθεια του παραπάνω προβλήµατος οι µαθητές θα συµπεράνουν ότι το γι-

νόµενο δύο αρνητικών ακεραίων είναι θετικός ακέραιος, δηλαδή ότι “−”·“−” = “+”. 

Επίσης και στο παραπάνω πρόβληµα οι µαθητές παρατηρούν ότι όταν ο πρώτος παρά-

γοντας είναι αρνητικός, τότε επαναλαµβάνεται ο αντίθετος του δεύτερου παράγοντα.  
      

     Τέλος, αξίζει να αναφέρουµε και µία φυσική ερµηνεία του κανόνα των προσήµων που 

δίνεται µε το µοντέλο ενός οχήµατος που κινείται πάνω σε έναν άξονα. Aν το όχηµα κι-

νείται προς τα δεξιά, η ταχύτητά του έχει θετικό πρόσηµο, ενώ αν κινείται προς τα αρι-

στερά αρνητικό. Ως αρχή µέτρησης του χρόνου θεωρείται η στιγµή κατά την οποία το 

όχηµα διέρχεται από την αρχή του άξονα. Έτσι, πριν φτάσει το όχηµα στην αρχή του ά-

ξονα ο χρόνος έχει πρόσηµο “–”, ενώ όταν το προσπεράσει έχει πρόσηµο “+”.   

     Για παράδειγµα, έστω ότι το όχηµα κινείται µε ταχύτητα –50 Km/h (κινείται προς τα 

αριστερά). Εύκολα συµπεραίνουµε ότι η θέση του οχήµατος αυτού πάνω στον άξονα 3 

ώρες πριν φτάσει στην αρχή του άξονα (–3 ώρες) είναι το σηµείο µε τετµηµένη +150.  

     Από την Φυσική είναι γνωστό ότι η θέση ενός οχήµατος που κινείται πάνω σε έναν 

άξονα προσδιορίζεται από το γινόµενο του χρόνου επί την ταχύτητα. Εποµένως 3 ώρες 

                                                             
13 Και εδώ οι µαθητές αντιλαµβάνονται ότι ο µαθητής δεν ξόδεψε χρήµατα για εισιτήρια τις ηµέρες που 

δεν πήγε σχολείο και παρατηρούν ότι αυτό επιβεβαιώνεται και µε το αριθµητικό αποτέλεσµα. Έτσι θα 

πεισθούν για την ορθότητα της διαδικασίας.     
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πριν φτάσει το παραπάνω όχηµα στην αρχή του άξονα, η θέση του δίνεται από το γινόµε-

νο  (–3)( –50).  

     Άρα έχουµε: 

(–3)( –50) = +150. 

 

 

     Εποπτικά:                                                             

 

______________________________________________________________    
    -200       -150       -100        -50            0         +50        +100       +150       

 

 

{ (-3)(-50) = 3(+50) = +150 } 

 

         

     Με παραδείγµατα σαν τα παραπάνω πιστεύω πως οι µαθητές θα βοηθηθούν να 

κατανοήσουν πλήρως τον κανόνα των προσήµων στο γινόµενο δύο ακεραίων αρχικά 

και γενικότερα στο γινόµενο δύο ρητών αριθµών.  

 

 

5.2 Συνολοθεωρητικός τρόπος 
 

     Για την οπτικοποίηση της πράξης του πολλαπλασιασµού στο σύνολο των ακεραίων 

αριθµών µε συνολοθεωρητικό τρόπο επιλέγουµε την ορθογώνια διάταξη προσηµασµέ-

νων σφαιρών. Και στο µοντέλο αυτό χρησιµοποιούµε τους διακριτούς ρόλους των δύο 

παραγόντων του γινοµένου, δηλαδή του πολλαπλασιαστή και του πολλαπλασιαστέου. 

Έτσι προτείνουµε το παρακάτω σενάριο:  

     Σχεδιάζουµε µια κατακόρυφη γραµµή στη µέση της σελίδας του τετραδίου ή του 

πίνακα και πάνω από τη γραµµή σηµειώνουµε το γράµµα Χ (σύµβολο της πράξης του 

πολλαπλασιασµού). Τα δύο µέρη που δηµιουργούνται στην αντίστοιχη περιοχή θα 

χρησιµοποιούνται για την αναπαράσταση ακέραιων αριθµών. Στο δεξί µέρος θα ανα-

παριστάνονται οι θετικοί και στο αριστερό οι αρνητικοί. Αν ένας ακέραιος θα µεταφέ-

ρεται από το ένα µέρος στο άλλο, τότε θα παίρνει το πρόσηµο του µέρους που θα µε-

ταφέρεται, δηλαδή θα αλλάζει πρόσηµο.  

     Αρχικά λοιπόν θα γράφουµε τον πρώτο παράγοντα του γινοµένου που θέλουµε να 

υπολογίσουµε µέσα σε ένα πλαίσιο πάνω από τη γραµµή και στη συνέχεια θα αναπαρι-

στάνουµε τον δεύτερο παράγοντα του γινοµένου µε µπάλες σε σειρά στο αριστερό µέ-

ρος αν είναι αρνητικός ή στο δεξί αν είναι θετικός. Το πρόσηµο του πρώτου παράγοντα 

θα καθορίζει αν ο δεύτερος παράγοντας θα παραµένει στο µέρος του ή αν θα µεταφέρε-

ται στο άλλο µέρος. Έτσι λοιπόν, αν ο πρώτος παράγοντας είναι θετικός, τότε ο δεύτε-

ρος θα παραµένει στο µέρος του και θα επαναλαµβάνεται σε κατακόρυφη διάταξη τό-

σες φορές όση είναι η απόλυτη τιµή του πρώτου παράγοντα, αν όµως ο πρώτος παρά-

γοντας είναι αρνητικός, τότε ο δεύτερος παράγοντας θα µεταφέρεται στο άλλο µέρος, 

οπότε θα αλλάζει πρόσηµο και θα επαναλαµβάνεται στο µέρος αυτό ο ακέραιος που 

προκύπτει. Το γινόµενο των δύο ακεραίων και στις δύο περιπτώσεις θα προσδιορίζεται 

από τις µπάλες που σχεδιάζονται συνολικά.           

     Μπορούµε να δώσουµε παραδείγµατα για όλους τους συνδυασµούς των προσήµων 

όπως και στην γεωµετρική προσέγγιση. Καλό είναι να ξεκινήσουµε µε ένα γινόµενο µε 

θετικούς και τους δύο παράγοντες. Στη συνέχεια να υπολογίσουµε ένα γινόµενο µε θε-
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τικό τον πρώτο παράγοντα και αρνητικό τον δεύτερο και αµέσως µετά  ένα γινόµενο µε 

αρνητικό τον πρώτο παράγοντα και θετικό τον δεύτερο και κατά προτίµηση το προη-

γούµενο14 αντιµεταθέτοντας τους δύο παράγοντες. Τέλος να υπολογίσουµε ένα γινόµε-

νο µε αρνητικούς και τους δύο παράγοντες.  

 

     Για παράδειγµα, ας υπολογίσουµε το γινόµενο (–4)(–3). Αρχικά γράφουµε το –4 

στο πλαίσιο που είναι πάνω από τη γραµµή και σχεδιάζουµε τρεις αρνητικές µπάλες  

στο αριστερό µέρος. Επειδή όµως ο πρώτος παράγοντας είναι αρνητικός οι µπάλες µε-

ταφέρονται στο δεξί µέρος αλλάζοντας πρόσηµο και επαναλαµβάνονται στο µέρος αυ-

τό τέσσερις φορές, αφού η απόλυτη τιµή του πρώτου παράγοντα είναι ίση µε 4.  

Έτσι λοιπόν έχουµε το παρακάτω σχήµα:   

 

 

 

 

   

 

 

 
 

                                              (–4)( –3) = +12.  

 

                                                             
14

 Για παράδειγµα, αν υπολογίσουµε το γινόµενο (+3)( –5), τότε αµέσως µετά να  υπολογίσουµε το 

γινόµενο (–5)(+3). Αυτό,  για να δουν οι µαθητές ότι προκύπτει το ίδιο αποτέλεσµα, γεγονός που είναι 

σύµφωνο µε την αντιµεταθετική ιδιότητα. Έτσι, θα πεισθούν για την ορθότητα του µοντέλου και θα 

κατανοήσουν ευκολότερα τον κανόνα των προσήµων.   

- + 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

- - 

+ + + 

+ + + 

 – 4  

  X 
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6.  ΕΠΙΛΟΓΟΣ  
 

     Κλείνοντας την εργασία αυτή αναφέρουµε ότι η οπτική εποπτεία που προσφέρουν 

τα σχήµατα που είδαµε παραπάνω βοηθά πολύ τους µαθητές όχι µόνο να κατανοήσουν 

και να αποµνηµονεύσουν τον τρόπο εκτέλεσης των πράξεων στο σύνολο των ακεραί-

ων, αλλά και να ανακαλύψουν τους σχετικούς κανόνες. Ανακαλύπτοντας ο µαθητής 

έναν κανόνα και ικανοποιείται αλλά και τον θυµάται και τον εφαρµόζει καλύτερα.  
 

     Τέλος, ας έχουµε πάντα υπόψη µας ότι για την διδασκαλία των ρητών αριθµών, αλ-

λά  και οποιασδήποτε άλλης ενότητας στα Μαθηµατικά, εκτός από την καλή γνώση της 

ενότητας, πρέπει να γνωρίζουµε και διάφορες τεχνικές διδακτικής προσέγγισης, ώστε 

κάθε φορά, ανάλογα µε τις συνθήκες, να επιλέγουµε την πιο κατάλληλη. Προσωπικά 

έχω χρησιµοποιήσει µερικές από τις παραπάνω τεχνικές και παρατήρησα ότι ενεργο-

ποιήθηκαν και συµµετείχαν και οι πιο αδύνατοι µαθητές!  
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