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Πρόλογος 
 

Στην εργασία αυτή αναλύονται οι έννοιες των ισοδύναµων εξισώσεων και του 

«κοντά» µε αφορµή τις εκφωνήσεις δύο ασκήσεων, οι οποίες περιέχονται στο 

βιβλίο των Μαθηµατικών Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυ-

κείου (έκδοση 2014) και µπορεί να προκαλέσουν κάποιον προβληµατισµό 

στον αναγνώστη. 

 

 

Α. Ισοδύναµες εξισώσεις  
 

∆ιαβάζοντας κανείς την άσκηση1: 
 

«Να αποδείξετε ότι: 
 

i) Η συνάρτηση 
3

2
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( )
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x x
f x

x

−
=

−
 είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα δια-

στήµατα του πεδίου ορισµού της και να βρείτε το σύνολο τιµών της  f σε κα-

θένα από τα διαστήµατα αυτά. 

 

ii) Η εξίσωση 3 2 9 0x x xα α− − + =  είναι ισοδύναµη µε την ( )f x α=  και στη 

συνέχεια ότι έχει τρεις πραγµατικές ρίζες για κάθε .IRα ∈ » 

 

ίσως προβληµατιστεί και αναρωτηθεί:  

 

Πώς είναι δυνατόν να είναι ισοδύναµες οι εξισώσεις που αναφέρονται στο 

ερώτηµα ii, αφού δεν έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού
2
;  

 

Είναι θέµα ορισµού. Ο ορισµός για την έννοια των ισοδύναµων εξισώσεων που 

κυριαρχεί στην βιβλιογραφία είναι:  
                                                 
1
 Είναι η άσκηση 5 της Β΄ οµάδας της § 2.6 του Β΄ µέρους στη σελίδα 257. 

2
 Ως σχολικός σύµβουλος είχα δεχθεί από συναδέλφους αυτόν τον προβληµατισµό.  
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∆ύο ή περισσότερες εξισώσεις λέµε ότι είναι ισοδύναµες εάν και µόνον εάν 

έχουν την ίδια ή τις ίδιες λύσεις.  

 

∆είτε, για παράδειγµα, την δηµοσιευµένη εργασία σε περιοδικό της Ε.Μ.Ε. 

στην διεύθυνση:   http://www.hdml.gr/pdfs/journals/1529.pdf . 

 

Με αυτήν την έννοια οι εξισώσεις: 
 

|2x - 3| = 3x - 2  
 

(βιβλίο Άλγεβρας Α΄ Λυκείου (2014), § 3.1, σελ. 82) µε πεδίο ορισµού το IR 

και η  
 

2 7 2x x+ − =  
 

(βιβλίο Άλγεβρας Β΄ Λυκείου (2014), § 4.4, σελ. 151) µε πεδίο ορισµού το 

διάστηµα 
7

,  
2

 − + ∞ 
  

 

είναι ισοδύναµες, αφού έχουν την ίδια ρίζα, που είναι ο αριθµός 1.     

 

Σύµφωνα λοιπόν µε τον παραπάνω ορισµό, όταν λέµε ότι δύο εξισώσεις είναι 

ισοδύναµες εννοούµε ότι έχουν την ίδια ή τις ίδιες ρίζες στο κοινό πεδίο ορι-

σµού τους και καµία εξίσωση δεν έχει άλλη ρίζα στο πεδίο ορισµού της που 

δεν είναι κοινό. Γι’ αυτό, για τη λύση της παραπάνω άσκησης πρέπει πρώτα να 

αποδείξουµε ότι η εξίσωση 3 2 9 0x x xα α− − + =  δεν έχει ως ρίζες τους αριθ-

µούς -1 και 1 και στη συνέχεια να προχωρήσουµε στην απόδειξη της ισοδυνα-

µίας στο κοινό πεδίο ορισµού τους που είναι το Α = IR – {-1, 1}. 
 

Όµως, όταν κατά την επίλυση των εξισώσεων µεταβαίνουµε από µια εξίσωση 

σε µια ισοδύναµή της χρησιµοποιώντας τον λογικό σύνδεσµο της ισοδυναµίας 

(⇔), τότε πρέπει υποχρεωτικά να εργαζόµαστε στο σύνολο στο οποίο ορίζο-

νται και οι δύο οι εξισώσεις
3
.  

Αυτό πρέπει να τηρείται, διότι  για να ισχύει η σχέση της ισοδυναµίας θα πρέ-

πει να ορίζονται και οι δύο οι εξισώσεις και κάθε τιµή του κοινού πεδίου ορι-

σµού τους να επαληθεύει και τις δύο τις εξισώσεις ή καµία. Ο ισχυρισµός αυ-

τός σύµφωνα µε την Μαθηµατική Λογική αιτιολογείται ως εξής:  
 

Μία εξίσωση είναι ένας προτασιακός τύπος µε κατηγόρηµα τη σχέση της ισότητας 

και σύνολο αναφοράς το πεδίο ορισµού της εξίσωσης. Το σύνολο λύσεων της εξί-

σωσης είναι το σύνολο αλήθειας αυτού του προτασιακού τύπου. Έτσι λοιπόν αν 

p(x) και q(x) είναι οι προτασιακοί τύποι δύο ισοδύναµων εξισώσεων και η ισοδυ-

ναµία τους εκφράζεται µε τον αντίστοιχο λογικό σύνδεσµο, τότε οι δύο προτασια-

κοί τύποι θα πρέπει να έχουν το ίδιο σύνολο αναφοράς (έστω Ω) και η τιµή αλή-

θειας της πρότασης4 ( )[ ]( ) ( )x p x q x∀ ∈Ω ↔  που δηµιουργείται να είναι ίση µε 1.  

                                                 
3
 Αν το σύνολο αυτό είναι όλο το IR, τότε µπορεί να παραλείπεται αλλά θα εννοείται.   

4
 Η έκφραση αυτή αποτελεί πρόταση, διότι δεν περιέχει ελεύθερη µεταβλητή. Μία µεταβλητή που εί-

ναι στην εµβέλεια ενός ποσοδείκτη δεν είναι ελεύθερη.   
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Αν µε το σύµβολο || ⋅ || παριστάνουµε την τιµή αλήθειας µιας πρότασης, τότε η 

τιµή αλήθειας της παραπάνω πρότασης, η οποία περιέχει καθολικό ποσοδείκτη, 

ορίζεται ως εξής5 :  
  

( )[ ]( ) ( ) ( ) ( )
o o

ox
x p x q x p x q x

∈Ω
∀ ∈Ω ↔ = ↔∧ . 

 

Αφού η τιµή αλήθειας της πρότασης  ( )[ ]( ) ( )x p x q x∀ ∈Ω ↔   είναι ίση µε 1, θα 

ισχύει:  
 

( ) ( ) 1
o o

ox
p x q x

∈Ω
↔ =∧ . 

 

Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε xo∈ Ω οι προτάσεις p(xο) και q(xο) είναι και οι δύο 

αληθείς ή και οι δύο ψευδείς, δηλαδή έχουν την ίδια τιµή αλήθειας.  
 

Στη συνέχεια ας δούµε δύο παραδείγµατα επίλυσης ισοδύναµων εξισώσεων 

που περιέχονται σε σχολικά βιβλία. 
 

1. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, για να λύσουµε την εξίσωση 3 3x xσυν ηµ=  

(βιβλίο Άλγεβρας της Β΄ Λυκείου, § 3.6, σελ. 94) µε τη µέθοδο των ισοδύνα-

µων εξισώσεων διαιρώντας και τα δύο µέλη µε συνx πρώτα πρέπει να εξετά-

σουµε αν η εξίσωση αυτή µπορεί να έχει ως ρίζα κάποιον αριθµό x για τον ο-

ποίο ισχύει συνx = 0. Εύκολα αποδεικνύουµε ότι αυτό δεν ισχύει και συνεχί-

ζουµε ως εξής: 
 

Για κάθε πραγµατικό αριθµό x για τον οποίο ισχύει συνx ≠ 0 έχουµε διαδοχικά:   
 

3 3   3x x xσυν ηµ εϕ= ⇔ =    … 
 

∆ηλαδή, αφού χρησιµοποιούµε τον λογικό σύνδεσµο της ισοδυναµίας εργαζό-

µαστε στο σύνολο στο οποίο ορίζονται και οι δύο εξισώσεις, το οποίο αποτελεί 

το σύνολο αναφοράς της ισοδυναµίας αυτής. Όµως στο σχολικό βιβλίο της 

Άλγεβρας της Β΄ Λυκείου αυτό δεν αναφέρεται καθαρά και µε σαφήνεια. 
 

2.  Πολύ σωστά στο βιβλίο της Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου για την επίλυση της 

εξίσωσης:  
 

|2x - 3| = 3x - 2      
 

τίθεται αρχικά ο περιορισµός  
2

3 2 0  
3

x x− ≥ ⇔ ≥ ,  ώστε να έχει έννοια η ισο-

δυναµία:  
 

|2x - 3| = 3x - 2  ⇔  ( 2x - 3 = 3x – 2  ή   2x - 3 = -3x + 2). 
 

                                                 
5
 Για να δείτε τον ορισµό της τιµής αλήθειας µιας πρότασης µε καθολικό ποσοδείκτη µπορείτε να µε-

ταβείτε στη σελίδα 17 της διδακτορικής µου διατριβής στην ηλεκτρονική διεύθυνση:   

http://users.sch.gr/PTheodoropoulos/ergasies/Didaktdiatr.pdf  . 
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∆ηλαδή, µε τον περιορισµό δίνεται το σύνολο αναφοράς της παραπάνω ισοδυ-

ναµίας. 

 
Β. Η έννοια του «κοντά» 
 

∆ιαβάζοντας την άσκηση6: 
 

 «∆ίνεται η συνάρτηση 2( ) 2 2f x x x= + + και οι ευθείες  ε1 : 1y x= − −  και  ε2 : 

1y x= + . Να αποδείξετε ότι 
 

i) Η  ε1 είναι ασύµπτωτη της Cf  στο -∞, ενώ η  ε2  είναι ασύµπτωτη της Cf  

στο +∞. 

 

ii) Για κάθε x IR∈ ισχύει 2 22 2 ( 1) 0x x x+ + > + ≥  και στη συνέχεια να απο-

δείξετε ότι η  Cf  βρίσκεται πάνω από την ε1  κοντά στο -∞  και πάνω 

από την  ε2  κοντά στο +∞.»       

 

αναρωτιόµαστε, τι νόηµα έχουν οι φράσεις:   
 

« κοντά στο -∞∞∞∞ »      και      « κοντά στο +∞∞∞∞ » ; 
 

Μπορούµε να λέµε κοντά στο άπειρο;  

 

Όταν λέµε ότι ένα αντικείµενο είναι κοντά σε ένα άλλο, εννοούµε ότι τα δύο 

αντικείµενα βρίσκονται σε µικρή απόσταση µεταξύ τους (δείτε λεξικό Μπα-

µπινιώτη). Εννοείται φυσικά ότι τα αντικείµενα αυτά είναι πολύ συγκεκριµένα 

και ο χώρος στον οποίον βρίσκονται επίσης συγκεκριµένος. Έτσι µπορούµε να 

λέµε κοντά σε έναν πραγµατικό αριθµό xo, διότι κάθε πραγµατικός αριθµός εί-

ναι συγκεκριµένος, ενώ αντίθετα νοµίζω ότι δεν µπορούµε να λέµε “κοντά στο 

άπειρο”, επειδή το άπειρο είναι µία ασαφής έννοια µε δυναµικό χαρακτήρα. 
 

Όταν λέµε ότι µία συνάρτηση f έχει µια ιδιότητα Ρ κοντά σε έναν  πραγµατικό 

αριθµό xo εννοούµε ότι: 1) αν η f ορίζεται εκατέρωθεν του xo, τότε υπάρχει πε-

ριοχή U του xo στην οποία ορίζεται η συνάρτηση f µε εξαίρεση ίσως το σηµείο 

xo και η f  έχει την ιδιότητα Ρ στο σύνολο U – { xo }, 2) αν η f δεν ορίζεται εκα-

τέρωθεν του xo αλλά µόνο στη µία πλευρά, τότε έχουµε ανάλογο ορισµό. ∆είτε 

σχολικό βιβλίο, σελίδα 163.  

Ως παρατήρηση αναφέρω ότι ίσως θα ήταν καλύτερο για την απόδοση της πα-

ραπάνω έννοιας στο σχολικό βιβλίο να µην αναφερόταν σύνολο της µορφής 

( ,  ) ( ,  )
o o

x xα β∪ , αλλά της µορφής ( ,  ) ( ,  + )
o o o o

x x x xδ δ− ∪ , διότι αυτό ταιριά-

ζει στην δ-περιοχή του πραγµατικού αριθµού xo (δείτε πώς λειτουργεί η δ-

περιοχή του xo στην απόδειξη του θεωρήµατος του Fermat στο σχολικό βιβλίο 

στη σελίδα 260). Αυτό, επειδή ο θετικός αριθµός δ, ο οποίος  µπορεί να είναι 

όσο µικρός απαιτείται, νοµίζω ότι υποβάλλει καλύτερα την έννοια του “κο-

ντά”.  
 

                                                 
6
 Είναι η άσκηση 1 της Β΄ οµάδας της § 2.9 του Β΄ µέρους στη σελίδα 285.  
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Κλείνοντας κρίνω σκόπιµο να σηµειώσω ότι το σηµείο της άσκησης στο οποίο 

αναφέρεται ο παραπάνω προβληµατισµός θα µπορούσε να διατυπωθεί ως εξής: 
 

«η  Cf  βρίσκεται πάνω από την ε1  σε διάστηµα της µορφής (-∞, α) και πάνω 

από την  ε2 σε διάστηµα της µορφής (β, +∞), όπου α, β ∈ IR ». 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


