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Απαντήσεις  Μαθηµατικά  Κατεύθυνσης  2011 

 
 

ΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑ    ΑΑΑΑ        

    

Α.1.Σχολικό Βιβλίο σελ. 260 (Θεώρηµα Fermat). 

Α.2. Σχολικό Βιβλίο σελ. 280. 

Α.3  α.→  Σ          β. →  Σ          γ. →  Λ             δ. →  Λ              ε. →  Σ 

    

    

ΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑ    ΒΒΒΒ    
    

    

Β.1.  Παρατηρούµε ότι 3 3 3− = − = +z i z i z i  

Άρα. ( )3 3 2 2 3 2 3 1 0 3 1− + + = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ − + =z i z i z i z i z i  

Εποµένως, οι εικόνες του µιγαδικού z  κινούνται σε κύκλο µε κέντρο ( )0,3Κ  και ακτίνα 1ρ =
.
 

Β.2. Είναι: 

( )( ) ( )( )
3

2 1
3 1 3 1 3 3 1 3 3 1 3

3

≠

− = ⇔ − = ⇔ − − = ⇔ − + = ⇔ + =
−

z i

z i z i z i z i z i z i z i
z i

 

 

Β.3. Έστω = +z x yi , , ∈�x y .   

Επειδή 
1

3
3

z i
z i

+ =
−

, έχουµε: ( )1
3 3 3 2 Re 2

3
= − + = − + + = + = = ∈

−
�w z i z i z i z z z x

z i
 

Επίσης  
1

3
3

= − +
−

w z i
z i

 και 
1 1

| w | | z 3i | | z 3i | | | 1 1 2
z 3i z 3i

= − + ≤ − + = + =
− −

. 

Και αφού 
w

| w | 2 2 w 2
∈

≤ ⇔− ≤ ≤
�

. 

 

Β.4.  

2 2| 2 | | | | | .− = + − = − + = + =z w x yi x x yi x y z  
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ΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑ    ΓΓΓΓ
    

 

Γ.1.  ( ) ( )( ) ( ) ( )1xe f x f x f x xf x′ ′′ ′ ′′+ − = +  για κάθε x∈�  

          
( )[ ] [ ( )]′ ′ ′ ′− =x x

e f x e xf x  

        Άρα υπάρχει σταθερά c∈�  τέτοια, ώστε: 

         
 ( )[ ] [ ( )]′ ′− = +x x

e f x e xf x c
 ,
για κάθε x∈�  

Για 0x =  η προηγούµενη σχέση δίνει 1= −c  

Άρα  ( )[ ] [ ( )] 1′ ′− = −x x
e f x e xf x για κάθε x∈� . ( )1

 

Πρέπει ν.δ.ο. xe x 0, x− > ∀ ∈� . Έστω  xt(x) e x,    = − στο �  , µε   xt (x) e 1,    ′ = − στο �  

και t(x) t(0) 1≥ = . 

 

Άρα   διαιρώντας µε xe x−  η σχέση ( )1  δίνει: ( ) 1x

x

e
f x

e x

−
′ =

−
 για κάθε x∈� . 

( ) ( )( )x
f x n e x

′′ = −�  για κάθε x∈� . Άρα υπάρχει σταθερά c′∈�  τέτοια, ώστε: 

( ) ( )xf x n e x c′= − +�  για κάθε x∈�  

Για 0x =  η προηγούµενη σχέση δίνει ( ) ( )
( )0 0

0
0 0 0

f

f n e c c
=

′ ′= − + ⇔ =�  

Άρα ( ) ( )xf x n e x= −�  για κάθε x∈� . 

 

 

Γ.2.  Είναι ( ) 1x

x

e
f x

e x

−′ =
−

 , x∈� . 

( ) 0 1 0 0x
f x e x′ = ⇔ − = ⇔ = . 

( ) 0 1 0 0x
f x e x′ > ⇔ − > ⇔ > . 

 

Άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ],0−∞  και γνησίως αύξουσα στο [ )0,+∞ , ενώ παρουσιάζει 

(ολικό) ελάχιστο στο 0x =  το ( ) ( )00 0 0f n e= − =�  
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Γ.3.  

( )
( )2

1 2 1
...

x x x

x
x

e e xe
f x

e x e x

′ − − −
′′ = = = −  −

  για κάθε x∈� .  ( ) 0 2 1 0x x
f x e xe′′ = ⇔ − − =  ( )2  

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) 2 1x x
h x e xe= − − , x∈� . Η εξίσωση ( )2  είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση 

( ) 0h x = . 

Η συνάρτηση h  είναι παραγωγίσιµη µε ( ) 2 x x xh x e e xe′ = − − ( )1x x xe xe e x= − = − . 

 

Επειδή ( )
de l' Hospital

1
0x x

x xx x x x

x
im xe im im im e

e e

−∞

+∞

− −→−∞ →−∞ →−∞ →−∞
= = = − =

−
� � � � , έχουµε: 

( ) ( )2 1 2 0 0 1 1x x

x x
im h x im e xe
→−∞ →−∞

= − − = ⋅ − − = −� �  

( ) 1 11 2 1 1 1h e e e= − ⋅ − = −  

Επειδή 
x

x x
im e im x
→+∞ →+∞

= = +∞� �  και 
1 1

0
x

x x
im im

x e→+∞ →+∞
= =� �  

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 0 1 01 1 1

2 1 2 1
x x x

xx x x
im h x im e xe im xe

x x e

+∞ ⋅ +∞ ⋅ ⋅ − −

→+∞ →+∞ →+∞

  = − − = − − ⋅ = −∞    
� � �  

• Στο διάστημα ( ]1 ,1∆ = −∞
.
 Το σύνολο τιμών της είναι:  ( )1 ( 1, 1]∆ = − −h e  

Επειδή ( )10 h∈ ∆  και h
 
 γνησίως αύξουσα στο Δ 1  η εξίσωση ( ) 0h x =  έχει μοναδική ρίζα 

1 1x ∈∆  

• Στο διάστημα ( )2 1,∆ = +∞  .Το σύνολο τιμών της είναι:  ( )2 ( , 1)∆ = −∞ −h e  

Επειδή ( )20 h∈ ∆  και h  γνησίως φθίνουσα στο 2∆ η εξίσωση ( ) 0h x =  έχει μοναδική ρίζα 2 2x ∈∆  

Εποµένως, τόσο η εξίσωση ( ) 0h x = , όσο και η ισοδύναµή της ( ) 0f x′′ =  έχουν ακριβώς δυο ρίζες 

1 1x ∈∆  και 
2 2x ∈∆ . 

 

∆ιότι   
2 2

1 1

2

1

x x h(x) h(x ) h(x) 0

x x h(x) h(x ) h(x) 0

1 x x
h(x) 0

x x 1

> ⇔ < ⇔ <

< ⇔ < ⇔ <

< < 
⇒ >

< < 

 

Επειδή η f  είναι παραγωγίσιµη στα 1 2,x x  (δηλαδή έχει εφαπτοµένη στα σηµεία αυτά), θα έχει ακριβώς 

δυο σηµεία καµπής, τα ( )( )1 1 1,x f xΜ  και ( )( )2 2 2,x f xΜ . 
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Γ.4. Η εξίσωση γίνεται ( ) ( ) ( ) 0xn e x x f x x f x xσυν συν συν− = ⇔ = ⇔ − =� , 0,
2

x
π ∈ 

 
 

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( )x f x xϕ συν= − , 0,
2

x
π ∈   

 

Είναι ( ) ( )0 0 0 0 1 1 0fϕ συν= − = − = − <  και  
2 2 2 2

f f
π π π π

ϕ συν     = − =     
     

 

Επειδή 
[ )

( )
0,

0 0 0
2 2 2

f

f f f
π π π+∞    > ⇔ > ⇔ >   

   

1

. 

Άρα και 0
2

π
ϕ   > 
 

 

• Η συνάρτηση ϕ  είναι συνεχής στο διάστημα 0,
2

π 
  

 ως διαφορά μεταξύ των συνεχών συναρτήσεων . 

• ( )0 1 0
2 2

f
π π

ϕ ϕ    ⋅ = − ⋅ <   
   

 

• Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Bolzano για τη συνάρτηση ϕ  στο διάστημα 0,
2

π 
  

. Επομένως 

υπάρχει τουλάχιστον ένα 
0 0,

2
x

π ∈ 
 

 τέτοιο, ώστε ( )0 0xϕ = . Άρα, η εξίσωση ( ) 0xϕ =  έχει τουλάχιστον μια 

ρίζα 
0 0,

2
x

π ∈ 
 

. 

Η συνάρτηση ϕ  είναι παραγωγίσιµη στο 0,
2

π 
 
 

 µε ( ) ( )x f x xϕ ηµ′ ′= + ( ) 1x

x

e
x x

e x
ϕ ηµ

−′⇔ = +
−

 

Επειδή για x ∈ 0,
2

π 
 
 

, 0xηµ >  και  για 
0 1

0 1 1 0 0

x xe x
x x

x

e
x e e

e x

− > −
> ⇔ > ⇔ − > ⇔ >

− .
 

Έχουµε ότι ( ) 0xϕ ′ >  για κάθε 0,
2

x
π ∈ 

 
. Άρα 0,

2

π
ϕ  

  
1  και η εξίσωση ( ) 0xϕ =  θα έχει το πολύ µια 

ρίζα στο 0,
2

π 
  

. Επειδή 
0 0,

2
x

π ∈ 
 

 ρίζα της εξίσωσης ( ) 0xϕ = , αυτή θα είναι και η µοναδική ρίζα. 

 

 

ΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑ    ∆∆∆∆    

Για το ολοκλήρωµα-συνάρτηση ( )
( )

2

0

x t
e

I x dt
g x t

−

=
+∫  θέτουµε x t u t u x+ = ⇔ = −  

Τότε, dt dx=  και  

• Για 0t = , u x=  

• Για t x= − , 0u =  

Εποµένως: ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 022 2 2 2 2 2
2

0 0

x xu xt u x u x u
x

x x x

e e e e e e
I x dt du du du e du

g x t g u g u g u g u

− − − −
−⋅

= = = = = − ⋅
+∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Άρα, ( )
( )

2

2

0

1 u
x

x

e
I x du

g ue
= − ⋅ ∫

. 

Οµοίως (µε την ίδια αντικατάσταση), προκύπτει: ( )
( )
2

2

0

1 u
x

x

e
J x du

f ue
= − ⋅ ∫

.
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∆.1.   Έχουµε: 
( )

( )
( )

( )
( )

( )
2 2 2

2 2

0 0 0

1 1
1 1

u u u
x x x

x x

f x e e e
du f x du f x du

g u g u g ue e

−
= − ⋅ ⇔ − = − ⇔ = +∫ ∫ ∫   για κάθε 

x∈� . Επειδή οι συναρτήσεις ( )g u  και 2ue  είναι συνεχείς στο � , η συνάρτηση 
( )

2u
e

g u
 θα είναι συνεχής 

στο � , εποµένως η ( )
( )

2

0

1
u

x
e

f x du
g u

= + ∫  θα είναι παραγωγίσιµη στο �  µε 

( )
( )

( ) ( )
2

2
x

xe
f x f x g x e

g x
′ ′= ⇔ ⋅ =  για κάθε x∈� .     

Οµοίως, προκύπτουν: ( )
( )
2

0

1
u

x
e

g x du
f u

= + ∫     για κάθε x∈�     

( )
( )

( ) ( )
2

2
x

xe
g x f x g x e

f x
′ ′= ⇔ ⋅ =  για κάθε x∈�     

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )( )
0

0

f x

g x

f x g x
f x g x f x g x nf x ng x

f x g x

>

>

′ ′ ′ ′′ ′= ⇔ = ⇔ =� �  για κάθε x∈�  

Άρα, υπάρχει σταθερά c∈�  τέτοια, ώστε: ( ) ( )nf x ng x c= +� �  για κάθε x∈�  

Για 0x =  η προηγούµενη σχέση δίνει: ( ) ( )0 0 1 1 0nf ng c n n c c= + ⇔ = + ⇔ =� � � �
.
 

Άρα, ( ) ( )nf x ng x=� �  για κάθε x∈� . Ισοδύναµα ( ) ( )f x g x=  για κάθε x∈� . 

∆.2.   
2 x

2 x

2x 2xf (x)g(x) e

2x

e
x x x x

x

e e
f '(x) f (x) f '(x) f (x) f '(x) f (x) 0

eg(x)

f (x)

f (x)
e f '(x) e f (x) 0 0 f (x) ce f (x) e

e

=

δια

= = = ⇔ = ⇔ − =

′ ⇔ − = ⇔ ⇔ = ⇔ = ⇔ = 
 

 

 

∆.3. L =
( )

1
1

2

1 1
0 0 0 0 0

2

1

1 11− − − − −

−
−

→ → → → →
= = = = = −∞

− 
 
 

� �
� � � � �

x
x x

x x x x x
x x

e
nf x ne x e xim im im im im

f e e
x xx

 

∆.4. Η ( ) 22 t
f t e=  είναι συνεχής συνάρτηση στο � , εποµένως η συνάρτηση ( ) ( )2

1

x

F x f t dt= ∫  είναι 

παραγωγίσιµη στο �  µε ( ) ( ) 22 0x
F x f x e′ = = >  για κάθε x∈� .  

Επίσης ( ) ( )2

1

0= <∫
x

F x f t dt , αφού 
2

2 tf (t ) e 0= >   και  x 1.<  

Άρα το ζητούµενο εµβαδόν δίνεται από το ολοκλήρωµα: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 10

1

0
0 0 0 0

F x

E F x dx F x dx x F x dx xF x xF x dx
<

′ ′ = = − = − = − + = ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( )

( )2 2 2
1 11 0 1

1 0

0
0 0

1 1 1 1
1 1 0 0 2

2 2 2 2

F
x x x e

F F xe dx xe dx e e e
= − = − ⋅ + ⋅ + = = ⋅ = − = ∫ ∫  τετραγωνικές µονάδες. 

 

Επιµέλεια: Αθανασιάδης  Κώστας 
    


