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Περίληψη 

Στο παρόν κείμενο παρουσιάζεται μια διδακτική κατασκευή αλληλεπιδραστικού χαρα-

κτήρα, με τη βοήθεια της οποίας μπορεί κάποιος εύκολα να κατανοήσει τη γεωμετρία 

της γραμμικής προοπτικής. Η κατανόηση πραγματοποιείται μέσα από μια διαδοχή 

νοητικών αναγκών που προκύπτουν από την γεωμετρική ανάλυση - αποσύνθεση 

ζωγραφικών πινάκων, που διαθέτουν στοιχεία γραμμικής προοπτικής με τη βοήθεια 

αυτής της κατασκευής. Μέσω της αφαιρετικής παράστασης του επιπέδου του 

ζωγραφικού πίνακα, το οποίο αποτελεί το επίπεδο προβολής σχημάτων του Ευκλείδειου 

χώρου και το οποίο καταγράφει επάνω του τις προβολές κατ’ εκδοχή σημείων του 

Ευκλείδειου χώρου, πραγματοποιείται η μετάβαση σε μια άλλη γεωμετρία που δεν έχει 

την αισθητική αναπαραστασιμότητα της Ευκλείδειας αλλά δομείται καθαρά λογικά. Η 

γεωμετρία αυτή είναι η Προβολική γεωμετρία. 

 

1. Εισαγωγή 
Υπάρχει μια στάση και μια διάθεση: να βλέπεις, να αισθάνεσαι και να μην απορείς. 

Υπάρχει όμως και μια άλλη στάση και μια άλλη διάθεση πολύ διαφορετική: να βλέπεις, 

να αισθάνεσαι και να απορείς και αμέσως να αναζητάς το γιατί. Είναι η στάση του 

Αριστοτελικού «θαυμάζειν». Από αυτό γεννήθηκε η Επιστήμη. [1] 

Η αντίληψη που έχουμε για το αισθητικά ωραίο, πολύ συχνά μας δημιουργεί την ανά-

γκη της αναζήτησης μιας λογικής δομής που ενδεχομένως, υπόρρητα βρίσκεται κάτω 

από αυτό και το ορίζει αντικειμενικά. 

Ένας πίνακας της Αναγέννησης, ένα γλυπτό της κλασικής αρχαιότητας, μια περίοπτη 

αρχιτεκτονική δημιουργία ή τεχνολογικό κατασκεύασμα  είναι μια πρόκληση των 

αισθήσεων. Εκείνο όμως που υποκρύπτεται πίσω από οτιδήποτε ονομάζουμε «όμορ-

φο», δεν είναι πάντοτε τόσο εμφανές. 

Ένας ζωγραφικός πίνακας είναι η εκφραστική- εικαστική αναπαράσταση μιας Ιδέας, 

αλλά και ένας τρόπος που ο καλλιτέχνης αντιλαμβάνεται το χώρο και ενδεχομένως και 

το χρόνο. 

Η εικαστική δημιουργία είναι μια κατασκευή που επινοείται πνευματικά και 

οικοδομείται εκφραστικά μέσα από τις γραμμές και τα σχήματα που χαράσσονται 

πάνω σε μια επιφάνεια (κυρίως επίπεδη), από τις αποσαφηνίσεις των σχέσεων αυτών 

των γραμμών και των σχημάτων και από τους ιδεολογικούς υπαινιγμούς τους. Ακόμα 

και νοητικές εργασίες που δεν συνοδεύονται από χειροπραξία υπακούουν ως ένα βαθμό 

στις νομοτέλειες των αναπαραστατικών εργαλείων που έχουν εσωτερικευθεί στην 

καλλιτεχνική σκέψη.[2] 
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Οι νομοτέλειες αυτές όμως προέρχονται μέσα από αυτό που ονομάζουμε Γεωμετρικό 

χώρο και γεωμετρικός χώρος είναι ο νοητικός και ιδεατά αφαιρετικός χώρος όπου 

κατανοούνται και συνειδητοποιούνται οι μορφές και οι ιδιότητες των σχημάτων καθώς 

και οι γεωμετρικές έννοιες που εγκλείονται στα σχήματα αυτά. [3] 

Στους τομείς του αρχιτεκτονικού σχεδιασμού και των τεχνολογικών εφαρμογών, η 

απεικόνιση της Ιδέας ενός υπό πρόθεση κατασκευής τρισδιάστατου φυσικού αντικει-

μένου σε μια δισδιάστατη επιφάνεια, θα πρέπει να είναι τέτοια ώστε, αφ’ ενός μεν να 

δίνει την ψευδαίσθηση της τρισδιάστατης υπόστασης του αντικειμένου, αφ’ ετέρου δε 

να προσφέρει τη δυνατότητα κατασκευής του μέσα από την ανάγνωση της δισδιά-

στατης απεικονιστικής προβολής του. 

Οι τεχνικές που συγκροτούν το βλέμμα μιας συγκεκριμένης εποχής προς το χώρο έχουν 

σαφείς πολιτισμικούς και ιδεολογικούς προσδιορισμούς που μεταγράφονται στις 

καλλιτεχνικές προσεγγίσεις, οι οποίες με τη σειρά τους τροποποιούν και εξελίσσουν 

την ίδια την Τέχνη. Η υιοθέτηση συγκεκριμένων αναπαραστατικών τεχνικών 

επηρεάζεται από  τις πολιτισμικές αξίες της κάθε εποχής και με τη σειρά της 

διαμορφώνει τον τρόπο αντίληψης της πραγματικότητας. 

Η μεταφορά τεχνικών και εννοιών από το πεδίο της Γεωμετρίας αλλά και γενικότερα 

των Μαθηματικών, στο πεδίο της Τέχνης και αντιστρόφως, οδηγεί στη δημιουργία της 

ανάγκης οργάνωσης του νοητού με το υλικό, του ιδανικού με το ρεαλιστικό, του 

φευγαλέου με το σχηματισμένο. 

Οι αισθητικές και τεχνικές ανάγκες που γεννώνται αντίστοιχα τόσο στο χώρο της 

Τέχνης, όσο και στο χώρο της Τεχνικής, μπορούν να λειτουργήσουν ως αισθητές 

προκλήσεις οι οποίες θα δημιουργήσουν προβληματισμούς, η επίλυση των οποίων θα 

οδηγήσει με τρόπο αναγκαίο και λογικά συνεχή, στον  αφαιρετικά νοητικό κόσμο τόσο 

της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, όσο και άλλων μη Ευκλείδειων Γεωμετριών. Κατ’ αυτόν 

τον τρόπο ο ρόλος της Γεωμετρίας ως παιδευτικού νοητικού εργαλείου καθίσταται 

αναγκαίος, αφού μπορεί να λειτουργήσει ως γέφυρα μετάβασης από την ανάγκη του 

αισθητικά ωραίου, στην ανάγκη του λογικά αληθούς. 
 

2. Θεωρητικό υπόβαθρο 
 

2.1 Η αναγκαιότητα δημιουργίας της γραμμικής προοπτικής και η διαμόρφωσή της 

μέσα από μια ιστορική διαδρομή. 
Ανάμεσα στον κόσμο που μας περιβάλλει με οτιδήποτε υπάρχει γύρω μας και αυτόν 

που αποτελείται από τα ίδια τα αντικείμενα αλλά αποτυπωμένα σε μια εικόνα, υπάρχει 

μια σημαντική διαφορά: στον πρώτο υπάρχουν τρεις διαστάσεις ενώ στο δεύτερο μόνο 

δυο. Οι ζωγράφοι στην προσπάθεια τους να απεικονίσουν αντικείμενα του φυσικού 

χώρου στον καμβά ήρθαν αντιμέτωποι με ένα πρόβλημα: εκείνο της αναπαράστασης 

του βάθους. Η ανάγκη να παρουσιάσουν μια συγκεκριμένη σκηνή που βλέπουν γύρω 

τους «μεταφράζοντας» ουσιαστικά την αισθητή πραγματικότητα σε μια άλλη, τελείως 

διαφορετική, που όμως θα αποδίδει αυτή τη σκηνή με πειστικό τρόπο κάνοντας την να 

φαίνεται αληθινή, τους οδήγησε στην αναζήτηση μιας κατασκευαστικής μεθόδου, η 

οποία στηρίζεται σε σταθερούς κανόνες.   

Το πρόβλημα της απεικόνισης του βάθους σε μια επίπεδη επιφάνεια αντιμετωπίστηκε 

με πολλούς και διαφορετικούς τρόπους στο πέρασμα των αιώνων. Οι λύσεις που 

προτάθηκαν καθορίστηκαν λιγότερο ή περισσότερο όχι μόνο από τις τεχνικές 

δυνατότητες μιας συγκεκριμένης χρονικής περιόδου, αλλά και από τον τρόπο σκέψης 

και τα πολιτισμικά χαρακτηριστικά κάθε εποχής. 

Στην αρχαία Ελλάδα είχαν διατυπωθεί αρκετές ιδέες και είχαν αναπτυχθεί αρκετές 

μέθοδοι οι οποίες έμοιαζαν αρκετά με αυτές που πολύ αργότερα, κατέληξαν να 
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διαμορφωθούν στα διάφορα συστήματα απόδοσης της προοπτικής. Ο Ευκλείδης 

ανέπτυξε μια ολοκληρωμένη θεωρία [4] για το πώς βλέπουμε τα πράγματα που μας 

περιβάλλουν. Η θεωρία αυτή βασίζεται στην άποψη ότι το μάτι εκπέμπει μια σειρά 

ακτίνων, ένα είδος αόρατου κώνου, που κατευθύνονται προς το αντικείμενο που 

κοιτάμε. Αν και σήμερα γνωρίζουμε ότι το μάτι δεν εκπέμπει κανενός είδους ακτίνες, η 

θεωρία του Ευκλείδη ως προς την παρομοίωση της δέσμης του φωτός με κώνο είναι 

σωστή. Αυτό είναι και το στοιχείο που εξηγεί γιατί έχουμε περιορισμένο οπτικό πεδίο, 

γιατί οι παράλληλες γραμμές μπορεί να συναντηθούν σε μια μακρινή απόσταση και 

γιατί τα αντικείμενα μικραίνουν σε μέγεθος όσο απομακρύνονται από εμάς. 

Παρότι κατά την ρωμαϊκή εποχή είχαν επιτευχθεί τρόποι απεικόνισης που προσέγγιζαν 

αυτούς της προοπτικής, οι τεχνικές που χρησιμοποιήθηκαν κατά το Μεσαίωνα 

αγνόησαν πλήρως τους κανόνες και τις αρχές που αφορούσαν τις τρισδιάστατες 

φόρμες. Το γεγονός αυτό οφείλεται στη γενικότερη πνευματική και πολιτιστική αλλαγή 

που συντελέστηκε αυτούς τους αιώνες [5]. 

Από  τα τέλη των μεσαιωνικών χρόνων επανέρχεται στο προσκήνιο μια συγκεκριμένη 

μορφή προοπτικής. Η αγωνιώδης αναζήτηση ομοιογένειας στην απόδοση του χώρου 

και η ανακάλυψη διαφόρων τρόπων για την απόδοση του βάθους άρχισαν να 

αναπτύσσονται παράλληλα με τη βασική αρχή της προοπτικής που εφαρμόστηκε για 

πρώτη φορά στην Ιταλία από καλλιτέχνες και αρχιτέκτονες όπως ο Αλμπέρτι , ο 

Μπρουνελέσκι και ο Πιέρο ντε λα Φραντσέσκα. Οι δημιουργοί αυτοί προσπάθησαν να 

επιτύχουν την αντικειμενική απεικόνιση , μια τεχνική ανεξάρτητη από τη ματιά και το 

χέρι του καλλιτέχνη.  

Οι καλλιτέχνες της περιόδου εκείνης γνώριζαν τη σπουδαιότητα του σημείου όρασης 

και ότι αυτό συμπίπτει στην εικόνα με το σημείο όπου τέμνονται και στη συνέχεια 

απομακρύνονται και χάνονται στο άπειρο οι παράλληλες γραμμές. Το σημείο αυτό 

τοποθετήθηκε στη γραμμή του ορίζοντα. Έτσι οι καλλιτέχνες συνειδητοποίησαν κάτι 

πολύ σημαντικό: ότι η προοπτική προϋποθέτει πως το πρόσωπο παρατηρεί την εικόνα 

από ένα συγκεκριμένο σημείο όρασης, δηλαδή από ένα ακίνητο μάτι. 

Η θεωρία του Αλμπέρτι για την οπτική πυραμίδα ήταν άμεση απόγονος και βελτίωση 

αυτής που είχε διατυπώσει ο Ευκλείδης. Η θεωρία αυτή θεμελιώθηκε στην ιδέα ότι η 

οπτική ανάμεσα στο μάτι του παρατηρητή και το αντικείμενο παρατήρησης μπορεί να 

αποδοθεί από ένα σύστημα ευθειών οι οποίες αρχίζοντας από μεμονωμένο σημείο της 

επιφάνειας του αντικειμένου, καταλήγουν στο μάτι. Το αποτέλεσμα είναι μια πυραμίδα 

φωτεινών ακτίνων. Αν σε κάποιο σημείο της διαδρομής τους παρεμβληθεί κάθετα ένα 

γυάλινο επίπεδο πανό, τότε πάνω σ’ αυτό σχηματίζεται μια εικόνα που αποτελεί την 

προβολή του αντικείμενου. Επομένως αν τα περιγράμματα του αντικειμένου 

αποτυπωθούν στο γυάλινο επίπεδο πανό έτσι όπως φαίνονται από το σημείο παρατήρη-

σης, είναι δυνατόν να παραχθεί ένα ακριβές αντίγραφό του. 

Μεταγενέστερα η χρήση της προοπτικής γενικεύθηκε και έγινε ένα μέσον που οι 

καλλιτέχνες χρησιμοποιούσαν μηχανικά, καθώς θεωρούνταν πλέον η πιο λογική και 

αυτονόητη μορφή απεικόνισης.  

Η γενική αποδοχή της γραμμικής προοπτικής διατηρήθηκε σχεδόν ως τα τέλη του 19
ου

 

αιώνα, οπότε οι νεοϊμπρεσιονιστές άρχισαν να χειρίζονται διαφορετικά την απόδοση 

του χώρου έντονα επηρεασμένοι από την ανατολίτικη τέχνη [6].  

 

2.2 Οι βασικές έννοιες και η ορολογία.  
 

Οι βασικές έννοιες που χρησιμοποιεί η γραμμική προοπτική προκειμένου να επιτύχει 

την δισδιάστατη απεικόνιση τρισδιάστατων αντικειμένων σε επίπεδη επιφάνεια είναι: Ο 

Οπτικός κώνος, το Επίπεδο εδάφους, το Επίπεδο της εικόνας, η Γραμμή του εδάφους, η 
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Γραμμή του ορίζοντα (ματιού), η Γραμμή της όρασης, το Σημείο φυγής και τέλος το 

Σημείο όρασης.[7] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Περιγραφή του εκθέματος  
 

Το έκθεμα που στη συνέχεια θα περιγραφεί αντλεί 

την ιδέα κατασκευής του από το ακόλουθο 

σκεπτικό: Ας φανταστούμε ότι ένας θεατής 

στέκεται επάνω στο επίπεδο του εδάφους σε μια 

καθορισμένη θέση, με το επίπεδο του πίνακα 

κάθετο μπροστά του. Το επίπεδο του πίνακα είναι 

σαν ένα μεγάλο παράθυρο που επιτρέπει στις 

φωτεινές ακτίνες να περάσουν. Οι ακτίνες που 

έρχονται από ένα αντικείμενο και συναντούν το 

μάτι του θεατή δίνουν επάνω στο επίπεδο του 

πίνακα το σχήμα του αντικειμένου υπό κλίμακα. Η 

κεντρική ακτίνα ξεκινά από το μάτι του θεατή, 

φτάνει στο σημείο του αντικειμένου όπου εστιάζε-

ται το βλέμμα του και ξαναγυρίζει εκεί από όπου ξεκίνησε. 

Τα αντίστοιχα μέρη του εκθέματος είναι: α) μια οριζόντια επίπεδη επιφάνεια από 

μελαμίνη διαστάσεων φωτοαντιγραφικού εντύπου Α3 που σχεδιάστηκε και 

κατασκευάσθηκε ως επίπεδο του εδάφους. β) μια διαφανής επιφάνεια από Plexiglas 

διαπερατή στην όραση κάθετη στο επίπεδο του εδάφους ως επίπεδο του πίνακα. Γ 

γ) μια συσκευή τοποθετημένη σε μικρό βάθρο και επάνω σε αυξομειούμενο καθ’ ύψος 

άξονα ως θεατής, η οποία φέρει επάνω της δυο αντιδιαμετρικούς λαμπτήρες ο ένας εκ 

των οποίων είναι προβολέας διάχυτου φωτισμού (led)  και ο άλλος ερυθράς δέσμης 

laser.  

Έτσι η ιδέα και η κατασκευή έχουν σε αντιστοιχία ως ακολούθως: 
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4. Η διδακτική προσέγγιση  
 

4.3.1 Το έκθεμα και ο Προβληματισμός 

α) Επιλέγουμε έναν αναγεννησιακό πίνακα και προσπαθούμε να αναγνωρίσουμε, 

περιγράψουμε και να εικάσουμε τη γεωμετρική βάση επάνω στην οποία οικοδομήθηκε 

αυτός. Ως τέτοιο επιλέξαμε το έργο του Leonardo Da Vinci « Μυστικός Δείπνος». 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β) Αφαιρούμε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά του πίνακα, οπότε προκύπτει μια καθαρά 

γραμμική σχεδιαστική μορφή του πίνακα, όπως φαίνεται ακολούθως. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

γ) Στη συνέχεια ζητάμε να παρατηρήσουμε προσεκτικά αυτή την αφαιρετική μορφή του 

πίνακα και να περιγράψουμε αυτόν ως προς τα είδη των γραμμών που τον συνθέτουν, 

και ως προς τις σχέσεις που έχουν οι γραμμές αυτές μεταξύ τους. 

δ) Ακολούθως τοποθετούμε την αφαιρετική μορφή του πίνακα επάνω στην γυάλινη 

διαφανή επιφάνεια του εκθέματος, επιλέγοντας αρχικά προς χάριν σκοπιμότητας χρό-
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νου να μελετήσουμε μια συγκεκριμένη δέσμη ευθειών γραμμών. Αυτές εικονίζονται 

παρακάτω. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε) Φωτίζουμε με τον προβολέα διάχυτου φωτισμού (led) τον διαφανή πίνακα και 

εμφανίζεται επάνω στην άσπρη επίπεδη επιφάνεια μια δέσμη παραλλήλων γραμμών, 

που θα μπορούσαμε να πούμε ότι είναι η «μετάφραση» της κεντρικής δέσμης του 

κατακόρυφου διαφανούς επιπέδου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ζ) Αναζητούμε τη σχέση μεταξύ των δυο δεσμών περιορίζοντας το πρόβλημα στην 

αναζήτηση της σχέσης μεταξύ μιας ευθείας της κεντρικής δέσμης και της αντιστοίχου 

της στην παράλληλη δέσμη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

η) Στη συνέχεια προκειμένου να μελετήσουμε το γεωμετρικό πρόβλημα που προέκυψε 

αποτυπώνουμε- αναπαριστάνουμε αυτό επάνω στην επίπεδη επιφάνεια του χαρτιού. 

 

 4.3.2 Το γεωμετρικό υπόβαθρο 

 

α) Για ευκολία υποθέτουμε ότι ο πίνακας που συμβολίζεται με (Π) στο επόμενο σχήμα, 

είναι διαφανής γυάλινος πίνακας και κάθετος στο οριζόντιο επίπεδο (Ε) επάνω στο 

οποίο στέκεται ο ζωγράφος. Η εικόνα ενός σημείου Ρ του επιπέδου του Ε είναι το 

σημείο Ρ΄ τομή της οπτικής ακτίνας ΟΡ  αν Ο συμβολίσουμε τον οφθαλμό του 

ζωγράφου με το επίπεδο (Π). Παρόμοια προσδιορίζεται στον πίνακα και η εικόνα Μ΄ 

οποιουδήποτε σημείου Μ του χώρου. 
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Από την εμπειρία γνωρίζουμε ότι καθώς τα σημεία Ρ του χώρου ή του επιπέδου (Ε) 

απομακρύνονται από το επίπεδο (Π) οι αντίστοιχες εικόνες Ρ΄ πλησιάζουν προς την 

ευθεία ΑΒ  που είναι η τομή του (Π) με ένα νοητό επίπεδο, το οποίο διέρχεται από το Ο 

και είναι παράλληλο προς το επίπεδο (Ε). Η ευθεία ΑΒ αποτυπώνει στον πίνακα του 

ζωγράφου τον οπτικό ορίζοντα, τα σημεία του οποίου φαίνεται να βρίσκονται σε 

«άπειρη» απόσταση από το ζωγράφο, τα «επ’ άπειρον σημεία».  

Παρόμοια δυο ευθείες α και β του (Ε) ή του χώρου οι οποίες είναι παράλληλες μεταξύ 

τους, αποτυπώνονται στον πίνακα σε δυο ευθείες α΄ και β΄ τεμνόμενες σε ένα σημείο 

της γραμμής του ορίζοντα ΑΒ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κατ’ αυτό τον τρόπο, μέσω των όσων παριστάνονται στον ζωγραφικό πίνακα, φαίνεται 

να αναδεικνύεται ένα άλλο είδος γεωμετρίας (διαφορετικής από εκείνη της 

Ευκλείδειας), στο οποίο δεν υπάρχουν παράλληλες ευθείες, εκτός από αυτές που 

απεικονίζουν τις ευθείες τις παράλληλες προς την ΚΛ άρα και προς την ΑΒ. Αλλά και 

αυτές θεωρούμε ότι τέμνονται στο άπειρο, πράγμα που φαίνεται ότι θα συμβεί αν 

κάνουμε μια μικρή στροφή του πίνακα.[8] 

β) Επίσης όπως φαίνεται πάλι ανατρέπονται και οι μετρικές ιδιότητες της Ευκλείδειας 

Γεωμετρίας: η απόσταση των παραλλήλων α και β φυσικά δεν διατηρείται στις τεμνό-

μενες πλέον α΄ και β΄. Όσο προχωρούμε προς την γραμμή του ορίζοντα, η απόσταση 

αυτή μικραίνει για να μηδενιστεί επί της ΑΒ.  

Ένας παραστατικός τρόπος  για το πώς μεταβάλλονται οι διαστάσεις λόγω προοπτικής 

σμίκρυνσης φαίνεται στο ακόλουθο διάγραμμα που εφάρμοζε ως μέθοδο 

απεικονιστικής προοπτικής αναπαράστασης ο Leon Battista Alberti (1404-1472). [9]. 
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Θεωρούμε επί του οριζοντίου επιπέδου (επίπεδο του εδάφους) ευθύγραμμο τμήμα AD 

κάθετο στο κατακόρυφο επίπεδο του πίνακα. Διαμερίζουμε το AD σε τρία ίσα 

ευθύγραμμα τμήματα AB=BC=CD μέτρου e. Θεωρούμε ακόμα ευθύγραμμο τμήμα ΟΜ 

μήκους h κάθετο στο οριζόντιο επίπεδο και σε διαφορετικό ημιεπίπεδο από αυτό που 

βρίσκεται το AD, το ίχνος Μ του οποίου βρίσκεται επί της ευθείας AD  (αυτό 

αναπαριστά το ύψος του ζωγράφου). Έστω a η απόσταση του ΟΜ από την τομή των 

δυο επιπέδων. Αν με h1, h2, h3,συμβολίσουμε τα μήκη των προοπτικών σμικρύνσεων 

των ευθυγράμμων τμημάτων DC, CB, BA και με hn τα μήκη των διαδοχικών ίσων 

ευθυγράμμων τμημάτων που λαμβάνονται επί της ημιευθείας Αχ και η οποία βρίσκεται 

επάνω στον ίδιο φορέα με το ευθύγραμμο τμήμα AD. Τότε τα μήκη αυτών των  

ευθυγράμμων τμημάτων υπολογίζονται ως ακολούθως:  

 

Από το τρίγωνο ΟΜC έχουμε: 

 

1
1

:
he eh

OMC h
a e h a e

      (1).  Από το τρίγωνο ΟΜΒ έχουμε: 

1 22
:

2

h he
OMB

a e h
άρα   1 2 2 1

2 2

2 2

eh eh
h h h h

a e a e
       (2) 

Από την  (2)  λόγω της  (1)  έχουμε: 
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2

2 2 1

2 2

eh eh
h eh

a e a e a e a e
 (3). Από το τρίγωνο ΟΜΑ  έχουμε: 

 

1 2 33
:

3

h h he
OMA

a e h
 

 

1 2 3

3

3

eh
h h h

a e 3 1 2

3

3

eh
h h h

a e
 

 

3

3 2

3 2

eh eh
h

a e a e 3

3 2

3 2
h eh

a e a e .     Οπότε  

1

1
h eh

e a
, 2

2 1

2
h eh

a e a e , 3

3 2

3 2
h eh

a e a e  

Και γενικώς 

1

1n

n n
h eh

a ne a n e    με   n  

Έχουμε ακόμα ότι: 
1

lim lim 0
1

nn n

n n
h eh

a ne a n e
 

 

Η διαφορά των δυο Γεωμετριών συνοψίζεται στην ακόλουθη εικόνα.  
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