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Ο διακεκριμένος προπονητής της Ολυμπιακής Ομάδας των Μαθηματικών της 

Βρετανίας Tonny Gardner,  ο οποίος έχει γράψει αρκετά βιβλία σχετικά με την επίλυση 

μαθηματικών προβλημάτων σε ένα κείμενό του (1993, σελ. 58) αναφέρει το εξής: 

«Όποτε ανοίγω το περιοδικό Mathematics Competitions ή το τελευταίο τεύχος του Crux 

ή όταν παραλαμβάνω έντυπο υλικό από διοργανωτές μαθηματικών διαγωνισμών από όλο 

τον κόσμο, αισθάνομαι ένα βαθύ θαυμασμό για όλους εκείνους που κατασκευάζουν μαθη-

ματικά προβλήματα. Επιπλέον,  όταν επιχειρώ να επιλύσω ορισμένα από αυτά τα 

προβλήματά τους, αυτός ο θαυμασμός επαυξάνεται από μία αίσθηση έντονης ταπείνω-

σης». Αυτή η αναφορά από έναν ειδικό στην επίλυση, αλλά και στην κατασκευή 

μαθηματικών προβλημάτων Ολυμπιακού επιπέδου, τονίζει πόσο σημαντική διαδικασία 

είναι η κατασκευή μαθηματικών προβλημάτων. Μάλιστα, από τα συμφραζόμενα του 

Gardner προκύπτει ότι, αυτός τη θεωρεί ανώτερη από την ίδια την επίλυση προβλη-

μάτων. Με πολύ σαφή τρόπο οι A. Einstein και L. Infeld (1938, σελ. 92) τόνισαν τη 

σημασία της διατύπωσης νέων προβλημάτων για την ανάπτυξη της επιστήμης, «Η 

διαμόρφωση ενός προβλήματος συχνά είναι σημαντικότερη από τη λύση του, η οποία 

μπορεί να είναι απλά ένα σύνολο μαθηματικών η πειραματικών τεχνικών. Το να θέτουμε 

νέα ερωτήματα, νέες πιθανές εκδοχές, να επανεξετάζουμε παλαιά ερωτήματα με νέα οπτι-

κή γωνία, απαιτεί δημιουργική φαντασία και συνιστά ουσιώδη πρόοδο στην επιστήμη».  

Οι δύο διαδικασίες, η κατασκευή μαθηματικών προβλημάτων, η οποία στην αγγλική 

γλώσσα περιγράφεται ως problem posing (στο εξής συντομογραφικά θα την 

αναφέρουμε ως Ρ.Ρ.) και η επίλυση μαθηματικών προβλημάτων, η οποία στην αγγλική 

γλώσσα περιγράφεται ως problem solving (συντομογραφικά θα την αναφέρουμε ως 

P.S.) είναι δύο διαδικασίες που η μία βασίζεται στην ύπαρξη της άλλης. Δηλαδή, δεν 

έχει νόημα η κατασκευή προβλημάτων, αν δεν τεθεί ο στόχος της επίλυσής τους και 

αντίστροφα δεν μπορούμε να επιλύσουμε ένα πρόβλημα το οποίο δεν έχει διατυπωθεί 

και δεν έχει τεθεί ως τέτοιο. Για πολλά χρόνια το ενδιαφέρον της Διδακτικής των 

Μαθηματικών ήταν στραμμένο κυρίως στη διαδικασία P.S., ενώ από τη δεκαετία του 

1980 και μετά παρουσιάζονται μελέτες, έρευνες και άρθρα που αφορούν και τη 

διαδικασία του Ρ.Ρ.  Δεν είναι τυχαίο ότι οι Walter και Brown (2005,  σελ. 4) τονίζουν 

ότι «Το να θέτουμε ερωτήματα ή η σύνθεση προβλημάτων είναι ένας στόχος πολύ πιο 

σημαντικός απ’ ότι συνήθως πιστεύουμε».   

Στη χώρα μας είναι σχετικά περιορισμένο το ενδιαφέρον της Διδακτικής των 

Μαθηματικών στο Ρ.Ρ. Αυτός είναι ένας από τους βασικούς λόγους παρουσίασης αυτής 

της συγκεκριμένης εργασίας, η οποία εκτός της περιγραφής και παράθεσης δεδομένων, 

στοχεύει και σε μία απλή σύνθεση, σε συγκρίσεις και συμπεράσματα που προκύπτουν 

από ένα πλήθος σύγχρονων ερευνών που αφορούν το Ρ.Ρ. 

Η εμπειρία δείχνει ότι η διαδικασία του Ρ.Ρ. είναι πιο δύσκολη από αυτή του Ρ.S. Η 

κατασκευή ενός «καλού» προβλήματος απαιτεί περισσότερο χρόνο από αυτόν που 

απαιτεί η επίλυσή του. Δεν είναι τυχαίο ότι, όσοι προτείνουν σε άλλους την επίλυση 

μαθηματικών προβλημάτων επιλέγουν έτοιμα προβλήματα, ακόμα και αν δεν γνωρί-

ζουν τη λύση τους, αρκεί να διαισθάνονται τι είδους γνώσεις και μαθηματικά εργαλεία 

απαιτούνται γι’ αυτήν. Ακόμα και οι πολύ δυνατοί λύτες γνωρίζουν καλά ότι η 



κατασκευή ενός προβλήματος με απαιτήσεις, είναι ιδιαίτερα χρονοβόρα και δεν οδηγεί 

πάντα σε επιθυμητό αποτέλεσμα. Επίσης, τους φαίνεται περισσότερο οικεία η 

προσπάθεια επίλυσης ενός προβλήματος, από αυτή της κατασκευής του. Δεν 

αναφερόμαστε σε προβλήματα που έχουν πηγάσει από την ίδια τη μαθηματική έρευνα, 

τα οποία είναι ένας μεγάλος αριθμός προβλημάτων, αλλά για προβλήματα που 

συνθέτουμε για έναν συγκεκριμένο σκοπό, όπως είναι η εξακρίβωση της κατανόησης 

εκ μέρους του λύτη των μαθηματικών εννοιών που αυτά εμπεριέχουν, της κατανόησης 

των σχέσεων μεταξύ των δεδομένων του προβλήματος, της ταχύτητας επίλυσης, της 

εύρεσης της συντομότερης, της πλέον ευφυούς λύσης και άλλων παραμέτρων, τις 

οποίες θέτει ο κατασκευαστής. Χαρακτηριστικά παραδείγματα τέτοιων προβλημάτων 

είναι αυτά των μαθηματικών διαγωνισμών. 

Από μία άποψη, αποτελεί προτεραιότητα στη μαθηματική εκπαίδευση να μάθουν οι 

μαθητές – αλλά και οι διδάσκοντες (αυτός είναι στόχος, ο οποίος θεωρείται αυτονόητος 

χωρίς να είναι πάντα τέτοιος) να επιλύουν μαθηματικά προβλήματα. Ο στόχος της 

κατασκευής μαθηματικών προβλημάτων δεν αφορά την πλειοψηφία των μαθητών- 

φοιτητών-σπουδαστών, αλλά και των δασκάλων τους. Ο λόγος είναι απλός, μία μειοψη-

φία «ειδικών» έχει αναλάβει τον ρόλο της παραγωγής προβλημάτων για κάθε είδος και 

για κάθε απαίτηση. Αυτό συμβαίνει στη μαθηματική εκπαίδευση όλων των βαθμίδων 

και σε όλες τις χώρες του κόσμου. Ας ασχοληθούμε όμως, με τα εκπαιδευτικά και 

παιδαγωγικά δεδομένα της χώρας μας. Από τις αρχές της νεοελληνικής μαθηματικής 

εκπαίδευσης, ο μόνος τρόπος για να μάθουν να επιλύουν οι δάσκαλοι και οι μαθητές 

προβλήματα ήταν αυτός του παραδείγματος και της επίμονης προσπάθειας επίλυσης 

νέων άγνωστων προβλημάτων. Ας σημειωθεί επίσης, ότι μέχρι την καθιέρωση των 

εισαγωγικών εξετάσεων στα Πανεπιστήμια, η επίλυση ασκήσεων και προβλημάτων 

εθεωρείτο πολυτέλεια και κυριαρχούσε η θεωρητικολογία. Πολύ αργότερα, μετά τη 

δεκαετία του 1980, η μαθηματική μας εκπαίδευση συνειδητοποίησε ότι είχε την ανάγκη 

σε μαζική κλίμακα από βιβλία που να περιγράφουν, να συστηματοποιούν και να δίνουν 

ιδέες και κίνητρα για την επίλυση των μαθηματικών προβλημάτων κυρίως σε επίπεδο 

διδασκόντων. Αυτοί με τη σειρά τους θα προσάρμοζαν αυτό το διδακτικό θεωρητικό 

υλικό στις ανάγκες και δυνατότητες των μαθητών τους και με τον τρόπο θα βελτίωναν 

τις τεχνικές και την ποιότητα των μεθόδων επίλυσης προβλημάτων. Μία 

χαρακτηριστική προσπάθεια ήταν αυτή της δεκαετίας του 1990, όταν το κλασσικό 

βιβλίο του George Polya που γράφτηκε το 1944 με τον τίτλο "How to solve it (Πώς να 

το λύσω)", μεταφράστηκε το 1990 από τις εκδόσεις «Σπηλιώτης» και το 1998 από τις 

εκδόσεις «Καρδαμίτσας» με επιμέλεια του Τάσου Πατρώνη. Στο βιβλίο αυτό, ο Polya 

αναπτύσσει ένα γενικό σχέδιο για την εφαρμογή μιας επιτυχούς διαδικασίας για την 

επίλυση μαθηματικών προβλημάτων. Το βιβλίο διαβάστηκε πολύ από τους έλληνες 

εκπαιδευτικούς και αποτελεί πηγή αναφοράς σε πολλές έρευνες και άρθρα που αφο-

ρούν το P.S. Είναι απαραίτητο να σημειωθεί ότι το How to solve it για πρώτη φορά στη 

ελληνική γλώσσα μεταφράστηκε από τον Χαραλ. Σιαδήμα και εκδόθηκε από το 

Υπουργείο Παιδείας το 1964 με χρήματα του Ο.Ο.Σ.Α. για τις ανάγκες των καθηγητών 

της Μέσης Εκπαίδευσης, αλλά αυτή η έκδοση δεν τράβηξε τότε την προσοχή των 

ελλήνων εκπαιδευτικών. Τη δεκαετία του 2000 έχουμε την έκδοση του επίσης κλασι-

κού έργου του G. Polya «Η μαθηματική ανακάλυψη. Κατανόηση, μάθηση και διδασκαλία 

του τρόπου επίλυσης προβλημάτων» σε επιμέλεια του Μ. Λάμπρου από τις εκδόσεις 

«Κάτοπτρο». Πρόκειται για ένα εξαιρετικό βιβλίο για το P.S., τόσο σε θεωρητικό, αλλά 

και σε πρακτικό επίπεδο, το οποίο όμως δεν έτυχε της ανάλογης προσοχής από το ευρύ 

κοινό, ίσως επειδή αφορά και θέματα που βρίσκονται λίγο μετά τα όρια της σχολικής 

διδακτέας ύλης για τα ελληνικά Γυμνάσια και Λύκεια. Επίσης, κατά τη χρονική περίοδο 

από το 1990 έως το 2010 εκδόθηκαν αρκετά βιβλία, εκτός των φροντιστηριακών,  που 



αφορούσαν την επίλυση προβλημάτων διαγωνιστικού τύπου, τα οποία κάλυπταν τις 

ανάγκες για δύσκολα μαθηματικά προβλήματα. Αντίστοιχη σε παραγωγικότητα ήταν 

και η έρευνα από τη μεριά της Διδακτικής για το πώς οι μαθητές των σχολείων στην 

Ελλάδα είναι σε θέση να επιλύουν μαθηματικά προβλήματα.  

Όμως, οι μελέτες και έρευνες για τη διαδικασία κατασκευής μαθηματικών 

προβλημάτων στη χώρα μας δεν έχουν να επιδείξουν κάτι το ουσιώδες. Το Ρ.Ρ. δεν έχει 

απασχολήσει σοβαρά τους ερευνητές της Διδακτικής. Για παράδειγμα, ούτε το κλασικό 

έργο του Ρ.Ρ. το «The Art of Problem Posing» των S. Brown και M. Walter, το οποίο 

εκδόθηκε το 1990, δεν έχει μεταφραστεί στην ελληνική γλώσσα, ούτε και άλλα βασικά 

κείμενα σχετικά με το Ρ.Ρ., έχουν μεταφραστεί ή έχουν σχολιαστεί ή έχουν αποτελέσει 

τη βάση για σχετικές μελέτες. Σε ερευνητικό επίπεδο ασχολείται η καθηγήτρια στο 

Μαθηματικό Τμήμα του Πανεπιστημίου Πατρών Γιάννα Μαμωνά, με δημοσιεύσεις 

όμως στην αγγλική κυρίως γλώσσα. Παρ’ ότι αρκετές εργασίες μεταπτυχιακού επιπέ-

δου αφορούν τις διαδικασίες του P.S., μάλιστα και ορισμένες διδακτορικές διατριβές 

ασχολούνται με αυτές, για το Ρ.Ρ. δεν έχουμε κάτι ανάλογο. Μία αξιοπρόσεκτη δουλειά 

στο θέμα του Ρ.Ρ. διεξάγεται στην Κύπρο από τους Φιλίππου, Χρήστου και ομάδα 

συνεργατών τους, οι οποίοι και αυτοί δημοσιεύουν στην αγγλική κυρίως γλώσσα, αν 

και έχουν δώσει εργασίες και στην ελληνική γλώσσα. 

Στη διεθνή έρευνα στη Διδακτική των Μαθηματικών και στην αντίστοιχη 

βιβλιογραφία τα δεδομένα είναι διαφορετικά. Για παράδειγμα στην μακρινή Αυστραλία 

ήδη από το 1991 το Αυστραλιανό Συμβούλιο Εκπαίδευσης στην διακήρυξή του με 

τίτλο «The National Statement on Mathematics for Australian Schools» (σελ. 39) προω-

θούσε τη χρήση ανοικτών προβλημάτων για τη  διδασκαλία των Μαθηματικών. Το 

ανοικτό πρόβλημα είναι μία μορφή Ρ.Ρ., η οποία σχετίζεται άμεσα με το P.S. (βλέπε 

Πούλος Α., 2007). Στις Η.Π.Α. το  Εθνικό Συμβούλιο Δασκάλων των Μαθηματικών 

(N.C.T.M.), η μεγαλύτερη Ένωση μαθηματικών διδασκόντων στην Πρωτοβάθμια και 

Δευτεροβάθμια εκπαίδευση, από τη δεκαετία του 1990, τονίζει ότι οι μαθητές των 

τάξεων από 9 έως 12 πρέπει να έχουν αποκομίσει κάποια εμπειρία διαμόρφωσης δικών 

τους προβλημάτων, μιας διαδικασίας η οποία είναι ο πυρήνας της έννοιας «ασχολούμαι 

με τα Μαθηματικά». (N.C.T.M., 1989, σελ. 138).  

Η έννοια της διαδικασίας του Ρ.Ρ. τα τελευταία 30 χρόνια έχει αποσαφηνισθεί και 

έχει εμπλουτιστεί αρκετά. Για τους περισσότερους ερευνητές ο γενικός ορισμός του 

Silver (Silver, 1994) «το μαθηματικό Ρ.Ρ. αναφέρεται στην κατασκευή νέων προβλημά-

των και στην ανασύνθεση ήδη κατασκευασμένων προβλημάτων» είναι επαρκής. Μία 

ανασκόπηση των πιθανών ορισμών που περικλείει το Ρ.Ρ. υπάρχει στο άρθρο 

(Stoyanova & Ellerton, 1996, σελ. 518). Σε αυτό δίνεται και ένας ορισμός, ο οποίος 

δίνει και μία άλλη διάσταση σε ήδη διατυπωμένους ορισμούς, «Το Ρ.Ρ. ορίζεται ως μία 

διαδικασία  κατά την οποία, με βάση τη μαθηματική εμπειρία, οι μαθητές κατασκευάζουν 

προσωπικές αναπαραστάσεις δεδομένων καταστάσεων και τις μετασχηματίζουν σε 

μαθηματικά προβλήματα που έχουν νόημα». Ακόμα και η αναμόρφωση και βελτίωση 

δεδομένων προβλημάτων ανήκει στη διαδικασία του Ρ.Ρ. αρκεί το παραγόμενο αποτέ-

λεσμα να είναι ένα νέο πρόβλημα με νόημα και άξιο της προσοχής των λυτών. Ένα 

βασικό ερώτημα που απασχολεί τους ερευνητές της Διδακτικής των Μαθηματικών 

είναι αν υπάρχει ουσιώδης σχέση μεταξύ των ικανοτήτων για Ρ.S. και Ρ.Ρ. για το ίδιο 

άτομο και για το ίδιο είδος προβλημάτων. Ένα άλλο σημαντικό ερώτημα είναι πώς η 

εμπειρία στην επίλυση προβλημάτων επηρεάζει την ικανότητα για Ρ.Ρ. 

Ακόμη και η μεταβολή των δεδομένων ενός προβλήματος αποτελεί μέρος της 

διαδικασίας του Ρ.Ρ. Η εμπειρία από τη διδασκαλία στην τάξη δείχνει ότι μπορούμε να 

μεταβάλουμε τα δεδομένα ενός μαθηματικού προβλήματος, χωρίς να μεταβληθεί  η 

δομή του, ούτε η διαδικασία της επίλυσής του. Επίσης, μπορεί σε κάποιες μεταβολές 



των δεδομένων, τα μαθηματικά εργαλεία της επίλυσης του νέου προβλήματος να 

παραμένουν τα ίδια. Όπως, υπάρχει το analogical problem-solving ( Voskoglou, 2003), 

έτσι υπάρχει και το Ρ.Ρ. κατ’  αναλογία, δηλαδή κατασκευή προβλήματος με ίδια δομή 

με κάποιο δεδομένο πρόβλημα. Σε άλλα όμως προβλήματα μία εσκεμμένη, ή μη, 

μεταβολή των δεδομένων μπορεί να «δυσκολέψει» ή να τροποποιήσει ριζικά το αρχικό 

πρόβλημα. Για παράδειγμα, το πρόβλημα «Για το τρίγωνο ΑΒΓ δίνονται α = 5, β = 6 

και γωνία Α = π/3. Να βρεθούν οι άλλες γωνίες και πλευρές του τριγώνου» επιλύεται με 

τη βοήθεια του αποκαλούμενου νόμου των ημιτόνων. Όμως, η αλλαγή δεδομένου 

«δίνεται η γωνία Γ = π/3, αντί της γωνίας Α», απαιτεί τη χρήση άλλου τύπου, του νόμου 

των συνημιτόνων. Το ίδιο συμβαίνει και στη γενική μορφή των αντίστοιχων προβλη-

μάτων. Αυτά απαιτούν ριζικά τροποποιημένη αντιμετώπιση, την ανακάλυψη του νόμου 

των ημιτόνων και των συνημιτόνων αντίστοιχα. Ένα χαρακτηριστικό λοιπόν, το οποίο 

παρουσιάζει παιδαγωγικό ενδιαφέρον κατά τη διαδικασία του Ρ.Ρ. είναι αν ο «κατα-

σκευαστής» έχει επίγνωση πώς η αλλαγή έστω και ορισμένων δεδομένων ενός 

προβλήματος επηρεάζει τη μέθοδο επίλυσής του ή και ακόμα τη δομή του. 

Ένα δεύτερο χαρακτηριστικό του Ρ.Ρ. είναι η αποκαλούμενη γενίκευση, την οποία 

πολλές φορές συναντάμε αυθόρμητα στην τάξη, κυρίως από μαθητές που έχουν 

αυξημένο ενδιαφέρον για τα Μαθηματικά. Για παράδειγμα, έστω ότι πραγματευόμαστε 

το πρόβλημα παραγωγής τύπων οι οποίοι να βρίσκουν Πυθαγόρειες τριάδες, δηλαδή 

σχέσεις μεταξύ των φυσικών αριθμών α, β και γ, έτσι ώστε να ισχύει η ισότητα α
2
 = β

2
 

+ γ
2
. Είναι αυθόρμητο το ερώτημα, αν είναι δυνατόν να υπάρχει τριάδα φυσικών 

αριθμών ώστε να ισχύει η ισότητα α
3
 = β

3
 + γ

3
 ή γενικότερα α

ν
 = β

ν
 + γ

ν
 με ν φυσικό.  

Ένα τρίτο χαρακτηριστικό του Ρ.Ρ. είναι η αρχή της δοκιμής, της μερικής ή 

πλήρους αμφισβήτησης, η οποία συνοψίζεται στη φράση “What-If-Not”. Για 

παράδειγμα, σε ένα πρόβλημα το οποίο καλείται να λύσει κάποιος, έχουμε το δεδομένο 

ότι «αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, τότε να αποδειχθεί ότι …». Σύμφωνα με την 

αρχή της δοκιμής, θέτουμε το ερώτημα, «αν το τρίγωνο ΑΒΓ δεν είναι ισοσκελές, τότε 

πώς επηρεάζονται τα ζητούμενα του προβλήματος;», ουσιαστικά θέτουμε για επίλυση 

ένα νέο πρόβλημα, βασισμένο στο αρχικό πρόβλημα. 

Μία ενδιαφέρουσα περίπτωση Ρ.Ρ. είναι η κατασκευή αντιπαραδειγμάτων. Αν και 

αυτή φαίνεται εκ πρώτης όψεως ότι είναι διαδικασία του P.S., για παράδειγμα η εύρεση 

ενός αντιπαραδείγματος το οποίο να καταρρίπτει μία εικασία (π.χ. την περίφημη 

εικασία του Goldbach), η σύνθεση προβλημάτων τα οποία μπορεί να επιλυθούν μέσω 

αντιπαραδειγμάτων είναι μία πρακτική με  σαφή παιδαγωγικά αποτελέσματα. Θέτει 

ερωτήματα, τα οποία για να απαντηθούν απαιτούν ένα σύνολο τεχνικών, τεχνασμάτων 

και νοητικών κατασκευών. Ακόμα και σε σχολικό επίπεδο πολλά ερωτήματα που 

φαίνονται απλοϊκά δεν είναι καθόλου τέτοια, για παράδειγμα «το άθροισμα δύο 

περιοδικών συναρτήσεων με διαφορετική ή με την ίδια περίοδο, είναι περιοδική 

συνάρτηση;» είναι ένα ερώτημα (πρόβλημα) το οποίο αποδεικνύεται ότι έχει αρνητική 

απάντηση, με την έννοια ότι μπορούμε να κατασκευάσουμε περιοδικές συναρτήσεις 

των οποίων το άθροισμα δεν είναι περιοδική συνάρτηση. 

Η αξίωση για συγκεκριμένους τρόπους επίλυσης ενός προβλήματος, με επιλεγμένες 

προϋποθέσεις και όρους ανήκει και αυτή στη διαδικασία του Ρ.Ρ. Για παράδειγμα, 

γνωρίζουμε ότι η εύρεση του μέσου ενός ευθύγραμμου τμήματος πραγματοποιείται με 

κανόνα και διαβήτη. Αν θέσουμε την αξίωση το μέσο να βρεθεί μόνο με διαβήτη (κατά-

σκευή Mascheroni), τότε έχουμε θέσει ένα νέο πρόβλημα, πολύ δυσκολότερο από το 

αρχικό. Συνεπώς, ο περιορισμός του εύρους και του πλήθους των μαθηματικών ερ-

γαλείων (τύπων και θεωρημάτων) που απαιτούνται για την επίλυση ενός προβλήματος, 

ουσιαστικά θέτει ένα νέο πρόβλημα, το οποίο δεν είναι γνωστό αν είναι επιλύσιμο. 



Στη συνέχεια παραθέτουμε μία ταξινόμηση των τρόπων με τους οποίους μπορούμε 

να εξετάσουμε το Ρ.Ρ. από την πλευρά της Διδακτικής των Μαθηματικών. Ο στόχος 

αυτής της ταξινόμησης είναι να δείξει πλευρές της διαδικασίας του Ρ.Ρ. και πώς αυτή 

σχετίζεται με ερωτήματα της Διδακτικής των Μαθηματικών. 

 

Το Ρ.Ρ. και η ικανότητα τροποποίησης μαθηματικών προβλημάτων αποτελεί 

κριτήριο μαθηματικής δημιουργικότητας, (π.χ. το άρθρο των Singer, Pelczer, Voica, 

2011). 

 

Το Ρ.Ρ. αποτελεί μέτρο και κριτήριο κατανόησης και για τη διαδικασία της επίλυσης 

μαθηματικών προβλημάτων, (π.χ. το άρθρο των Koichu & Kontorovich, 2012). 

 

Το Ρ.Ρ. αποτελεί κριτήριο κατανόησης μαθηματικών εννοιών, (π.χ. Stoyanova & 

Ellerton, 1996). 

Το Ρ.Ρ. αποτελεί μέτρο αναγνώρισης μαθηματικών ταλέντων, (π.χ. ανακοίνωση των 

Younggi Choi και Jonghoon Dο στο 11
ο
 Διεθνές Συνέδριο ICME του 2008, αν και αυτό 

επισημαίνεται και από τους Walter και Brown, 2005, σελίδα 170). 

 

Το Ρ.Ρ. αποτελεί δραστηριότητα που σχετίζεται με την επίλυση προβλημάτων 

μαθηματικών διαγωνισμών, (π.χ. το άρθρο του Toh Tin Lam, 2012). 

  Το Ρ.Ρ. αποτελεί ένα μέσον εμπλουτισμού της μαθηματικής εκπαίδευσης, (π.χ. 

εισήγηση της Μαμωνά στο 8
ο
 Συνέδριο μαθηματικής Παιδείας, 1993). 

Το Ρ.Ρ. είναι κριτήριο μελέτης των ατομικών διαφορών μέσω του χειρισμού 

αλγεβρικών και γεωμετρικών διαδικασιών για την κατασκευή ενός προβλήματος, (π.χ. 

το άρθρο του Oleksiy Yevdokimov,  2005). 

Το Ρ.Ρ. χρησιμεύει στην εκπαίδευση μελλοντικών δασκάλων των Μαθηματικών και 

στην μετεκπαίδευση των εν ενεργεία δασκάλων των Μαθηματικών, (π.χ. Crespo, S. 

2003). 

Το Ρ.Ρ. και η αλληλεπίδραση του με τα τεχνολογικά εργαλεία, ή πώς η τεχνολογία 

εμπλουτίζει και διευκολύνει την κατασκευή νέων προβλημάτων, (π.χ. Christou, C. et al, 

2005 και Abramovich & Cho 2012). 

 

Εννοείται ότι όλες οι παραπάνω ταξινομήσεις αφορούν όχι μόνον τους μαθητές, 

αλλά τους φοιτητές και τους εκπαιδευόμενους δασκάλους των Μαθηματικών (θεσμός ο 

οποίος στη χώρα μας δεν είναι επίσημος), αλλά και τους εν ενεργεία δασκάλους των 

Μαθηματικών. 

To Ρ.Ρ. ως αυτόνομη μαθησιακή διαδικασία, αλλά και ως διαδικασία, η οποία έχει τύχει 

της προσοχής και μελέτης των ερευνητών της Διδακτικής, διαμορφώνει βαθμιαία τη 

δική του ορολογία. Έτσι, ο όρος «κατάσταση - πλαίσιο» (απόδοση στην ελληνική του 

όρου task –environment), θεωρείται βασικός στο Ρ.Ρ. Με τον όρο αυτόν εννοούμε ένα 

αρχικό πεδίο αναφοράς με βάση το οποίο θα ενθαρρυνθούν οι ενδιαφερόμενοι για να 

θέσουν ερωτήματα και να κατασκευάσουν δικά τους προβλήματα. Ο όρος «σύνδρομο 

του σωστού» τον οποίο διατύπωσαν πρώτοι οι Brown και Walter (1990) και οι όροι 

«ανοικτό και κλειστό πρόβλημα» ανήκουν πλέον στην ορολογία που είναι σε μόνιμη 

χρήση στο Ρ.Ρ. Συνεπώς, ένα από τα καθήκοντα που έχουν οι ερευνητές της Διδακτικής 



των Μαθηματικών στη χώρα μας σε σχέση με τη διάδοση και προβολή του Ρ.Ρ. είναι 

και η σωστή και έγκυρη απόδοση στη γλώσσα μας όρων, όπως: Ημι-δομημένο και 

πλήρως δομημένο πρόβλημα, problem finding, problem creating, problem envisaging, 

advanced mathematical thinking, creativity, prototypical problem, original problem, 

abstraction (όχι με την έννοια της απλής αφαιρετικής ικανότητας), Meaningful problem, 

problematic situation, cycling και άλλοι πολλοί. 

Στο τελευταίο μέρος της εισήγησης για το Ρ.Ρ. δίνουμε ένα συγκεκριμένο παράδειγ-

μα από έρευνα η οποία βρίσκεται σε φάση δημοσίευσης. Η έρευνα και το θεωρητικό 

μέρος της είναι προϊόν συνεργασίας μου με την Γιάννα Μαμωνά-Downs και τον Martin 

Downs. Πρόκειται για το γνωστό πρόβλημα της κινούμενης σκάλας, το οποίο 

συναντάμε σε πολλά βιβλία επίλυσης προβλημάτων. Για το πρόβλημα αυτό υπάρχει μία 

εκτενής βιβλιογραφία από την μεριά του P.S., αλλά από την μεριά του Ρ.Ρ. αυτή είναι 

σχετικά περιορισμένη. Η συγκεκριμένη έρευνα έχει διεξαχθεί σε ένα δείγμα 50 

μαθητών της Β’ και Γ’ τάξης του Λυκείου, με εντελώς διαφορετικό πλαίσιο παρουσία-

σης και προϋποθέσεις. Εδώ την παρουσιάζουμε έτσι ώστε να έχει τη μορφή διαδικασίας 

κατασκευής μαθηματικών προβλημάτων, ως ένα παράδειγμα του Ρ.Ρ. 

 

Δίνουμε σε φωτοτυπία στους μαθητές της τάξης την παρακάτω συνταγή για κρέπες. 

Υλικά 

 2 αβγά  

 1 φλιτζάνι γάλα  

 1/2 κουταλιά αλάτι  

 1 φλιτζάνι αλεύρι  

 2 κεσεδάκια λιωμένο βούτυρο ή μαργαρίνη ή λάδι.  

Διαδικασία 

1. Χτυπάμε καλά τα αβγά, προσθέτουμε το γάλα, το αλάτι, το αλεύρι και το βούτυρο. 

Σκεπάζουμε και αφήνουμε για 30 λεπτά.  

2. Σε αντικολλητικό τηγάνι βάζουμε μια μικρή ποσότητα της ζύμης (ίσα να καλύπτει το 

τηγάνι), και μόλις ψηθεί από κάτω, τη γυρίζουμε.  

3. Αφήνουμε για λίγο και από την άλλη και τη βγάζουμε από το τηγάνι.  

4. Μπορούμε να τη γεμίσουμε με ότι θέλουμε και ή να τη φάμε έτσι ή να τη βάλουμε 

στο φούρνο για να λιώσει η γέμιση. 

Από εδώ και πέρα αρχίζει η τέχνη της διδασκαλίας, να μπορούμε να μετατρέπουμε 

και την πλέον άσχετη συζήτηση σε διάλογο για τα Μαθηματικά, σε μαθηματική γνώση. 

Ξεκινάμε με τους μαθητές μία συζήτηση για το είδος των παρεμβάσεων που μπορούμε 

να κάνουμε, τόσο στην αντικατάσταση των υλικών της συνταγής, στις μεταβολές των 

ποσοτήτων των υλικών, στην αλλαγή της σειράς της διαδικασίας παρασκευής. Αφού 

ολοκληρωθεί αυτή η συζήτηση, οι μαθητές διαπιστώνουν ότι ο αριθμός των κάθε 

είδους αλλαγών και παρεμβάσεων που μπορούμε να κάνουμε ακόμα και σε μία απλή 

συνταγή μαγειρικής είναι αρκετές. Προσπαθούμε να δημιουργήσουμε ένα κλίμα 

συζήτησης και διαλόγου, από το οποίο να προκύπτουν δύο ουσιώδη συμπεράσματα για 

τη διδακτική μας παρέμβαση.  

α) Αυτός που διαβάζει τη συνταγή και θέλει να κάνει παρεμβάσεις σε αυτήν, μετατρέ-

πεται από απλός χρήστης, σε άτομο που παίρνει πρωτοβουλίες, σκέπτεται με ποιους 

τρόπους και με τι μέσα μπορεί να παρέμβει στα υλικά, στις ποσότητες των υλικών, στη 

διαδικασία παρασκευής τους, κ.α.  

β) Οποιαδήποτε προσπάθεια αλλαγής και παρεμβάσεων δεν σημαίνει κατ’  ανάγκην ότι 

θα είναι από γευστική άποψη ευχάριστη. Όμως, κάποιες προσωπικές μας παρεμβάσεις 

μπορεί να έχουν ισοδύναμα ή και μερικές φορές καλύτερα γευστικά αποτελέσματα και 

αυτό είναι το κέρδος της όλης προσπάθειας. 



Θεωρούμε ότι η παιδαγωγική διαδικασία που προαναφέραμε, η οποία μπορεί να 

διαρκέσει μία ολόκληρη διδακτική ώρα, δίνει έμπρακτα σε γενικές γραμμές το πλαίσιο 

στο οποίο μπορεί να κινηθεί μία δραστηριότητα του Ρ.Ρ.. Την επόμενη σχολική ώρα, 

δίνουμε το ακόλουθο μαθηματικό πρόβλημα, στο οποίο υπάρχει μόνο ένα βασικό 

ζητούμενο.  

Το παρακάτω σχήμα περιγράφει μία σκάλα μήκους L, της οποίας το ένα άκρο 

στηρίζεται σε ένα κατακόρυφο τοίχο και το άλλο στο πάτωμα. Αν η σκάλα γλιστρά 

τίθεται το πρόβλημα της εύρεσης του γεωμετρικού τόπου του μέσου της σκάλας.  

 

 
 

Επιλύουμε το πρόβλημα με τον τρόπο με τον οποίο έχουμε συνηθίσει τους μαθητές 

να αντιμετωπίζουν ένα πρόβλημα στη σχολική τάξη. Προς το τέλος της σχολικής ώρας 

υπενθυμίζουμε στους μαθητές όλη τη διαδικασία που είχε πραγματοποιηθεί στην τάξη 

σχετικά με τις παρεμβάσεις στη συνταγή για τις κρέπες και ζητάμε από αυτούς να 

σκεφτούν για το επόμενο μάθημα, τι είδους μεταβολές στα δεδομένα είναι δυνατόν να 

γίνουν στο πρόβλημα με την σκάλα, τι είδους νέα ερωτήματα και ζητούμενα μπορούν 

να διατυπωθούν και γενικά τους ζητάμε να λάβουν πρωτοβουλίες και να αναπτύξουν τη 

φαντασία τους. Με αφορμή το αρχικό πρόβλημα θέτουμε τον στόχο της παραγωγής 

νέων τροποποιημένων προβλημάτων, χωρίς να τους ζητάμε να τα επιλύσουν. Επειδή οι 

μαθητές δεν είναι εξοικειωμένοι με το πνεύμα του Ρ.Ρ., δίνουμε μία ή δύο νύξεις 

σχετικές με το τι είδους παρεμβάσεις θα μπορούσαν να γίνουν και τι επιπλέον 

ερωτήματα είναι δυνατό να διατυπωθούν. Ένα παράδειγμα είναι η ερώτηση «ποιό είναι 

το μέγιστο εμβαδόν του τριγώνου που ορίζεται από την κινούμενη σκάλα, τον τοίχο και 

το πάτωμα»; 

Η εμπειρία, μικρή ή μεγάλη, που έχουμε ως διδάσκοντες με το Ρ.Ρ. μας κάνει 

προσεκτικούς και μας προξενεί άγχος σε δύο κυρίως σημεία κατά τη συζήτηση στην 

τάξη. Πρώτον, οι αναμενόμενες ερωτήσεις των μαθητών μας επιθυμούμε να είναι  κατά 

το δυνατόν συμβατές τόσο με τις γνώσεις τους, αλλά και με τις γνώσεις των υπόλοιπων 

συμμαθητών τους. Δεύτερον, η συζήτηση σχετικά με ποιες ερωτήσεις-προβλήματα 

πρέπει να επικεντρωθούν οι μαθητές να έχει κάποιες προϋποθέσεις, έτσι ώστε να μη 

διατυπώσουν ούτε απλοϊκά ερωτήματα, ούτε όμως και να ασχολούνται με προβλήματα 

που απαιτούν μία μεγάλη ποσότητα γνώσεων για να τα διαπραγματευτούν. Πρέπει να 

είμαστε ενήμεροι ότι η διαδικασία του Ρ.Ρ. απαιτεί μεγάλη προσοχή και κατάλληλη 

προετοιμασία, ώστε και να ενθαρρύνουμε τους μαθητές να θέτουν ερωτήματα και 

προβλήματα, αλλά να μην θεωρηθεί ως μία συζήτηση κατά την οποία ο καθένας μπορεί 

να λέει ότι θέλει χωρίς στόχο και σκέψη. Είναι συνηθισμένη πρακτική να έχουμε από 

πριν καταγράψει έναν κατάλογο με πιθανές ερωτήσεις και νέα προβλήματα που μπορεί 

να δώσει η διαδικασία του Ρ.Ρ. Οι μαθητές πρέπει βαθμιαία να αντιλαμβάνονται το Ρ.Ρ. 

ως μία διαδικασία κατά την οποία ο καθένας έχει την υποχρέωση (όχι το δικαίωμα) να 

θέσει μία τουλάχιστον ερευνητική υπόθεση εργασίας, ανεξάρτητα αν είναι σε θέση ο 

ίδιος να την απαντήσει ή να γνωρίζει με ποιόν τρόπο θα καταλήξει σε ένα βέβαιο 

συμπέρασμα.  



Αυτό που κάνουμε στη συνέχεια είναι η καταγραφή ερωτημάτων από παλαιότερη 

εμπειρία στην τάξη, η οποία από μόνη της παράγει νέα ερωτήματα και ιδέες. 

1. Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος ενός τυχαίου σημείου της σκάλας (όχι του μέσου 

της); 

2. Αν το άκρο Β κινείται με ταχύτητα v, το άκρο Α με τι ταχύτητα κινείται; 

3. Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι σταθερό ή μεταβλητό; Αν είναι μεταβλητό, σε 

ποια θέση αυτό θα γίνει μέγιστο; 

4. Αν το άκρο Α της σκάλας παραμένει σταθερό και το μήκος της σκάλας 

μεταβάλλεται με ταχύτητα v (επιμήκυνση) , τότε ποια είναι η απάντηση στα ερωτήματα 

1, 2, και 3; 

5. Το ίδιο ερώτημα με το 4, αν το άκρο Β της σκάλας παραμένει σταθερό και η σκάλα 

επιμηκύνεται. 

6. Το ίδιο ερώτημα με το 4, αν το άκρο της σκάλας Α κινείται με σταθερή ταχύτητα v1 

και το άκρο Β με σταθερή ταχύτητα v2. 

7. Αν υπάρχει ένα ημικύκλιο ακτίνας R με κέντρο (0, R), το οποίο ανήκει στο πρώτο 

τεταρτημόριο και η σκάλα κινουμένη εφάπτεται συνεχώς στο ημικύκλιο, όπως στο 

σχήμα που ακολουθεί, τότε ποιες είναι η απαντήσεις στα ερωτήματα 1, 2, 3, 4, 5 και 6; 

Ποιες είναι οι συνθήκες μεταξύ των αριθμών R και L μήκους σκάλας για να υπάρχει 

θετική απάντηση στα ερωτήματα; 

 

                            
8. Αν υπάρχει ένα ημικύκλιο ακτίνας R με κέντρο (R, 0), το οποίο ανήκει στο πρώτο 

τεταρτημόριο και η σκάλα κινουμένη εφάπτεται συνεχώς στο ημικύκλιο, όπως στο 

σχήμα που ακολουθεί, τότε ποιες είναι η απαντήσεις στα ερωτήματα 1, 2, 3, 4, 5 και 6; 

Ποιες είναι οι συνθήκες μεταξύ των αριθμών R και L για να υπάρχει θετική απάντηση 

στα ερωτήματα; 

 

                             
9. Αν το ημικύκλιο αντικατασταθεί με τετράγωνο πλευράς α, με κορυφές (0, 0), (0, α), 

(α, α) και (α, 0) και η σκάλα κινουμένη διέρχεται συνεχώς από το σημείο (α, α), όπως 

στο σχήμα που ακολουθεί, τότε ποιες είναι η απαντήσεις στα ερωτήματα 1, 2, 3, 4, 5 

και 6; Ποιες είναι οι συνθήκες μεταξύ των αριθμών α και L για να υπάρχει θετική 

απάντηση στα ερωτήματα; 



                          
10. Αν το τετράγωνο εμπόδιο αντικατασταθεί με ορθογώνιο κορυφών (0, 0), (α, 0), 

(α, β), (0, β) και η σκάλα κινουμένη διέρχεται συνεχώς από την κορυφή (α, β), όπως 

στο σχήμα που ακολουθεί, τότε ποιες είναι η απαντήσεις στα ερωτήματα 1, 2, 3, 4, 5 

και 6; Ποιες είναι οι συνθήκες μεταξύ των αριθμών α, β και L για να υπάρχει θετική 

απάντηση στα ερωτήματα; 

                           
11. Αν το ορθογώνιο εμπόδιο αντικατασταθεί με ισοσκελές τρίγωνο κορυφών (0, 0), 

(α, β), (2α, 0) και η σκάλα κινουμένη διέρχεται συνεχώς από την κορυφή (α, β) του τρι-

γώνου, όπως στο σχήμα που ακολουθεί, τότε ποιες είναι η απαντήσεις στα ερωτήματα 

1, 2, 3, 4, 5 και 6; Ποιες είναι οι συνθήκες μεταξύ των αριθμών α, β και L για να 

υπάρχει θετική απάντηση στα ερωτήματα; 

 
12. Αν ο τοίχος στον οποίο στηρίζεται η σκάλα, δεν ήταν κάθετος στο πάτωμα, αλλά 

σχημάτιζε μία γωνία α  90
ο
, τότε πώς επηρεάζονται οι απαντήσεις στα ερωτήματα από 

το 1 έως και το 11; 

Προφανώς, ο αριθμός των ερωτημάτων που σχετίζονται με το αρχικό πρόβλημα της 

κινούμενης σκάλας, δεν είναι τόσο μικρός όσο φαίνεται αρχικά. Έτσι, μπορούν να 

διατυπωθούν και νέα ερωτήματα – προβλήματα όπως τα ακόλουθα. 

 Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι σταθερό ή μεταβλητό. Αν είναι μεταβλητό, να 

βρεθεί από τι εξαρτάται αυτό και πότε θα γίνει μέγιστο; 

 Το εμβαδόν του εγγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΟΑΒ είναι σταθερό ή 

μεταβλητό και από ποιους παράγοντες εξαρτάται; 



 Το μήκος του τόξου ΑΒ που ορίζεται από τον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου 

ΟΑΒ είναι σταθερό ή μεταβλητό; Το ίδιο ερώτημα διατυπώνεται και για τα τόξα ΟΑ 

και ΟΒ. 

 Το άθροισμα ΟΑ + ΟΒ των πλευρών του ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΒ είναι σταθερό 

ή μεταβλητό και από τι εξαρτάται; 

 

Πρέπει να σημειώσουμε όλα αυτά τα ερωτήματα είναι ιδιαίτερα ελκυστικά για τους 

επιδέξιους χειριστές προγραμμάτων όπως το Geometer’s Sketchpad, ή το Geogebra. 

Πολλοί μαθητές είναι οι ίδιοι πολύ καλοί χειριστές τέτοιων προγραμμάτων. Η προσπά-

θεια απάντησης στα ερωτήματα μέσω τέτοιων προγραμμάτων, παράγει από μόνη της 

νέα ερωτήματα, τα οποία εμπλουτίζουν τον κατάλογο των ερωτημάτων μας και 

συνθέτουν νέα προβλήματα. 

Σημειώνουμε ότι το πρόβλημα της κινούμενης σκάλας έχει τα ακόλουθα 

παιδαγωγικά πλεονεκτήματα, που το καθιστούν κατάλληλο για το Ρ.Ρ.  

1. Η σκάλα είναι ένα οικείο αντικείμενο για τους μαθητές συμβατό με την εμπειρία 

τους. 

2. Ο κάθε μαθητής ανάλογα με το βαθμό μαθηματικής ωριμότητας, ακόμα και μικρός 

να είναι αυτός, μπορεί να διατυπώσει κάποια ερωτήματα και να συνθέσει ένα 

τουλάχιστο σχετικό απλό πρόβλημα.  

3. Θεωρούμε ότι είναι μία κλασική περίπτωση προβλήματος στο οποίο εύκολα 

εφαρμόζεται η στρατηγική της μερικής ή πλήρους αμφισβήτησης “What-If-Not”. 

3. Έχει βαθμούς ελευθερίας ώστε ο κάθε μαθητής να διατυπώσει προβλήματα 

αλγεβρικά, γεωμετρικά ή προβλήματα φυσικής, τα οποία θα αντιμετωπιστούν με 

μαθηματικά εργαλεία.  

4. Στο πρόβλημα υπάρχουν μεταβλητές, οι οποίες ανάλογα με την τιμή τους παίζουν 

ουσιώδη ρόλο στη διατύπωση ερωτημάτων και στην επίλυση νέων προβλημάτων. 
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