ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ
1. Απλές περιπτώσεις
· Ελέγχουμε αν η προς ολοκλήρωση παράσταση είναι παράγωγος γινόμενου ή πηλίκου συναρτήσεων δηλαδή  
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                                               π.χ.  
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· Η μορφή 
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 γιατί έχουμε παράγωγο γινόμενου αν κάνουμε τις πράξεις.

· Η μορφή 
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 γιατί έχουμε παράγωγο πηλίκου αν πολλαπλασιάσουμε αριθμητή και παρανομαστή με το ex.

· Η μορφή 
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· Από τις παραγώγους των σύνθετων συναρτήσεων προκύπτουν και άλλες μορφές όπως 
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 που αντιμετωπίζονται όμως και με τη μέθοδο της αντικατάστασης.

2. Μορφές ολοκληρωμάτων στις οποίες εφαρμόζεται η μέθοδος της αντικατάστασης.

a. 
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 αν θέσουμε u = f(x) και παρομοίως 
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b. 
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 αν θέσουμε u = f(x)

c. 
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 αν θέσουμε u = f(x)

d. 
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 αν θέσουμε u = f(x)

e. 
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 αν θέσουμε u = f(x)

f. 
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 αν θέσουμε u = f(x)

g. 
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 αν θέσουμε u = f(x)
h. 
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 αν θέσουμε u = f(x)

i. 
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AΛΛΕΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ
1. Ολοκληρώματα που περιέχουν την παράσταση 
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 και  

    δυνάμεις του x
      Τότε θέτω u = 
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  άρα  uv = αχ + β   άρα  νuv-1du = αdx
      δηλαδή  dx = 
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      Εφαρμογή για 
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2. Ολοκληρώματα που περιέχουν παραστάσεις 
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      Τότε θέτω u = 
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  όπου λ = Ε.Κ.Π(ν, μ)

      Εφαρμογή για 
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3. Ολοκληρώματα της μορφής 
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      Τότε θέτω  u = ex και καταλήγω σε ολοκλήρωμα ρητής 

      συνάρτησης.

      Εφαρμογή για 
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4. Ολοκληρώματα που περιέχουν παραστάσεις της μορφής 

    (αx + β)ν και δυνάμεις του x όπου ν μεγάλος φυσικός ή κλάσμα.

      Τότε  θέτω u = αχ + β

      Εφαρμογή για 
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5. Ολοκληρώματα τριγωνομετρικών συναρτήσεων

1η Μορφή : 
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Α. Περίπτωση: ο ν είναι περιττός δηλ ν = 2κ + 1
              Τότε  ημνx = (ημ2x)κ.ημx = (1 – συν2x)κ ημx  και θέτω 
              u = συνx
               Εφαρμογή για 
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Β. Περίπτωση: ο ν είναι άρτιος δηλ. ν = 2κ
              Τότε ημνx = (ημ2x)κ = 
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              Όμοια συννx = (συν2x)κ = 
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              Εφαρμογή για 
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2η Μορφή: 
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   Τότε ‘‘σπάω’’ τον τριγωνομετρικό αριθμό με τον περιττό 
              εκθέτη  δηλ. ημ2κ+1x = (ημ2x)κ ημx  = (1 – συν2x)κ ημx   και  

              θέτω  u = συνx 
              ή  συν2κ+1x = (συν2x)κ συνx  = (1 – ημ2x)κ συνx  και 

              θέτω u = ημx.

              Την ίδια διαδικασία εφαρμόζουμε αν αντί για γινόμενο 
              έχουμε πηλίκο.

              Εφαρμογή για  
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3η Μορφή: 
[image: image47.wmf]ò

xdx

συν

x

ημ

k

ρ

2

2

 και 

              Σ’ αυτές τις περιπτώσεις χρησιμοποιούμε τους τύπους

              ημ2x = 1 – συν2x   ή  συν2x = 1 – ημ2x 

              δηλ 
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 οπότε 

              καταλήγουμε μετά τις πράξεις στην 1η μορφή 
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              Εφαρμογή για  
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4η Μορφή: 
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              Τότε 
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 απλοποίηση και αν χρειαστεί 

              το ίδιο, αναγόμαστε σε μια από τις προηγούμενες μορφές.

              Εφαρμογή για  
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5η Μορφή: 
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              Τότε θέτουμε u = συνx  ή u = ημx αντίστοιχα και 
               καταλήγουμε σε ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης με 
               μεταβλητή u.

               Εφαρμογή για 
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6η Μορφή: 
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              Τότε   εφνχ = εφν-2χ εφ2χ = εφν-2χ
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              παρομοίως δουλεύουμε για το 
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7η Μορφή: 
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 μ

              Τότε αν ο μ είναι περιττός δηλαδή μ = 2κ + 1 έχουμε:

              ημμχ = ημ2κ+1χ = (ημ2χ)κ ημχ = (1- συν2χ)κ ημχ     και 

              αφού κάνουμε τις πράξεις σπάμε το κλάσμα. Παρομοίως

              δουλεύουμε και για το συνμχ.

              Αν ο μ είναι άρτιος έστω μ = 2κ τότε ημμχ = (ημ2χ)κ =

              (1 – συν2χ)κ  κάνουμε τις πράξεις και μετά σπάμε το 
              κλάσμα.

              Εφαρμογή για  
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6. Ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης 
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    Α Περίπτωση: βαθμός P(x) < βαθμός Q(x)

    
Ελέγχω πρώτα από όλα μήπως ο αριθμητής είναι η παράγωγος του
      
παρονομαστή δηλαδή αν Q΄(x) = P(x) τότε:                    
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Αν  δεν συμβαίνει αυτό τότε μετατρέπω τον παρονομαστή σε γινόμενο έστω  Q(x) = (x – ρ1)(x – ρ2)…(x – ρν) και θέτω:
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από την σχέση αυτή προσδιορίζούμε τους αριθμητές Αi κάνοντας                            απαλοιφή παρονομαστών και εξισώνοντας τους ομοιόβαθμους συντελεστές των δυνάμεων του χ, οπότε το ολοκλήρωμα  παίρνει την μορφή: 
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      ΠΡΟΣΟΧΗ: 
Αν μια ρίζα του παρονομαστή έστω ρ είναι πολλαπλότητας κ τότε
στον παράγοντα (χ – ρ)κ  αντιστοιχούν τα κλάσματα:
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δηλαδή το κλάσμα: 
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 και αφού προσδιορίσουμε ότι α = 
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έχουμε 
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    Β Περίπτωση: βαθμός P(x) 
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Τότε εκτελώ τη διαίρεση P(x) : Q(x) και έστω ότι:  P(x) = Q(x)π(χ) + υ(χ)    

       
άρα 
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ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ

        Τύπος:        
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      Στην πράξη έχουμε να αντιμετωπίσουμε το ολοκλήρωμα του 

      γινομένου δυο συναρτήσεων έστω f(χ) και φ(χ) δηλαδή το 
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      g΄(χ) = φ(χ) και το ολοκλήρωμα γίνεται:
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Γενικές μορφές που χρησιμοποιείται η παραγοντική ολοκλήρωση.

      1η Μορφή 
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     2η Μορφή 
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            Τότε χρησιμοποιώ παράγουσα της ημ(λx + β) που είναι

             η 
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     3η Μορφή 
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              Τότε χρησιμοποιώ παράγουσα της συν(λx+β) που είναι η
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     4η Μορφή  Ι =
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   και   Ι = 
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          Υπολογίζονται χρησιμοποιώντας αρχική για την eλχ+β οπότε 

           κάνοντας παραγοντική ολοκλήρωση δυο φορές, εμφανίζεται

           πάλι το Ι.             
    Εφαρμογή για
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     5η Μορφή 
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        Τότε χρησιμοποιώ παράγουσα της f(x) με σκοπό στο δεύτερο 

        ολοκλήρωμα να αποφύγουμε τον παράγοντα ln(αχ+β).

        Σ’ αυτές τις περιπτώσεις μπορεί ο λογάριθμος να είναι 

        υψωμένος σε δύναμη και η λογαριθμούμενη συνάρτηση να 
        είναι πιο σύνθετη από την αχ+β.

              Εφαρμογή για 
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                                  Εμβαδόν επίπεδου χωρίου

Α. Εμβαδόν χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της f(x)

    τις  ευθείες χ= α και χ = β και τον άξονα χ΄χ.


                             Τύπος:  
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     Το 
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 σημαίνει ότι πρέπει να ελέγχουμε το πρόσημο της f(x) στο

     διάστημα [α, β].

     Δηλαδή: 

· αν f(x) 
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0 για κάθε χ στο [α, β] τότε   
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· αν  f(x)
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0 για κάθε χ στο [α, β] τότε  
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· Αν υπάρχει γ στο (α, β) με f(γ)=0 τότε 
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 όπου βγάζουμε τα απόλυτα ανάλογα με το πρόσημο της f στα διαστήματα (α, γ) και (γ, β).

Β. Εμβαδόν χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση μιας

    συνάρτησης f και τον άξονα χ΄χ.

    Τότε λύνω την εξίσωση f(x) = 0. Aν υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει

    τρεις ρίζες α, β, γ κατά σειρά μεγέθους τότε το εμβαδόν δίνεται από

    τον τύπο:                   
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    όπου βγάζουμε τα απόλυτα ανάλογα με το πρόσημο της f στα διαστήματα 
    (α, γ)  και (γ, β).

Γ. Εμβαδόν χωρίου που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις δυο

    συναρτήσεων f(x) , g(x) τις ευθείες χ = α και χ = β.
                         Τύπος:     
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     Για να βγάλουμε το απόλυτο μελετούμε το πρόσημο της διαφοράς

     f(x) – g(x) λύνοντας την εξίσωση f(x) – g(x) = 0.

     Aν η εξίσωση δεν έχει λύση στο διάστημα (α, β) τότε θα διατηρεί

     σταθερό πρόσημο το οποίο βρίσκουμε και βγάζουμε το απόλυτο

     καταλλήλως.

     Αν η εξίσωση έχει ρίζες στο διάστημα (α, β) τότε ‘‘σπάμε’’ το

     ολοκλήρωμα σε άθροισμα ολοκληρωμάτων με άκρα τα α και β και τις

     ρίζες της εξίσωσης. Δηλαδή αν γ, δ είναι οι ρίζες τότε :
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Δ. Εμβαδόν χωρίου που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις δυο

    συναρτήσεων f(x), g(x).
     Τότε βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης f(x) – g(x) και χρησιμοποιούμε

     αυτές ως άκρα ολοκλήρωσης. Δηλαδή αν α, β, γ είναι οι ρίζες κατά 

     σειρά μεγέθους τότε:
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     όπου τα απόλυτα τα βγάζουμε σύμφωνα με το πρόσημο της διαφοράς 
     f(x)-g(x)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

1. Στις περιπτώσεις χωρίου που ορίζεται από τρεις γραφικές παραστάσεις πρέπει να κάνουμε σχήμα και να χωρίζουμε το χωρίο σε επιμέρους χωρία. Απαραίτητο είναι το σχήμα στις παρακάτω περιπτώσεις:

· Όταν η μία από τις δυο συναρτήσεις είναι ευθεία που εφάπτεται στην γραφική παράσταση της άλλης και η τρίτη είναι ο άξονας χ΄χ.

· Όταν το χωρίο καθορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις δυο συναρτήσεων και από τον άξονα χ΄χ.

· Όταν το χωρίο καθορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις τριών συναρτήσεων.

2. Όλα τα παραπάνω προϋποθέτουν ότι οι συναρτήσεις είναι συνεχείς στο διάστημα ολοκλήρωσης. Αν μια συνάρτηση είναι κλαδική στο διάστημα ολοκλήρωσης τότε πρέπει να αποδεικνύουμε ότι είναι συνεχής στο διάστημα αυτό.

3. Αν μια συνάρτηση είναι αντιστρέψιμη και η γραφική της παράσταση τέμνει την ευθεία ψ = χ σε δυο σημεία  με τετμημένη α, β δηλαδή             f(α) = α και f(β) = β τότε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις της f(x) και της αντίστροφης της f – 1(x) είναι διπλάσιο από το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράστασης της f και την ευθεία ψ=χ δηλαδή:                
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