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1. Εισαγωγή
Στο διδακτικό μας σενάριο επιχειρείται μια προσέγγιση της ανάκλασης και της στροφής. Η διδασκαλία γίνεται με χρήση υπολογιστή και λογισμικού δυναμικής γεωμετρίας και συνοδεύεται από φύλλο έργου. Οι έννοιες προσεγγίζονται από δύο πραγματικά προβλήματα. Οι μαθητές με ένα διερευνητικό σύρσιμο εντοπίζουν άμεσα την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης. Το όλο ενδιαφέρον εστιάζεται στην προσπάθεια γεωμετρικής κατασκευής της λύσης αυτής καθώς και στην πλήρη απόδειξη. Για το λόγο αυτό είναι απαραίτητη η εγκαθίδρυση ενός συμβολαίου στην τάξη σύμφωνα με το οποίο τα ευρήματα έχουν αξία μόνο όταν μπορούν να αιτιολογηθούν πλήρως και γίνουν αποδεκτά από την τάξη, σε ένα πλαίσιο ερευνητικής αντιπαράθεσης. Προσπαθώντας να βρούμε τη λύση στα προβλήματα που εισάγονται και να την αιτιολογήσουμε πλήρως, φθάνουμε στις σημαντικές ιδιότητες της συμμετρίας ως προς ευθεία και μεταφοράς κατά στροφή. Το σενάριο είναι πλήρως επεκτάσιμο για περαιτέρω διερεύνηση στην γεωμετρία μετασχηματισμών (σύνθεση ισομετριών, ομοιοθεσίες, καλύψεις επιπέδου). Εδώ επιχειρείται μια πρώτη εισαγωγή στο θέμα που μπορεί να πραγματοποιηθεί σε μαθητές της Β΄ λυκείου μέσα στα πλαίσια επίλυσης προβλήματος. 

2. Ανασκόπηση του σεναρίου

2.1. Η ιδέα του σεναρίου

Σαν όχημα για την κατάκτηση μιας αναλυτικής έννοιας επιλέξαμε τη Γεωμετρία καθώς:

α. Η Γεωμετρία συνδέεται με πολλά μαθηματικά αντικείμενα αλλά και με μη μαθηματικά ενδιαφέροντα. Έτσι μπορούμε να προσεγγίσουμε τους μαθητές που θα προχωρήσουν στα ανώτερα μαθηματικά, αλλά και όσους δε θα προχωρήσουν. 

β. Η απομόνωση της γεωμετρίας από το σχολικό πρόγραμμα σπουδών την έκανε ένα στρατηγικά εύκολο σημείο πρόσβασης. Κάνοντας σωστά τη δουλειά μας έχουμε την ευκαιρία να τη χρησιμοποιήσουμε ως κινητήριο μοχλό για το υπόλοιπο πρόγραμμα σπουδών.

γ. Έχοντας για Τροία τη γνώση, οι γεωμετρικές προσεγγίσεις μπορούν να έχουν το ρόλο του Δούρειου Ίππου αφού συνδέονται βαθιά με τη συνδυαστική, τη θεωρία αριθμών, τη θεωρία ομάδων, την ανάλυση, τη σχολική άλγεβρα, την τριγωνομετρία και το λογισμό με ιδέες όπως τα όρια και οι συναρτήσεις. (Goldenberg Ρ. (1999), Art and Craft in Cirriculum Desing: The case of Connected Geometry, International Journal of Computers for Mathimatical Learning)
Η ανάγκη απόδειξης και σύνθεσης των προβλημάτων έχει έναν κυρίως κοινωνικό χαρακτήρα. Δηλαδή, να μπορέσουν οι μαθητές να υπερασπίσουν την κατασκευή τους στην υπόλοιπη  ομάδα. Η απόδειξη έχει έναν διπλό ρόλο, να επιβεβαιώσει την εγκυρότητα της κατασκευής για κάθε άτομο και να πείσει τους υπόλοιπους ώστε να την αποδεχθούν. 

Ο ρόλος του δασκάλου είναι αυτός του εγγυητή της συζήτησης και της επιβεβαίωσης στην τάξη. Έτσι σηματοδοτείται ένας κοινωνικός ρόλος στην απόδειξη και αυξάνεται η ανάγκη πρόσβασης σε αυτή, διότι αποτελεί την καταξίωση της όλης προσπάθειας, στην κοινωνική ομάδα.

2.2. Προσδοκώμενες παιδαγωγικές και μαθησιακές κατακτήσεις 

Η επιλογή μας αυτή βασίζεται σε κάποιες αρχές που διέπουν τον τρόπο σκέψης και αναγνωρίζονται περισσότερο μέσα στα μαθηματικά αλλά ακόμα είναι εμφανείς και έξω από αυτά. Συγκεκριμένα μια σύντομη λίστα αυτών όπως δίνεται στο άρθρο του Goldenberg είναι:

α) Να απεικονίζουμε κάνοντας εικόνα ό,τι είναι ορατό αλλά ακόμη και ό,τι δεν είναι (είτε γιατί αποτελεί αφηρημένο αντικείμενο ή σχέση είτε γιατί δεν έχει ακόμα δημιουργηθεί).

β) Να χρησιμοποιούμε ακριβή-σαφή γλώσσα (φυσική ή φορμαλιστική) για την  περιγραφή και την ανάλυση. Να δίνουμε ορισμούς με σκοπό την ακρίβεια ή για να ονομάσουμε νέες κατηγορίες. Η ανάλυση της γλώσσας περιλαμβάνει το να εξετάζει και να φτιάχνει κανείς ορισμούς.

γ) Να θέτουμε προβλήματα και να ελέγχουμε τις λύσεις τους.

δ) Να αναμιγνύουμε την εξαγωγή συμπερασμάτων και την απόδειξη με τον πειραματισμό. Να δούμε την ανεξαρτησία μέσα από πειράματα και να κτίζουμε τις θεωρίες.

ε) Να αιτιολογούμε τα διακριτά φαινόμενα. Αυτό είναι η σύνδεση μεταξύ της αλγεβρική γλώσσας και των μαθηματικών.

στ) Να αιτιολογούμε με βάση τη συνέχεια. Αυτό είναι η σύνδεση μαθηματικών και ανάλυσης.

ζ) Να προσεγγίζουμε μία ιδέα με διάφορους τρόπους και οπτικές γωνίες.

η) Να σκεφτόμαστε με συναρτησιακή γλώσσα. Να βλέπουμε τις συναρτήσεις με εναλλακτικούς τρόπους.

θ) Να αναζητούμε τις σταθερές - αναλλοίωτες. (Ο Κlein έχει την ίδια άποψη)

ι) Να αναζητήσουμε λογικές συνδέσεις, εξηγήσεις και απόδειξη για το πώς  δουλεύουν τα πράγματα. 

Ξεκινάμε από ένα πραγματικό πρόβλημα, δίνουμε ένα μαθηματικό μοντέλο στο οποίο κάποιος με απλό σύρσιμο - πειραματισμό μπορεί να εντοπίσει τη λύση. Απαιτείται όμως η πλήρης γεωμετρική κατασκευή και αιτιολόγηση, ώστε να μπορέσει να πείσει τους άλλους και να επιβεβαιώσει στον εαυτό του ότι το δημιούργημά του είναι το σωστό. Στην πορεία αυτή αναγκαστικά ο μαθητής κάνει μαθηματικά (τον απόλυτο πυρήνα κατά τον Goldenberg) και κατακτά νέες έννοιες. Άρα είναι απαραίτητο το συμβόλαιο της τάξης, σύμφωνα με το οποίο το οποιοδήποτε εύρημα έχει αξία αν και μόνον αν γίνει αποδεκτό από την υπόλοιπη ομάδα μέσα σε ένα πλαίσιο κριτικής θεώρησης και αμφισβήτησης. Αυτό το ρόλο έχει στις δραστηριότητές μας η γεωμετρική κατασκευή, η συγγραφή της αναφοράς της λύσης και η τελική παρουσίασή της.

2.3. Οι προσδοκώμενες μέθοδοι διδακτικής

Η θεωρητική θέση της διδακτικής μας προσέγγισης είναι ο κοινωνικός κονστρουκτιβισμός. Αναφέρουμε συνοπτικά τις βασικές αρχές της μάθησης σύμφωνα με τη θεωρία αυτή:
α) Η μάθηση επιτυγχάνεται μέσα σε κοινωνικό περιβάλλον (Vygotsky, 1978). 

β) Το άτομο μαθαίνει, όταν μέσα από τις δικές του διερευνήσεις αντιληφθεί ότι υπάρχει ασυνέπεια μεταξύ της αναπαράστασης της γνώσης του και της εμπειρίας του (Slavin, 1994).
γ) Κάθε άτομο σχηματίζει τις δικές του αναπαραστάσεις για τη γνώση (Kant, Dewey).
Ακολουθούμε, ειδικότερα, το ρεύμα του διαλεκτικού κονστρουκτιβισμού ο οποίος δίνει έμφαση στον κοινωνικό και συμβολικό χαρακτήρα της γνώσης την οποία οικοδομεί το άτομο μέσα σε ρεαλιστικές συνθήκες, τόσο σε συνεργασία με το δάσκαλο όσο και με τους συμμαθητές του. 

O μαθητής μαθαίνει, κυρίως, αυτά που ανακαλύπτει μέσα στο κοινωνικό περιβάλλον που ζει. Όσο πλουσιότερο είναι αυτό σε ερεθίσματα και αλληλεπιδράσεις τόσο περισσότερες ευκαιρίες θα έχει ο μαθητής για την ανάπτυξη των μαθηματικών του ικανοτήτων. Το παραδοσιακό μοντέλο της τάξης κρίνεται εξαιρετικά φτωχό και παρωχημένο. Ο δάσκαλος δεν μπορεί πια να αποτελεί τη μόνη πηγή της γνώσης. Οι ιλιγγιώδεις ρυθμοί με τους οποίους αυτή αναπτύσσεται κι εξαπλώνεται είναι τέτοιοι που μάλλον δύσκολα μπορεί να τους ακολουθήσει. Έχει χρέος να προετοιμάσει το μαθητή ώστε να αναζητά τη γνώση, αυτόνομα πια, να την επιβεβαιώνει, να την εφαρμόζει ή και να την προσαρμόζει στις απαιτήσεις που ορίζει το περιβάλλον του. 

Το μάθημα πρέπει να είναι ελκυστικό και να πείθει για τη χρησιμότητά του. Τα παιδιά έχουν πλέον πολλά ενδιαφέροντα και επιλέγουν τα ίδια που θα αφιερώσουν το χρόνο τους. Το στοίχημα είναι κατά πόσο το σύγχρονο σχολείο μπορεί να γίνει πόλος έλξης γι’ αυτά.

Το θέμα της διδασκαλίας και μάθησης των γεωμετρικών εννοιών και γενι​κά της απόκτησης γεωμετρικών ικανοτήτων και δεξιοτήτων έχει εξετασθεί τα τελευταία χρόνια από διάφορες οπτικές γωνίες. Από διδακτικής άποψης, το κοινό θεωρητικό σημείο όλων των ερευνών είναι αυτό που ο Mogens Niss (1998, σελ. 306) ονομάζει «Το βασικό εύρημα της Διδακτικής των Μαθημα​τικών»: «Όταν ένα άτομο ή ένας μαθητής εμπλέκονται στη διαδικασία μάθησης των Μαθηματικών, η ιδιαίτερη φύση, το περιεχόμενο, το εύρος της εφαρμοσιμότητας και το νόημα μίας μαθηματικής έννοιας που αποκτιέται ή χτίζεται επηρεάζεται σε μεγάλο βαθμό, για να μην πούμε ότι καθορίζεται εντελώς, από το «χώρο» μέσα από τον οποίο προέκυψε η έννοια γι’ αυτό το συγκεκριμένο άτομο». Δηλαδή, οι μαθηματικές έννοιες, και οι μεταξύ τους σχέσεις αποκτούν περιεχόμενο και νόημα μέσα από την προσωπική εμπει​ρία του ατόμου. Με άλλα λόγια, το νόημα και η ερμηνεία που αποδίδει ένα άτομο όχι μόνο σε μια μαθηματική έννοια, αλλά και σε μια μαθηματική απόφανση (πρόταση ή θεώρημα) «σημαδεύεται» από το σύνολο των μαθηματικών και έξω μαθηματικών εμπειριών αυτού του ατόμου. Αυτό συνεπάγεται ότι κατά τη διδασκαλία, η μάθηση «νέων» γεωμετρικών αντικειμένων -με τη μαθηματική τους μορφή- θα βρεθεί σε ένα βαθμό σε αντιπαράθεση με τη γεωμετρική διαίσθηση, διορατικότητα, γνώση και εμπειρία που συγκροτούν την «πραγματικότητα» του ατόμου. Το γεγονός αυτό ενδέχεται να έχει θετική ή αρνητική επίδραση στη διαδικασία της μάθησης.

Απαραίτητη προϋπόθεση για να αρχίσει η μάθηση είναι η ανάπτυξη της επικοινωνίας μεταξύ των υποκειμένων (ZPD). Ένα κύριο διαμεσολαβητικό μέσο σε αυτή την ανάπτυξη είναι ο Η/Υ (artefact). Το βάρος του μαθήματος μετατοπίζεται πλέον από την τυπική διάλεξη στον πίνακα, στην αλληλεπίδραση (feedback) μεταξύ καθηγητή - μαθητή, μαθητή - μαθητή. Ο ρόλος του καθηγητή διαφοροποιείται, αφού δεν ανακοινώνει πλέον τη γνώση, αλλά δημιουργεί κατάλληλες διδακτικές καταστάσεις που υποστηρίζουν την οικοδόμησή της από την ίδια την τάξη. Η γνώση θα αποκτήσει κοινωνικό χαρακτήρα καθώς θα ανακαλύπτεται και θα επικυρώνεται από την επιστημονική κοινότητα της τάξης. Για να ενισχυθεί αυτή η τάση, οι μαθητές είναι καλό να οργανώνονται σε ομάδες οπότε: 

· Τα μέλη σε κάθε ομάδα ανταλλάσσουν απόψεις για τον τρόπο που αντιλαμβάνονται το πρόβλημα με αποτέλεσμα να διευρύνεται η οπτική με την οποία θα το αντιμετωπίσουν. 

· Προωθείται ο εσωτερικός διάλογος στην κάθε ομάδα.

· Κάθε ομάδα θέτει τα δικά της ερωτήματα τα οποία καλούνται να απαντηθούν από την κοινότητα της τάξης.
2.4. Τα εργαλεία που προτείνονται προς χρήση

Όταν η τεχνολογία μπορεί να μειώσει την προσπάθεια που χρειάζεται για να μάθουμε ή να εφαρμόσουμε μια ικανότητα ή ιδέα, πρέπει να τη χρησιμοποιούμε. Κάθε χρήση της τεχνολογίας είναι μόνο μια τεχνική προς την κατάκτηση του στόχου όχι μέρος του ίδιου του στόχου.

Η τεχνολογία προσφέρει το δόλωμα της εναλλαγής με το οποίο οι μαθητές αποκτούν πρόσβαση σε σημαντικές μαθηματικές ιδέες χωρίς την παρατεταμένη περίοδο της απόκτησης δεξιοτήτων που ήταν συνήθως ο μόνος δρόμος και από πολλές απόψεις, απέτυχε (άποψη του Goldenberg την οποία δεχόμαστε).

Το μέσο για την διδασκαλία δεν είναι το παν (άποψη του Goldenberg την οποία και δεχόμαστε). Στην προκειμένη περίπτωση όμως είχαμε να κάνουμε με την αίσθηση της συνέχειας και της κίνησης αντικειμένων. Τέτοια επιχειρήματα μπορούν πολύ δύσκολα να δοθούν και να αναπαρασταθούν σε πίνακα ή σε χαρτί. Ένα σύστημα δυναμικής γεωμετρίας θεωρούμε ότι επιτρέπει στους μαθητές να κτίσουν, να πειραματιστούν και να αιτιολογήσουν με αντικείμενα. Ακόμα τους επιτρέπει να παρατηρήσουν τι αλλάζει και τι μένει σταθερό (Arzazello et all., 1998), στο  Κυνηγός Χ., Νοητικά εργαλεία και πληροφοριακά μέσα. Επίσης στο ίδιο βιβλίο  αναφέρεται πως «ο χειρισμός μεταβλητών με το χέρι δημιουργεί στο χρήστη την αίσθηση μιας πραγματικής ανεξαρτησίας της κίνησης και του προσφέρει βιωματικές εμπειρίες για την αντίστοιχη μαθηματική έννοια της μεταβλητής με άμεσο αντίκτυπο στην κατανόηση της έννοιας» (Κώστας Γαβρίλης).

Επιπλέον στο βιβλίο του Κυνηγού Χ. αναφέρεται πως τα συστήματα δυναμικής γεωμετρίας μπορούν να μας βοηθήσουν να διδάξουμε νέα ή παραγκωνισμένα αντικείμενα όπως είναι η γεωμετρία μετασχηματισμών, η οποία εδώ είναι  ακριβώς το γνωστικό μας αντικείμενο, αλλά και οι γεωμετρικοί τόποι. 

Για το λόγο αυτό προτείνουμε την υλοποίηση του σεναρίου με το . 

Εκείνο που έχει ιδιαίτερη βαρύτητα είναι ο διπλός ρόλος που καλείται να παίξει το λογισμικό. Συγκεκριμένα ακολουθεί τους δύο άξονες που προτείνονται από τον κ. Κυνηγό για το διαχωρισμό των λογισμικών, τόσο ως νοητικό εργαλείο όσο και ως επικοινωνιακό. Νοητικό γιατί χωρίς αυτό θα ήταν αδύνατη η πραγματοποίηση του γνωστικού μέρους του σεναρίου και οι επιμέρους κατασκευές. Επικοινωνιακό γιατί μέσω αυτού πραγματοποιείται η παρουσίαση της απόδειξης στην κοινότητα τη οποία όπως είπαμε έχει εξίσου σημαντικό ρόλο στο σενάριό μας.

Η Σ. Βοσνιάδου (1996 σελ.22) αναφέρει ότι: «η χρήση Η/Υ στην παρουσίαση μιας ενότητας μπορεί να τρέψει αφηρημένες έννοιες σε χειροπιαστές - διαχειρίσιμες, να αποκαλύψει τις δυνατότητες και τους περιορισμούς τους και να τις συσχετίσει με τις καθημερινές καταστάσεις που αντιπροσωπεύουν και να τις συνδέσει με άλλες αναπαραστάσεις της ίδιας πληροφορίας». Βέβαια ο Η/Υ από μόνος δεν εξασφαλίζει τα επιθυμητά αποτελέσματα. Χρειάζεται να επιλεχθεί μια στρατηγική αξιοποίησης η οποία να εξυπηρετεί τους διδακτικούς σκοπούς. Άλλοτε μπορεί να είναι μια ανοικτή ελεύθερη προσέγγιση με απρόβλεπτες αλλά γόνιμες συνέπειες, κι άλλοτε κατευθυνόμενη, υλοποιώντας συγκεκριμένες διαδικασίες.

Ο υπολογιστής δεν είναι ο ίδιος μια παιδεία αλλά μπορεί να εξυπηρετήσει την προώθηση πολύ διαφορετικών μορφωτικών και φιλοσοφικών απόψεων. (Ρapert, Νοητικές θύελλες)

Για τους παραπάνω λόγους θα προτείναμε το όλο σενάριο να λάβει χώρα σε δύο διδακτικές ώρες σε εργαστήριο πληροφορικής με τους μαθητές σε δυάδες ανά υπολογιστή και οι υπολογιστές να είναι εφοδιασμένοι με το .

Γενικά μπορούμε να αναφέρουμε για τη χρήση του λογισμικού τα λόγια της Hoyles «Μερικοί σχολιαστές ίσως αναρωτηθούν αν η παρουσία υπολογιστή ήταν απαραίτητη…ήταν, για να κάνει τις μεθόδους πιο σαφείς, να επιτρέψει τον αναστοχασμό στις ιδιότητες, να ελέγξει τα πράγματα και να επιτρέψει άμεση ανταπόκριση, αλλά το κυριότερο να καλλιεργεί μια ατμόσφαιρα πειραματισμού που ο δάσκαλος μπορεί να την υποθάλψει για να εισάγει τυπικές αποδείξεις με τρόπους οι οποίοι περισσότερο ταιριάζουν, παρά συμπληρώνουν τις κατασκευές των μαθητών».
3. Παιδαγωγικοί, κοινωνιολογικοί και πολιτισμικοί στόχοι

3.1 Ο ρόλος του σεναρίου και των τεχνολογικών εργαλείων στην αναβάθμιση των συμμετεχόντων

Στην παραδοσιακή τάξη το μάθημα αρχίζει με μια εξέταση των προηγούμενων εννοιών και συνεχίζεται με εισαγωγή των νέων κατευθείαν από το διδάσκοντα. Μια τέτοιου είδους πρακτική μπορεί να οδηγεί τους μαθητές στην αντίληψη ότι τα μαθηματικά είναι ένα είδους κανόνων και αλγορίθμων, συνεπώς καλό είναι να τα αποστηθίσει κάποιος (Skemp, 1976 ). Ακόμα μια τέτοια αντίληψη προϋποθέτει την ύπαρξη μίας αυθεντίας (ο δάσκαλος, ή ο συγγραφέας του εκπαιδευτικού εγχειριδίου) η οποία θα αποκαλύψει στους μαθητές τους κανόνες (Scoenfeld, 1985, Garofalo, 1989 από τη διπλωματική της Βούλγαρη Νυμφωδώρας).

Οι καινούργιες παιδαγωγικές πρακτικές βλέπουν την τάξη ως ένα εργαστήριο επεξεργασίας της γνώσης όπου δίνεται η δυνατότητα στο μαθητή να πειραματίζεται και να ερευνά μαθηματικές έννοιες συνεργαζόμενος με τους συμμαθητές του (Ρapert, Νοητικές θύελλες).

Την προσέγγιση αυτή ακολουθούμε, λοιπόν, αναβαθμίζοντας το ρόλο των μαθητών από σφουγγάρια απορρόφησης πληροφοριών σε ερευνητές και τον καθηγητή από το ρόλο της αυθεντίας στο ρόλο του συνεργάτη και μέντορα των μαθητών.

Η εισαγωγή του γνωστικού αντικειμένου μέσω πραγματικού προβλήματος και η διερεύνησή του με χρήση υπολογιστή ανάγει τους μαθητές στη θέση μικρών ερευνητών αναβαθμίζοντας ουσιαστικά το ρόλο τους και προσφέροντας νέες ευκαιρίες εμπλοκής σε μαθηματικές δραστηριότητες. Η τελική παρουσίαση των κατασκευών μέσω λογισμικού ανυψώνει τη θέση των μαθητών και δίνει νέα ελκυστικά νοήματα στα επιτεύγματα τους. Κάτι τέτοιο φαίνεται να είναι το όραμα του Papert S.

3.2 Ο ρόλος των προς χρήση εργαλείων

Το εκπαιδευτικό λογισμικό που χρησιμοποιούμε δίνει τη δυνατότητα στους μαθητές:
·    να οπτικοποιήσουν τις ιδέες τους

·    να αλλάξουν δυναμικά τιμές μεταβλητών και θέσεις σημείων

·    να πειραματιστούν και να μάθουν από τα λάθη τους εύκολα

·    να αναλάβουν την πρωτοβουλία 

·    να παρουσιάσουν βήμα προς βήμα τη λύση τους ενώπιον της τάξης.

Ο δυναμικός χειρισμός με σύρσιμο των αντικειμένων επιτρέπει τον εύκολο εντοπισμό της ύπαρξης λύσης και λειτουργεί όταν η απόδειξη έχει δοθεί σαν επαλήθευση της ορθότητας προς κάθε δύσπιστο κριτή. Η παράλληλες μεταφορές και οι ανακλάσεις που πραγματοποιούνται με μερικά κλικ δεν είναι δυνατόν να πραγματοποιηθούν με συμβατικά μέσα εύκολα και γρήγορα και προϋποθέτουν την ύπαρξη υψηλής μαθηματικής ενόρασης για να χρησιμοποιηθούν σε λύση προβλήματος. Εδώ μέσω του λογισμικού δεν υπάρχουν πλέον τέτοιοι περιορισμοί.

3.3 Αναφορά στα καινοτομικά στοιχεία του σεναρίου και των εργαλείων

Στην παραδοσιακή προσέγγιση του θέματος της ανάκλασης και της στροφής δίνονται ελάχιστα στοιχεία, κυρίως με επιχειρήματα συμμετρίας τα οποία φαντάζουν ξένα και ασύνδετα με τον πραγματικό κόσμο. Ο λόγος που γίνεται αυτό είναι ότι τα παραδοσιακά εργαλεία δεν προσφέρουν τρόπους χειρισμού τέτοιων ζητημάτων.

Με τη δική μας οπτική, η προσέγγιση γίνεται ευθείς εξαρχής μέσω επίλυσης προβλήματος. Οι κατασκευές πραγματοποιούνται άκοπα και είναι ακριβείς εξαιτίας του λογισμικού. Οι μαθητές μπορούν με ένα απλό διερευνητικό σύρσιμο να βεβαιωθούν για την ύπαρξη λύσης και να επαληθεύσουν τις κατασκευές τους. Οι δυναμικές κλάσεις αντικειμένων που δημιουργούνται είναι οι ενδεδειγμένες για το αντικείμενο, αντίθετα από τις στατικές που θα κατασκευαζόταν με χαρτί και μολύβι. Οι μαθητές μπορούν να πειραματιστούν άφοβα, διότι κάθε λάθος κίνηση μπορεί να αναιρεθεί ή να γίνει εύκολα εκ νέου, αντίθετα από το παραδοσιακό περιβάλλον όπου μια λάθος κίνηση θα κατέστρεφε τα πάντα. Η τελική παρουσίαση της απόδειξης μέσω του λογισμικού, ανυψώνει το ρόλο της ίδιας της απόδειξης και της δίνει ένα έντονο κοινωνικό χαρακτήρα πράγμα που την κάνει πιο επιθυμητό στόχο.

Η ακόλουθη πρόταση διδασκαλίας με χρήση υπολογιστή και του λογισμικού  επιτυγχάνει:

·    την ανάλυση

·    τη σύνθεση

·    την απόδειξη

·    και τη διερεύνηση.

4. Τεχνολογικά εργαλεία

Το σενάριο προτείνεται να εκτελεστεί σε εργαστήριο πληροφορικής με δύο μαθητές ανά υπολογιστή. Οι υπολογιστές πρέπει να είναι σύγχρονοι. Ως λογισμικό για τους σκοπούς μας  χρησιμοποιούμε το  Geogebra.

Το πρόγραμμα Geogebra, είναι ένα δυναμικό μαθηματικό λογισμικό που συνδυάζει Γεωμετρία, Άλγεβρα και λογισμό. Αναπτύσσεται από τον Markus Hohenwarter και από μια διεθνή ομάδα προγραμματιστών, για εκείνους που μαθαίνουν και διδάσκουν  μαθηματικά στα σχολεία.

Επάνω υπάρχουν τα μενού αλλά και η μπάρα εργαλείων.

Το περιβάλλον είναι εύκολο στη χρήση και υποστηρίζεται από την Ελληνική γλώσσα. 
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Το πρόγραμμα Geogebra διαθέτει τρεις διαφορετικούς τρόπους προβολής των μαθηματικών αντικειμένων: Προβολή Γραφικών, Προβολή Άλγεβρας, και Προβολή Λογιστικού Φύλλου. Οι παραπάνω  προβολές μας επιτρέπουν να μεταχειριζόμαστε τα μαθηματικά αντικείμενα με τρεις διαφορετικές παρουσιάσεις: γραφικά (π.χ. σημεία, γραφήματα συναρτήσεων), αλγεβρικά (π.χ. συντεταγμένες σημείων, εξισώσεις), και σε κελιά Λογιστικού Φύλλου. Μ’ αυτό τον τρόπο, όλες οι παρουσιάσεις του ίδιου αντικειμένου συνδέονται δυναμικά και προσαρμόζονται αυτόματα στις αλλαγές που γίνονται σε οποιεσδήποτε παρουσιάσεις, ανεξάρτητα από το πώς δημιουργήθηκαν αρχικά.

5. Περιγραφή των αναμενόμενων και 

προσδοκώμενων μαθησιακών διαδικασιών

Μολονότι πολλοί μαθητές μπορούν να αποδώσουν ένα τυπικό ορισμό, ανακαλύπτουμε ότι αντιμετωπίζουν πολύ μεγαλύτερη δυσκολία στο να χρησιμοποιούν έννοιες και μεθόδους για να αναπαραστήσουν πραγματικές καταστάσεις.

Στόχοι της διδακτικής μας πρότασης είναι οι μαθητές: 

α) να προσεγγίσουν διαισθητικά την έννοια της ανάκλασης, της στροφής με τις βασικές τους ιδιότητες

β) να γίνει αντιληπτό πότε μια διαδρομή γίνεται σε συγκεκριμένες συνθήκες ελάχιστη και να εφαρμόσουν την τριγωνική ανισότητα σε μη τετριμμένες συνθήκες

γ) να εμπλακούν σε διαδικασία επίλυσης  προβλήματος

δ) να κάνουν μια γεωμετρική κατασκευή με τη βοήθεια του λογισμικού και να δώσουν μια πλήρη γεωμετρική απόδειξη με τη συνθετική μέθοδο

ε) να παρουσιάσουν στην τάξη κατασκευή και απόδειξη, με τη βοήθεια του λογισμικού

στ) να αντιληφθούν ότι σε μια ανάκλαση ή στροφή διατηρούνται τα μήκη

ζ) να προσθέσουμε στις προς χρήση έννοιες μία πολύ σημαντική έννοια, αυτή της συνάρτησης σε γεωμετρικό πρόβλημα, κάνοντας έτσι εικόνα μία αφηρημένη έννοια και ταυτόχρονα να κερδίσουμε δυναμικά στη Γεωμετρία.

6. Αναλυτική παρουσίαση του σεναρίου

Το σενάριο εξελίσσεται σε δύο φάσεις. Ο χρόνος που χρειάζεται να ολοκληρωθεί η κάθε φάση είναι περίπου μία διδακτική ώρα. Η διδασκαλία δοκιμάστηκε σε τέσσερις μαθητών Β΄ λυκείου χωρίς καμία προηγούμενη διδασκαλία στο διδακτικό αντικείμενο. Οι μαθητές καθ’ όλη τη διάρκεια της δοκιμής συνεργαζόταν μεταξύ τους και εκτός από τον υπολογιστή είχαν μαζί τους φύλλο εργασίας, τετράδιο και το σχολικό εγχειρίδιο για να ανατρέχουν σε προηγούμενες μη εμπεδωμένες γνώσεις. Στην περιγραφή των φάσεων που ακολουθεί γίνεται προσπάθεια να δοθούν οι καταστάσεις για πραγματική τάξη των 20-25 μαθητών.

Σε κανονικές συνθήκες οι μαθητές κάθονται ανά δύο στους υπολογιστές και ο καθηγητής πρέπει νωρίτερα να έχει δημιουργήσει ένα είδος μαθητικού συμβολαίου, σύμφωνα με το οποίο η οποιαδήποτε κατασκευή ή ισχυρισμός για να γίνει αποδεικτή, πρέπει να περάσει από την κριτική της τάξης και με λογικά επιχειρήματα να θεμελιωθεί. Ο καθηγητής αναλαμβάνει το ρόλο του εγγυητή της συζήτησης και της ορθότητας των τελικών αποτελεσμάτων. Το συμβόλαιο αυτό απαιτεί πιθανόν μια προπαρασκευή της τάξης με βάθος χρόνου, όπως και αναφέρεται στις εργασίες των Marrioti, Marrades και Gutierrez σε άρθρο της Laborde C. (2000). 

Φάση 1η

Σε κανονικές συνθήκες πραγματοποιείται σε εργαστήριο πληροφορικής με 10 -12 υπολογιστές όπου οι μαθητές κάθονται ανά δύο με τα τετράδια τους και λαμβάνουν το 1o φύλλο εργασίας. Οι υπολογιστές είναι εφοδιασμένοι με το Geogebra με το οποίο οι μαθητές έχουν μια μικρή εξοικείωση. Καθ’ όλη τη διάρκεια των δραστηριοτήτων ο καθηγητής συνεργάζεται με τους μαθητές και οι μαθητές μεταξύ τους. Ο καθηγητής εισάγει τις βασικές ιδιότητες της μεταφοράς (διατήρηση μηκών και γωνιών). Από πλευράς αντικειμένου οι μαθητές πρέπει πριν από τις δραστηριότητες να γνωρίζουν:

α) τις βασικές ιδιότητες τριγώνων

β) την τριγωνική ανισότητα

γ) τις βασικές ιδιότητες της στροφής.

Στη συνέχεια παρατίθεται το πρώτο φύλλο εργασίας που δίνεται στους μαθητές.

1ο ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Πρόβλημα:

Η ΔΕΗ θέλει να τροφοδοτήσει με ρεύμα τα δύο εργοστάσια που βρίσκονται στις θέσεις Α και Β από την πλησιέστερη ‘γραμμή’ τροφοδοσίας ηλεκτρικού ρεύματος, δημιουργώντας ένα νέο κόμβο. Να βρεθεί το κατάλληλο σημείο Κ δημιουργίας του κόμβου στη ‘γραμμή’ τροφοδοσίας, ώστε η συνολική διαδρομή ΚΑ + ΚΒ προς τα δύο εργοστάσια να είναι η ελάχιστη.

(η ‘γραμμή’ ηλεκτρικού ρεύματος ας είναι στο σχέδιο μαθηματική ευθεία)

Ένα σχέδιο των παραπάνω, με 1 cm να αντιστοιχεί σε 1 Km, υπάρχει στο αρχείο problimaDEH στην επιφάνεια εργασίας του υπολογιστή σας.
1. Ανοίξτε το αρχείο problimaDEH και βρείτε την ελάχιστη διαδρομή.

2. Προτείνετε μια γεωμετρική κατασκευή του ελάχιστου δρόμου.

3. Δημιουργήστε το κατάλληλο σχέδιο ώστε να κατασκευαστεί η ελάχιστη διαδρομή. Γράψτε μια σύντομη αναφορά που αιτιολογεί την ορθότητα της κατασκευής σας.
4. Με τη βοήθεια του παραθύρου της άλγεβρας περιγράψτε ενώπιον της τάξης, γιατί ο κόμβος θα πρέπει να κατασκευαστεί στη συγκεκριμένη θέση.
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Φάση 1η
[image: image7.emf]
Φάση 2η
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Φάση 3η
Φάση 2η

Πρέπει να πραγματοποιηθεί σε εργαστήριο πληροφορικής με 10-12 υπολογιστές όπου οι μαθητές κάθονται ανά δύο με τα τετράδια τους και λαμβάνουν το φύλλο έργου 2. Οι υπολογιστές είναι εφοδιασμένοι με το Geogebra με το οποίο οι μαθητές έχουν μια μικρή εξοικείωση. 

Παρακάτω παρατίθεται το φύλλο δραστηριότητας (2) που δίνεται στους μαθητές.

2ο ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ
Πρόβλημα:

Στο αεροδρόμιο  της Θεσσαλονίκης υπάρχουν δύο διάδρομοι προσγείωσης και απογείωσης. Για την αποφυγή των συχνών προβληματικών καταστάσεων ομίχλης θα πρέπει να τοποθετηθούν τρία μηχανήματα πάνω στις ευθείες γραμμές που οριοθετούν τους διαδρόμους και θέλουμε να σχηματίζουν ισόπλευρο τρίγωνο ώστε να προκύψουν τα καλύτερα δυνατά αποτελέσματα. Να βρεθεί ο τρόπος κατασκευής αυτού του ισόπλευρου τριγώνου. 

(οι γραμμές ε1, ε2 και ε3 να είναι παράλληλες  με την ε2 να μη βρίσκεται στη μεσοπαράλληλο των ε1 και ε3) 

Να καταγράψετε ένα σχέδιο και μια σύντομη αναφορά που θα επιδεικνύει και αποδεικνύει πλήρως την κατασκευή σας.
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ΑΡΧΙΚΗ ΦΑΣΗ 
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ΦΑΣΗ 1η 
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ΦΑΣΗ 2η
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ΦΑΣΗ 3η
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ΦΑΣΗ 4η
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ΦΑΣΗ 5η

Τελικά το ζητούμενο ισόπλευρο τρίγωνο ΕΘΙ.
Αυτό που εδώ εύκολα παρατηρούν οι μαθητές είναι πως μετά τη στροφή του τμήματος ΕΘ κατά γωνία -
[image: image1.wmf]°
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 με κέντρο το σημείο Ε, έχουμε το τμήμα ΕΙ με το σημείο Ι να είναι σημείο της ευθείας ε2.

Η απόδειξη ακολουθεί με την έννοια της συνάρτησης καθώς το σημείο Θ, παίρνοντας τη ζ΄ με στροφή 
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, προήλθε από σημείο της ζ. Σ’ αυτό επιστρέφουμε με στροφή -
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 που είναι το Ι. Όμως τώρα το τρίγωνο ΕΘΙ είναι ισοσκελές με 
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. Δηλαδή το τρίγωνο ΕΘΙ είναι το ζητούμενο καθώς είναι ισόπλευρο.

7. Εφαρμογή στη σχολική μονάδα

Η παραπάνω πρόταση διδασκαλίας εφαρμόστηκε 3 και 4 Μαρτίου 2011 στο σχολείο όπου και εργάζομαι, με τη συμμετοχή τεσσάρων μαθητών της Β΄ Λυκείου (Νίκος Γ., Θανάσης Κ., Ιλιάδα Π. και Χαρά Π.).

Συμπεράσματα

Από την πιλοτική εφαρμογή του προγράμματος φαίνεται οι μαθητές να κατανοούν τους διδακτικούς στόχους. Τα σχέδια που δίνουν τις απαντήσεις που προέκυψαν από τους ίδιους τους μαθητές.

Επίσης η μάθηση ήταν αβίαστη και ευχάριστη. Χαρακτηριστικά να  σημειώσουμε ότι όταν οι μαθητές παρατήρησαν την ελάχιστη διαδρομή προσπάθησαν με μεγάλη επιθυμία να αποδείξουν τις εικασίες τους. Συνηγορούν προς αυτό και τα ερευνητικά δεδομένα των Λάππα  & Γραβίλη, 2001 που αναφέρουν ότι αν οι εικασίες δεν απορριφθούν κατά τον έλεγχο, αν δηλαδή γίνουν ισχυρές υποθέσεις, δημιουργούν από μόνες τους την ανάγκη της απόδειξής τους.

Στα θετικά καταγράφεται και το γεγονός ότι οι μαθητές δεν παρουσίασαν δυσκολίες στη χρήση του λογισμικού. Αυτό κατά την άποψή μας  σημαίνει ότι το λογισμικό είναι εύχρηστο.

Ακόμα αναπτύχθηκε έντονος πειραματισμός σε όλη τη διάρκεια του σεναρίου υποβοηθούμενος από την ευκολία που παρείχε το λογισμικό. Αυτό δείχνει ότι οι μαθητές οικοδομούν τη γνώση και μπαίνουν στο ρόλο ερευνητή παίρνοντας μία πιο ενεργητική στάση στη μάθησή τους.

Για το δάσκαλο η εμπειρία ήταν ευχάριστη. Ήταν μια ρέουσα διδασκαλία χωρίς το διαρκή μονόλογο ή τις μονότονες ασκήσεις. Η επαφή με τους μαθητές ήταν η βέλτιστη.

[image: image15.emf]Κατά τη γνώμη μας τέτοια  χρήση των νέων τεχνολογιών αυξάνει την επίδοση των μαθητών και κάνει το μάθημα πιο ευχάριστο.

Να αναφέρουμε την άποψη του Goldenberg (1999), ο  οποίος ασκεί κριτική στον τρόπο που συχνά χρησιμοποιούμε τους Η/Υ σαν εργαλεία για εξυπηρέτηση παρωχημένων εκπαιδευτικών σκοπών π.χ σε τεστ πολλαπλής επιλογής.  Καταλήγει δε ότι ένας από τους πιο σημαντικούς στόχους είναι να καθορίσουμε το ρόλο της τεχνολογίας με προσανατολισμό στις «καλές μαθηματικές συνήθειες  του μυαλού». Κάτι τέτοιο θα μας οδηγήσει σε επιλογή λογισμικών των οποίων το σχέδιο θα στοχεύει τόσο στη λύση προβλημάτων όσο και στην εισαγωγή μαθηματικών ιδεών και προβλημάτων προς εξερεύνηση και διατύπωση που θα οδηγούν τους μαθητές σε νέους τρόπους σκέψης για τα προβλήματα και νέες συνδέσεις ανάμεσα στις ιδέες. 
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