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Θέμα 1ο 
 
 
Να λυθεί στο  *

+  η εξίσωση  2 2 0x x nx+ + − =  
 

Λύση 
 
 
Θεωρούμε τη συνάρτηση    ( ) 2 2,f x x nxx = + + −       ( )0,x ∈ +∞  
     Για  την  f  διαπιστώνουμε ότι :  
            •  ( ) 21 1 1 2 01f n= + + − =  

            •  ( )0,x∀ ∈ +∞ ,    ( )
12 1 0f xx
x

′ = + + >   

 άρα η f    είναι γνησίως αύξουσα και  επομένως       "1 1"−  στο  *
+   

Έτσι η δοθείσα εξίσωση διαδοχικά και ισοδύναμα γράφεται  
                                  ( ) ( )2 2 0 1x x nx f fx+ + − = ⇔ =

"1 1"

1
f

x
−

⇔ =  
 
 

Θέμα 2ο 
 
Έστω f  κυρτή συνάρτηση στο      και τέτοια ώστε : 
                                                        ( ) ( ) , 4f f xx x= ∀ ∈−   
Δείξτε ότι:  
                 α) ( ) 02f ′ =  
                 β) ( )min 2f f=  

 



Λύση 
α) Η    f  ως κυρτή  στο   είναι και παραγωγίσιμη σ’ αυτό . Παραγωγίζοντας λοιπόν τη σχέση της 
υπόθεσης έχουμε: 
                                                            ( ) ( ) , 4f f xx x′ ′= − ∀ ∈−   
Η παραπάνω σχέση για 2x =  δίνει: 
                                                           ( ) ( ) ( )2 02 2 2f f f′ ′ ′= − ⇔ = ( ) 02f ′⇔ =  
β)       f    κυρτή  στο    f ′⇔ ↑   
Για την     f  λοιπόν διαπιστώνουμε ότι:  

• ( ) 02f ′ =  (από το α) ερώτημα) 

• ( ) ( )
)

2 02
f a

x f fx
′↑

′ ′< ⇒ < =  

      ( ) ( )
)

2 02
f a

x f fx
′↑

′ ′> ⇒ > =  
Άρα ( )min 2f f=  

 
 

Θέμα 3ο 
 

Έστω f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο   συνάρτηση με    
                                            ( ) ( ) ( ) , f xf f xx x x′ ′′ ′′+ > ∀ ∈  
α) Δείξτε ότι η συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ,   1g f xx x x′= ⋅ ∈−   είναι γνησίως αύξουσα 
β) Μελετείστε    τη μονοτονία της  f  
 

 
 

Λύση 
 
α)  ( ) ( ) ( ) ( ),       1x g f fx x x x′ ′ ′′∀ ∈ = + − ( ) ( ) ( )

.
0f xf fx x x

υπ
′ ′′ ′′= + − >  

 
άρα g ↑   
 
β)  Παρατηρούμε ότι: 
 

• ( ) ( )1 1
g

x g gx
↑

< ⇒ < ( ) ( ) 01 fx x′⇒ <− ( )
1 0

0
x

f x
− <

′⇒ >  

• ( ) ( )1 1
g

x g gx
↑

> ⇒ > ( ) ( ) 01 fx x′⇒ >− ( )
1 0

0
x

f x
− >

′⇒ >  
Δηλαδή  

( ) ( ) ( )' 0,    ,1 1,f x x> ∀ ∈ −∞ ∪ +∞  και  f συνεχής  στο 1 (ως παραγωγίσιμη) 

άρα f ↑  .  

Σχόλιο: Αξίζει να παρατηρηθεί πως ( )' 0,    f x x> ∀ ∈  (αφού η σχέση της υπόθεσης για 1x =   

δίνει ( )' 1 0f > ) κάτι όμως που δεν είναι απαραίτητο για την εφαρμογή του σχετικού  κριτηρίου.  

 

Θέμα 4 

Έστω :f →   συνάρτηση ώστε ( ) ( )2 2 x xf x f x e e x−+ − = + + ,   x∀ ∈ . Να μελετήσετε την f ως προς 

τη μονοτονία. 

 



Λύση 
Από τη σχέση της υπόθεσης προκύπτει ότι: 

( ) ( )2 2 ,    x xf x f x e e x x−− + = + − ∀ ∈ . 

Η τελευταία σχέση σε συνδυασμό με τη δοθείσα, δημιουργεί ένα 2 2x  γραμμικό σύστημα  (με αγνώστους  

τα ( )f x  και ( )f x− ) η επίλυση του οποίου δίνει:  

                                                               ( ) ,  xf x e x x= + ∀ ∈ . 

                          Οπότε:  

                                                        ( ),   ' 1 0xx f x e∀ ∈ = + >  άρα f ↑  .              

                        

Θέμα 5 

Έστω η συνάρτηση ( ) [ ]2ημ2 ,   0,πf x x x x= − ∈ . Δείξτε ότι η fc  έχει μια τουλάχιστον οριζόντια 

εφαπτομένη. 

 

Λύση 
[ ] ( )0,π ,   ' 2συν2 2x f x x x∀ ∈ = − . Για την f ′  παρατηρούμε ότι: 

• f ′  συνεχής  στο  [ ]0,π  

• ( )0 2 0 2 1 2 0f συν′ = ⋅ = ⋅ = >  

• ( ) 2 2 2 2 2 0f π συν π π π′ = − = − <  

Άρα σύμφωνα με το θ. Bοlzano ( ) ( )ξ : ξ 00,π f ′∃ ∈ =   ο.ε.δ. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


