
MA£HMATIKA & ™TOIXEIA ™TATI™TIKH™

A. i. ŒÛÙˆ f(x) ÌÈ· ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÛÙÔ R Î·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ c∈ R

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: [c ? f (x)]′ = c ? f′(x),  x ∈ R

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).

ii. N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿‰Èfi Û·˜ ÙÔ˘˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Î·ÓfiÓÂ˜
·Ú·ÁÒÁÈÛË˜:
·) [f(x) + g(x)]′ = ......................................................

‚) [f(x) ? g(x)]′ = ........................................................

Á) f g′ = .............................................................. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 3).

iii. N· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿‰Èfi Û·˜ ÌÂ ™ (ÛˆÛÙfi) ‹ § (Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÔ)

ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:
·) AÓ Ë ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R Û˘Ó¿ÚÙËÛË f, ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ

ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô x0, ÙfiÙÂ f′(x0)=0.

‚) AÓ  f′(x0)=0, ÙfiÙÂ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ ÛÙÔ
ÛËÌÂ›Ô x0. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 2).

B. ŒÛÙˆ ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· A Î·È B ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø Ô ÔÔ›Ô˜ 
·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ·Ï¿ ÈÛÔ›ı·Ó· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·.
i. AÓ Ù· A, B Â›Ó·È ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ·, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

P(A∪ B)=P(A) + P(B) (ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).

ii. AÓ A ⊆ B, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ P(A) # P(B) (ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).

°. N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:
i. ¢ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ...........................

....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

ii. AÛ˘Ì‚›‚·ÛÙ· ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· fiÙ·Ó ........

iii. To ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ A ∩ B Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È fiÙ·Ó ..............................................
....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

iv. To ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ A ∪ B Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È fiÙ·Ó ..............................................
....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

v. AÓ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ø ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Â›Ó·È ÂÂÚ·-
ÛÌ¤ÓÔ˜ Î·È ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ·Ï¿ ÈÛÔ›ı·Ó· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· Î·È
A ⊆ ø, ÙfiÙÂ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ A ÙÔÓ
·ÚÈıÌfi............................................................................................................................... ....

....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).
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¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ê,  f,  g ÌÂ  f (1) = f′ (1) = 1 Î·È  Ê (x) = f (g(x)),
g (x) = lnx + x,  ÌÂ x>0.

·) N’ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: g (1)=Ê (1)=1,     g′ (1)=Ê′ (1)=2
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 7).

‚) N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ë g(x) ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·Ù· ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· ¢=(0, +∞).
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).

Á) N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘:

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 4).
‰) i. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓˆÓ Â1, Â2 ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·-

ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ Ê Î·È f ÛÙ· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘˜ A (1, Ê(1)) Î·È B (1, f(1))
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 7).

ii. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÁˆÓ›· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ Ë Â2 ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ x.
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 2).

™Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÌÈ·˜ ¿ÛÎËÛË˜ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ¿ÏÏˆÓ
fiÙÈ P(A)=0,7 Î·È P(B)=0,4,  fiÔ˘ A Î·È B Â›Ó·È ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘
‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø.

i. O §¿ÎË˜, Ô M¿ÎË˜ Î·È Ô ™¿ÎË˜ Ô˘ ¤Ï˘Û·Ó ÙËÓ ¿ÛÎËÛË ‚Ú‹Î·Ó
ÙÚ›· ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·: P(A—B)=0,2 , P(A—B)=0,4 Î·È
P(A—B)=0,7 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜! MfiÓÔ ¤Ó·˜ ¤¯ÂÈ ‚ÚÂÈ ÙÔ ÛˆÛÙfi
·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·. MÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈÔ˜ Â›Ó·È;

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 15).

ii. ŒÓ·˜ ÌfiÓÔ ÙÂÏÈÎ¿ ‚·ıÌÔÏÔÁ‹ıËÎÂ ÌÂ ¿ÚÈÛÙ· 20! TÈ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ¤¯ÂÈ 
‚ÚÂÈ ÁÈ· ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ A ∪ B, A ∩ B Î·È B—A;

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 10).

TÔ ÔÏ‡ÁˆÓÔ Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ (X) ÙˆÓ ÂÙ‹ÛÈˆÓ ÌÈÛıÒÓ (ÛÂ
ÂÎ·ÙÔÓÙ¿‰Â˜ €) ÂÓfi˜ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ ÂÚÁ·˙ÔÌ¤ÓˆÓ, ÔÌ·‰ÔÔÈËÌ¤ÓË˜ ÛÂ ÎÏ¿ÛÂÈ˜
›ÛÔ˘ Ï¿ÙÔ˘˜, ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛËÌÂ›·:

A(20, 0),       B(40, 5),        °(60, 10),     ¢(80, 20),     E(100, 30)
Z(120, Ó5),    H(140, 10),    £(160, 0).

H Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÁÚ·ÌÌ‹ ÌÂ ÂÍ›ÛˆÛË x=100 ‰È·ÈÚÂ› ÙÔ ¯ˆÚ›Ô Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi
ÙÔ ÔÏ‡ÁˆÓÔ Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ Î·È ÙÔÓ ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ ¿ÍÔÓ· ÛÂ ‰‡Ô ÈÛÂÌ‚·‰ÈÎ¿ ¯ˆÚ›·.

·) N’ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ó5=25. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).

‚) ¡· Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÂÙÂ ÙÔ ÈÛÙfiÁÚ·ÌÌ· Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ (Ã).
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).

Á) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Ì¤ÙÚˆÓ ı¤ÛË˜ ÙË˜ (Ã).
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 7).

‰) ∞Ó Û·Ó “fiÚÈÔ ÊÙÒ¯ÂÈ·˜” ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÌÈÛıfi ÙˆÓ 7.200 €, Ó· ÂÎÙÈÌ‹-
ÛÂÙÂ ÙÔ ÔÛÔÛÙfi Â› ÙË˜ % ÙˆÓ ÊÙˆ¯ÒÓ ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜.

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).
Â) ¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Û˘ÌÌÂÙÚ›· ÙË˜.

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 3).
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A. i. AÓ A, B Â›Ó·È ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø Ô ÔÔ›Ô˜ 
·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ·Ï¿ ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: 
ƒ(∞ ∪ µ) = P(A) + P(B) — P(∞ ∩ µ). (ÌÔÓ¿‰Â˜ 7)

ii. N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ¤Ó· ·fi Ù· Û‡Ì‚ÔÏ·: =,  $ ‹  # ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ 
ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:
·) ƒ(∞ ∩ µ) ... P(A)
‚) ƒ(∞ ∪ µ) ... P(B)
Á) P(A — B)  ... P(A)
‰) P(B — A)  ... P(∞ ∪ µ) (ÌÔÓ¿‰Â˜ 6)

B. ŒÛÙˆ ÌÈ· ÔÛÔÙÈÎ‹ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ X Î·È ¤Ó· ‰Â›ÁÌ· ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ v ÙÔ ÔÔ›Ô
ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ X. ŒÛÙˆ fiÙÈ t1, t2, ..., tÓ Â›Ó·È ÔÈ 
·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ‹Ú·ÌÂ ÌÂ ÙÈÌ¤˜ x1, x2, ..., xÎ , ÔÈ ÔÔ›Â˜ ¤¯Ô˘Ó 
Û˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ v1, v2, ..., vÎ , Û¯ÂÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ f1, f2, ..., fÎ, Ì¤ÛË
ÙÈÌ‹  x Î·È ‰È·ÛÔÚ¿ S2 (Îøv ıÂÙÈÎÔ› ·Î¤Ú·ÈÔÈ)
i. TÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û¯ÂÙÈÎ‹ Û˘¯ÓfiÙËÙ· ÙË˜ ÙÈÌ‹˜ xi, i = 1, 2, ..., Î;

ii. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ f1 + f2 + ... + fÎ = 1

iii. ¶ÔÈfi˜ ·fi ÙÔ˘˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Ù‡Ô˘˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛˆÛÙfi˜;

·) £ x= vi ? xi ‚) £ x= ti    

Á) £ x= fi ? xi ‰)   £ x= fi ? xi
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 8)

iv. ¶Ò˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ‰È·ÛÔÚ¿ S2; (ÌÔÓ¿‰Â˜ 4)

¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË: f (x) = x2 + (1 — x)2,  x ∈ R.
·) N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ·ÎÚfiÙ·Ù· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 12)

‚) ŒÓ· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ¤¯ÂÈ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ 2 Ì¤ÙÚ·. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹
ÙË˜ ‰È·ÁˆÓ›Ô˘ ÙÔ˘; (ÌÔÓ¿‰Â˜ 8)

Á) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜ ÌÂ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ø Î·È A ¤Ó· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ

ÙÔ˘ ø. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: fP(A)g2 + fP(A′)g2 $

ŒÓ·˜ ÔÓÙÈÎfi˜ ·Ê‹ÓÂÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô A ÙÔ˘
‰ÈÏ·ÓÔ‡ “Ï·‚‡ÚÈÓıÔ˘”. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô
ÔÓÙÈÎfi˜, Êı¿ÓÔÓÙ·˜ ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ÂÓÓÈ¿
ÎÔÌ‚ÈÎ¿ ÛËÌÂ›· A, B, °, ¢, E, Z, H, £
Î·È I, ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Ì›· ·fi ÙÈ˜ ‰È·‰ÚÔÌ¤˜ Ô˘
·ÓÔ›ÁÔÓÙ·È ÌÚÔÛÙ¿ ÙÔ˘, ¯ˆÚ›˜ Ó· Í·Ó·Î¿ÓÂÈ
ÙËÓ ›‰È· ‰È·‰ÚÔÌ‹ ÚÔ˜ Ù· ›Ûˆ. (¢ËÏ·‰‹, ·Ó
Î¿ÓÂÈ ÙË ‰È·‰ÚÔÌ‹ A±B, ı· Û˘ÓÂ¯›ÛÂÈ ÛÂ Ì›·
·fi ÙÈ˜ ‰È·‰ÚÔÌ¤˜ B±E ‹ B±° Î·È ‰ÂÓ ı·
Á˘Ú›ÛÂÈ ›Ûˆ ÛÙË ‰È·‰ÚÔÌ‹ B±A). K¿ıÂ
‰È·‰ÚÔÌ‹ ‰È·ÚÎÂ› 1 ‰Â˘ÙÂÚfiÏÂÙÔ.
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i. MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ‰ÂÓ‰ÚÔ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ‰˘Ó·-
Ù¤˜ ‰È·‰ÚÔÌ¤˜ ÁÈ· Ù· Ù¤ÛÛÂÚ· ÚÒÙ· ‰Â˘ÙÂÚfiÏÂÙ· Î·È Ó· ÁÚ¿„ÂÙÂ 
¤Ó·Ó Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ø ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 10)

ii. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ø ÙÔ˘ i) ÂÚˆÙ‹Ì·ÙÔ˜ 
·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ·Ï¿ ÈÛÔ›ı·Ó· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·.N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ 
Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ:
·) “™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ 4Ô˘ sec, Ô ÔÓÙÈÎfi˜ Ó· ‚ÚÂıÂ› ¿ÏÈ ÛÙÔ A”.
‚) “™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ 4Ô˘ sec, Ô ÔÓÙÈÎfi˜ Ó· ÌËÓ ¤¯ÂÈ ÂÚ¿ÛÂÈ ·fi ÙÔ E”
Á) “™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ 3Ô˘ sec, Ô ÔÓÙÈÎfi˜ Ó· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÔ Z”
‰) “™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ 4Ô˘ sec, Ô ÔÓÙÈÎfi˜ Ó· ¤¯ÂÈ ÂÚ¿ÛÂÈ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜

·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô E” (ÌÔÓ¿‰Â˜ 15).

ŒÛÙˆ x1, x2, ..., xK ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÌÈ·˜ ÔÛÔÙÈÎ‹˜ ‰È·ÎÚÈÙ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ (X) ÛÂ ¤Ó·
‰Â›ÁÌ· ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ Ó, (Î, Ó ∈ N* ÌÂ Î#Ó), ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘¯ÓfiÙËÙÂ˜
v1, v2, ..., vÎ>0,  ·ıÚÔÈÛÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ N1, N2, .... NÎ, Î·È Û¯ÂÙÈÎ¤˜
·ıÚÔÈÛÙÈÎ¤˜ Û˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ F1, F2, ... FÎ, Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ:

F2
i + (1 - Fi)2 = , ÁÈ· Î¿ıÂ i = 1, 2, ...,Î

fiÔ˘ · ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.
·) N· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ v = 10 (ÌÔÓ¿‰Â˜ 10).

‚) AÓ  10 xi
2vi = 1^xi?vi22

Ó· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

i. H Ù˘ÈÎ‹ ·fiÎÏÈÛË ÙË˜ (X) ÛÙÔ ÂÓ ÏfiÁˆ ‰Â›ÁÌ· Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÌË‰¤Ó.
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 8).

ii. x1 = x2 = ... = xÎ
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 7).

A. i. ŒÛÙˆ X ÌÈ· ÔÛÔÙÈÎ‹ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Î·È ¤Ó· ‰Â›ÁÌ· ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ Ó ÙÔ 
ÔÔ›Ô ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ X. AÓ t1, t2, ... tÓ Â›Ó·È ÔÈ 
·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜, Ó· ÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜:
·) M¤ÛË ÙÈÌ‹
‚) ¢È¿ÌÂÛÔ˜
Á) ¢È·ÛÔÚ¿
‰) ™˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 4).

ii. N· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿‰Èfi Û·˜ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Î¿ıÂ ÌÈ·˜ ·fi ÙÈ˜ 
·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È ‰›Ï· ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ· ™ (™ˆÛÙfi) ‹ § 
(§·Óı·ÛÌ¤ÓÔ):
·) H Ù˘ÈÎ‹ ·fiÎÏÈÛË ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È Î·È ˆ˜ ÔÛÔÛÙfi Â› ÙÔÈ˜ ÂÎ·Ùfi.
‚) O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ˜ ·fi ÙË ÌÔÓ¿‰· 

Ì¤ÙÚËÛË˜.
Á) H ‰È·ÛÔÚ¿ ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË ‰È¿ÌÂÛÔ.
‰) H Ù˘ÈÎ‹ ·fiÎÏÈÛË ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› ÛÂ ÔÌ·‰ÔÔÈËÌ¤Ó· 

‰Â‰ÔÌ¤Ó·.
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 8).
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B. i) N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (c)′=0, c∈ R (ÌÔÓ¿‰Â˜ 1)

ii) N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ x∈ R: (x)′=1. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 2)

iii) ™ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Ó· ÛËÌÂÈÒÛÂÙÂ ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿‰Èfi Û·˜ ÙÔ 
ÁÚ¿ÌÌ· ÙË˜ ÛˆÛÙ‹˜ ·¿ÓÙËÛË˜:

·) AÓ f(x)=1—øn1 2 ÙfiÙÂ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ f′(x) Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ

A. x B. 1—x °. 1+

¢. 1—1 2 E.

‚) O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙË˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ 
f(x)= ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x0=0, Â›Ó·È:

A. 1 B. 0 °. 2 ¢. ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È

Á) H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÙË˜ ÛÓ¿ÚÙËÛË˜ f(x)=2x2—3 ÛÙÔ 
ÛËÌÂ›Ô A(x0, f(x0)) ÌÂ x0=1 Â›Ó·È:
A. y=—x B. y=4x—3
°. y=4x—5 ¢. y=—3x+4

‰) H ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f(x)=x3—3x Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË 
ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x′x, ÁÈ· x=
A. 0 B. °. 1 Î·È —1 ¢. ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È

Â) H ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f(x)=x2+·x+‚ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜  
A(x0, f(x0)) ÌÂ x0=0 ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË y=3x+2. TfiÙÂ:
A. ·=3 Î·È ‚=2 B. ·=3 Î·È ‚=1
°. ·=1 Î·È ‚=2 ¢. ·=2 Î·È ‚=3

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 10).

MÂÏÂÙ‹Û·ÌÂ ¤Ó· ‰Â›ÁÌ· 800 ÔÈÎÔ-
ÁÂÓÂÈÒÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ
·È‰ÈÒÓ ÙË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜.
MÂÚÈÎ¿ ·fi Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·
Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Î˘ÎÏÈÎfi
‰È¿ÁÚ·ÌÌ·:

i. N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 9).

ii. N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ Î·È ÙË ‰È¿ÌÂÛÔ.
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5).

iii. EÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ 
ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ
A: “H ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ‰‡Ô ·È‰È¿”
B: “H ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ¤¯ÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ‰‡Ô ·È‰È¿”

£EMA 2Ô
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1
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3 ·È‰È¿
160 ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈÂ˜

2 ·È‰È¿
50%

0 ·È‰È¿
1 ·È‰›

72Ô

·ÚÈıÌfi˜ Ï‹ıÔ˜ ™¯ÂÙÈÎ‹ E›ÎÂÓÙÚË AıÚÔÈÛÙÈÎ‹ ™¯ÂÙÈÎ‹ ·ıÚÔÈÛÙÈÎ‹
·È‰ÈÒÓ ÔÈÎÔÁÂÓÂÈÒÓ Û˘¯ÓfiÙËÙ· fi ÁˆÓ›· ·i Û˘¯ÓfiÙËÙ· Ni Û˘¯ÓfiÙËÙ· Fi%

0
1 728
2 0,50
3 160

™‡ÓÔÏ· 800 1,00 3608 — —

x



(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

iv. EÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· ¤Ó· ·È‰› ·fi ÙÈ˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈÂ˜ ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜. N· 
‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ:
°: “TÔ ·È‰› ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÌfiÓÔ ·‰ÂÏÊfi”
¢: “TÔ ·È‰› ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó· ·‰ÂÏÊfi”
E: “TÔ ·È‰› ¤¯ÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ¤Ó· ·‰ÂÏÊfi”

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 6)

¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x)=ønx—øn(x+1), x>0.
·) N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· (ÌÔÓ¿‰Â˜ 8)

‚) ™Â ÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ f, Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ¤¯ÂÈ
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ; (ÌÔÓ¿‰Â˜ 7)

Á) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜, ÌÂ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ø={2, 3, 4, ..., Ó}, ÌÂ 
Ó ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ. AÓ ÁÈ· Î¿ıÂ Î∈ ø ÈÛ¯‡ÂÈ 9P(Î)=22f ′(Î), Ó· 
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ó=10. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 10).

A. ŒÛÙˆ t1, t2, ... tÓ ÔÈ ·Ú·Ù‹ÛÂÈ˜ ÌÈ·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ X. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

S2= ti
2—£ x 2

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 2)

B. OÈ ËÏÈÎ›Â˜ t1, t2, ... tÓ, v Ì·ıËÙÒÓ (v ıÂÙÈÎfi˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜) ¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ 
ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ CVx=15%. OÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ËÏÈÎ›Â˜ ÙˆÓ ›‰ÈˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÚÈÓ ¤Ó· 
¤ÙÔ˜ ·ÎÚÈ‚Ò˜ Â›¯·Ó Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ CVy=16%. 
·) N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Ì¤ÛË ËÏÈÎ›· £ x Î·È ÙËÓ Ù˘ÈÎ‹ ·fiÎÏÈÛË S ÙˆÓ t1, t2, ... tÓ.

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

‚) MÂÙ¿ fiÛ· ¤ÙË ·fi Û‹ÌÂÚ· ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ËÏÈÎ›Â˜ ÙˆÓ ›‰ÈˆÓ Ì·ıËÙÒÓ, 
ı· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÔÌÔÈÔÁÂÓ¤˜ ‰Â›ÁÌ·; (ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

Á) AÓ t1
2+t2

2+...+tÓ
2=26.176, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ v=100. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 6)

‰) H ËÏÈÎ›· ÂÓfi˜ Ì·ıËÙ‹ ·fi Ï¿ıÔ˜ ÌÂÙÚ‹ıËÎÂ 17 ¤ÙË ·ÓÙ› ÙË˜ 
Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ 15 ¤ÙË. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ ‰È·ÛÔÚ¿ ÙˆÓ ËÏÈÎÈÒÓ 
ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜; (Ì

·) °È· ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
P(A — B)=P (A) — P (A∩B)

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

‚) N· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÁÈ·Ù› Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f (x) = |x| ‰ÂÓ Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË
ÛÙÔ x0=0

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

Á) N· ‰ÒÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜
(i) ¤ˆ˜ (iii).
i. T› Ï¤ÌÂ Î·Ì‡ÏË Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÌÈ·˜ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ ÔÛÔÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜

ii. ¶Ò˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ f′(x0) ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ÛÙÔ x0.
iii. T› Â›Ó·È ÙÔ Â‡ÚÔ˜ ÂÓfi˜ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜.
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(ÌÔÓ¿‰Â˜ 6)

‰) N· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿‰Èfi Û·˜ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ÙË˜ ÂÚÒÙËÛË˜ Î·È ‰›Ï· ÙÔ
ÁÚ¿ÌÌ· Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
i. AÓ Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· ¢=_0, +

Â›Ó·È + + , ÙfiÙÂ Ô Ù‡Ô˜ ÙË˜ f Â›Ó·È:

A. 2ln x + + ,                 B. + ÂÊx +  x

°. 2ln x + ÂÊx +  x ¢. (ln x)2 + (ÂÊx)2 +   x
E. T›ÔÙ· ·fi Ù· A, B, °, ¢.

ii. AÓ ÁÈ· ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· P(A) ÙÔ˘ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ A ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡
¯ÒÚÔ˘ ø ÈÛ¯‡ÂÈ [P(A)]2 — 2 P(A) + 1 = 0   (1), ÙfiÙÂ:
A. TÔ A Â›Ó·È ·‰‡ÓÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ.
B. TÔ A Â›Ó·È ‚¤‚·ÈÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ.
°. E›Ó·È 0 < P(A) < 1.
¢. H Û¯¤ÛË (1) Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË.
E. T›ÔÙ· ·fi Ù· A, B, °, ¢.

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

MÈ· ‚ÈÔÌË¯·Ó›· ·Ú¿ÁÂÈ Ù· ÚÔ˚fiÓÙ· A, B, °, ¢ ÛÂ ÔÛÔÛÙfi 10%, 20%, 30%,
40% Â› ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙË˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ÙË˜ ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÎfiÛÙÔ˜ 14, 12, 10, 8 €
·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ÚÔ˚fiÓÙÔ˜.
·) N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Ì¤ÛÔ ÎfiÛÙÔ˜ ·Ó¿ ÌÔÓ¿‰· ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ÙË˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 7)

‚) N· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ‰È·ÛÔÚ¿ ÙÔ˘ ÎfiÛÙÔ˘˜ Â›Ó·È S2=4. (ÌÔÓ¿‰Â˜ 10)

Á) N· ‚ÚÂ›ÙÂ ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ ·, ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜, ·Ó ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ Î¿ıÂ
ÚÔ˚fiÓÙÔ˜ ·˘ÍËıÂ› Î·Ù¿ · ÙÔ ‰Â›ÁÌ· ÙË˜ ·Ú·ÁˆÁ‹˜ Á›ÓÂÙ·È ÔÌÔÈÔÁÂÓ¤˜.

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 8)

Ó ÙËÏÂıÂ·Ù¤˜ ‰‹ÏˆÛ·Ó ÙËÓ ÚÔÙ›ÌËÛ‹ ÙÔ˘˜ ÛÂ ¤Ó· ÌfiÓÔ ·fi Î ÚÔÁÚ¿ÌÌ·Ù· Ù·
·1, ·2, .....·Î ÌÂ Ó, Î ∈ N*. Afi ÙÈ˜ ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ˜ ÚÔ¤Î˘„Â fiÙÈ ÁÈ· Ù· ÔÛÔÛÙ¿
ÚÔÙ›ÌËÛË˜ f(·i) ÙˆÓ ·i Â›Ó·È:

f(·3) = % Î·È f(·i) = Ï ? 2i—1 , i = 1, 2, ..., Î  ÌÂ Ï ÛÙ·ıÂÚfi ·ÚÈıÌfi.

·) N’ ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: Ï = Î·È Î=5
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 9)

‚) EÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÙËÏÂıÂ·Ù‹ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë. N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜
ÙˆÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ:
A: “¶ÚÔÙ›ÌËÛÂ ÙÔ ÚfiÁÚ·ÌÌ· ·4”.
B: “¶ÚÔÙ›ÌËÛÂ ¤Ó· ·fi Ù· 2 ÈÔ ‰ËÌÔÊÈÏ‹ ÚÔÁÚ¿ÌÌ·Ù·”.
°: “¶ÚÔÙ›ÌËÛÂ Î¿ÔÈÔ ÂÎÙfi˜ ·fi ÙÔ ·1”.

(ÌÔÓ¿‰Â˜ 6)
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Á) AÓ ÙÔ ·4 ÚÔÙÈÌ‹ıËÎÂ ·fi 160 ¿ÙÔÌ·, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Ó.
(ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

‰) N· Á›ÓÂÈ ÙÔ Ú·‚‰fiÁÚ·ÌÌ· Û¯ÂÙÈÎÒÓ Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜
(·i, f(·i)). (ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

(¶ÚÔÛÔÌÂ›ˆÛË 2002)

140 Ì·ıËÙ¤˜ ÙË˜ °’ §˘ÎÂ›Ô˘ ‰‹ÏˆÛ·Ó Ô‡ ı· ÙÔ˘˜ ¿ÚÂÛÂ Ó· Á›ÓÂÈ Ë ÂÓı‹ÌÂÚË
ÂÎ‰ÚÔÌ‹ ÙÔ˘˜: Pfi‰Ô ‹ ™·ÓÙÔÚ›ÓË. ™Â ÌÂÚÈÎÔ‡˜ ¿ÚÂÛ·Ó Î·È Ù· ‰‡Ô ÓËÛÈ¿ Î·È ÛÂ
ÌÂÚÈÎÔ‡˜ Î·Ó¤Ó· ·fi Ù· ‰‡Ô. ™Â 56 Û˘ÓÔÏÈÎ¿ ¿ÚÂÛÂ Ë Pfi‰Ô˜ Î·È ÛÂ 98 Ë
™·ÓÙÔÚ›ÓË. EÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· ¤Ó· Ì·ıËÙ‹ Î·È ıÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·:
A: “Ó· ÙÔ˘ ·Ú¤ÛÔ˘Ó Î·È Ù· ‰‡Ô ÓËÛÈ¿”.
B: “Ó· ÌËÓ ÙÔ˘ ·Ú¤ÛÂÈ Î·Ó¤Ó· ·fi Ù· ‰‡Ô ÓËÛÈ¿”.
°: “Ó· ÙÔ˘ ·Ú¤ÛÂÈ ÌfiÓÔ Ë ™·ÓÙÔÚ›ÓË”.

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) 0,1 # P(A) # 0,4 (ÌÔÓ¿‰Â˜ 5)

‚) P(B) # 0,3 (ÌÔÓ¿‰Â˜ 8)

Á) 0,3 # P(°) # 0,7
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