
  

 
 
 
 

ΘΕΜΑ 1 
 
Α1.  Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 253 
 
Α1.  Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 273 
 
Β.  α →  Λ  
  β →  Σ 
  γ →  Σ 
  δ →  Λ 
  ε →  Σ 
  
 

ΘΕΜΑ 2 
 
α) ],2[/)2x(2)x('f +∞−=  
 ],2[x,0)x('f +∞∈>  
 και f συνεχής ],2[ +∞  
 Η f γνησίως αύξουσα στο ],2[ +∞  άρα και 1 - 1 
 
β) Επειδή f 1 – 1 αντιστρέψιµη στο  ( )],2[f +∞  
 6x4xy 2 +−=  
 0y6x4x2 =−+−  
 ∆ = 4(y – 2) 
 2y2x −+=      2y ≥  
 ή 
 2y2x −−=  

 2x ≥     22y2 ≥−+  

 02y ≥−    που ισχύει. 
 
 22y2 ≥−−  

 02y ≥−−  

 02y ≤−   Αδύνατο 
 

 2x,2x2)x(f 1 ≥−+=−  
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γ) i)  Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο [2 , +∞ ), οι εξισώσεις f(x) = x ,   
    x)x(f 1 =−  , )x(f)x(f 1−=  είναι ισοδύναµες. 
 Για να βρούµε τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης Cf και 1

fC− µε την     
y = x αρκεί να λύσω µία από αυτές. 

 
 3xή2x06x5xx6x4x 22 ==⇔=+−⇔=+−  
 δηλαδή τα κοινά σηµεία είναι τα Α(2,f(2)), B(3,f(3))  
 δηλ Α(2,2) , Β(3,3) 
 
 ii)  Επειδή Cf και 1

fC−  εµφανίζουν συµµετρία ως προς τον άξονα y = x 
υπολογίζουµε αρχικά το εµβαδόν του χωρίου Ε1 που δηµιουργείται από την 
(Cf , y = x , x =2 , x = 3) 

 παίρνω τη διαφορά. 
 ]3,2[/6x5x)6x4x(x)x(h 22 −+−=+−−=  

 0)x(h ≥  άρα ( )
6
1

dx6x5xE
3

2

2
1 =−+−= ∫  ΤΜ 

 Άρα 
3
1

E2E 1 ==  ΤΜ 

  
 

ΘΕΜΑ 3 
 

α) i) Αποδεικνύουµε ⇔−=− 1321 zzzz       

 ⇔−=−⇔
2

13

2

21 zzzz  

 ( )( ) ( )( ) ⇔−−=−−⇔ 13132121 zzzzzzzz  

 ⇔+−−=+−−⇔ 1131133322122111 zzzzzzzzzzzzzzzz  

 ⇔+−−=+−−⇔
2

13113

2

3

2

21221

2

1 zzzzzzzzzzzz  

 31312121 zzzzzzzz +=+⇔     (1) 

 
 Από την υπόθεση έχουµε 0zzz 321 =++  άρα 
 321 zzz −=+  

 321 zzz −=+  

 
2

3

2

21 zzz =+  

 ( )( ) 1zzzz 2121 =++  

 1zzzzzzzz 22212111 =+++  

 1zzzzzz
2

22121

2

1 =+++  

 1zzzz 2121 −=+  

 όµοια 1zzzz 3131 −=+  
 οπότε η (1) ισχύει 
 
 Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι 3213 zzzz −=−  



  

 άρα ισχύει 133221 zzzzzz −=−=−  

 
 

 ii) ⇔≤− 4zz
2

21  

  ( )( ) ⇔≤−−⇔ 4zzzz 2121  

  ⇔≤+−−⇔ 4zzzzzzzz 22212111  

  ⇔≤−−⇔ 2zzzz 2121  

  2zzzz 2121 −≥+⇔  

  όµως 1zzzz 2121 −=+  (από i) ερώτηµα) άρα 
  21 −≥−  ισχύει 
 Β τρόπος 
  Από τριγωνική ανισότητα ισχύει   
  ( ) 2zzzzzzzz 21212121 =+=−+≤−+=−  δηλαδή 

  ⇔≤− 2zz 21  

  ⇔≤−⇔ 4zz
2

21  

   

  ( ) 1
2
1

2
zzzz

2
zzzz

zzRe 21212121
21 −≥−=

+
=

+
=  

  διότι 1zzzz 1221 −=+  από α i) ερώτηµα  
 
 
β) Έστω Α(z1) Β(z2) Γ(z3) 
 Αφού 1zzz 321 === , τα Α, Β, Γ ανήκουν σε κύκλο κέντρου Ο(0,0) και 

ακτίνας ρ = 1. Επίσης από ⇔−=−=− 133221 zzzzzz  

 ⇔ ΑΒ = ΒΓ = ΑΓ 
 άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 
   

 
 

ΘΕΜΑ 4 
 

xln
1x
1x

)x(f −
−
+

=  

α) ),1()1,0(AAA 21 ∞+∪=∪=  

 
( )

0
1xx

1x
)x('f 2

2

<
−

+
−=  στα Α1 , Α2 

 οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Α1 = (0 , 1) 
          η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Α2 = (1 , +∞ ) 
 εποµένως το σύνολο τιµών είναι το ( ) ( )21 AfAf)A(f ∪=  
 όπου ( ) ( ) ( )∞+∞−==

+− →→
,)x(flim,)x(flimAf

0x1x
1  

         ( ) ( ) ( )∞+∞−==
+→+∞→

,)x(flim,)x(flimAf
1xx2  



  

 
β) Επειδή η f  είναι γνησίως φθίνουσα είναι  και 1-1 µε σύνολο τιµών 

( ) ( )∞+∞−= ,Af 1  που εµπεριέχει το µηδέν άρα υπάρχει ακριβώς ένα 
)1,0(x1 ∈  τέτοιο ώστε ( ) 0xf 1 = . 

 Όµοια η f ορισµένη στο (1 , +∞ ) είναι γνησίως φθίνουσα άρα και 1-1 µε 
σύνολο τιµών ( ) ( )∞+∞−= ,Af 2  που εµπεριέχει το µηδέν, άρα υπάρχει 
ακριβώς ένα ),1(x2 ∞+∈  τέτοιο ώστε ( ) 0xf 2 =  

 ∆ηλαδή η f(x) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες πραγµατικές στο πεδίο ορισµού 
της. 

 
 
γ) Η εφαπτοµένη της Cg της g(x) = lnx στο Α(α , lnα) , α>0  

 είναι η αln1x
α
1

y +−=   

 Η εφαπτοµένη της Ch της h(x) = ex στο B(β , eβ) , ℜ∈β  

 είναι η ( )β1exey ββ −+=   
 Από υπόθεση ταυτίζονται άρα ισχύουν 
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 Θα δείξω ότι f(α) = 0 δηλ ⇔=−
−
+

0αln
1α
1α

        ( 1α ≠ , ),1()1,0(α ∞+∪∈       

 0αlnαlnα1α =+−+⇔   που ισχύει λόγω (2) 
 
 
 
δ) Οι εξισώσεις των εφαπτοµένων στα Α(α,lnα) και Β(β, eβ) στις Cf,Cg είναι 

 αln1x
α
1

y +−=  , βββ eeβxey +⋅−=  

 Για να υπάρχουν δύο κοινές εφαπτοµένες πρέπει το σύστηµα 
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Η εξίσωση (2) έχει ακριβώς δύο λύσεις (ερώτηµα β)  
Άρα το σύστηµα έχει δύο ακριβώς λύσεις οπότε και οι ευθείες είναι δύο ακριβώς 
 
 

ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΘΕΜΑΤΩΝ 
 
ΘΕΜΑ 1ο  
Βατό µέσα από τη σχολική βιβλιογραφία. 
ΘΕΜΑ 2ο  
Βατό, παρόλο που δεν είδαµε τέτοιες ασκήσεις στη σχολική βιβλιογραφία. 
Συνδυαστική άσκηση. 
ΘΕΜΑ 3ο  
Όπως πάντα, πολλές πράξεις, χωρίς µαθηµατική σκέψη. 
ΘΕΜΑ 4ο  
Οι µονάδες που δίνονται δεν αντιστοιχούν προς τη δυσκολία των ερωτηµάτων, 
όπως για παράδειγµα το ερώτηµα 4δ για το οποίο η συνθήκη f(α) = 0 που 
ζητείται στο 4γ είναι αναγκαία και όχι ικανή. 
 
Γενικά, θέµατα µε πολλές πράξεις που απαιτούν από τους υποψήφιους ευχέρεια 
στους υπολογισµούς, καλό διάβασµα και καλή µελέτη συνδυαστικών ασκήσεων. 
 
∆εν τα αξιολογούµε ως θέµατα που ελέγχουν τη µαθηµατική σκέψη και τις 
γνώσεις των µαθητών. 
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