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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΘΕΤΙΚΗΣ & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  

2009 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ 1ο 
 
Α. Έστω µία συνάρτηση  f  ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν η  f  είναι συνεχής στο  ∆  και 

για κάθε εσωτερικό σηµείο x του  ∆  ισχύει  f ΄ (x) = 0, να αποδείξετε ότι η  f  είναι 
σταθερή σε όλο το διάστηµα  ∆. 

Μονάδες 10 

Β. Πότε µία συνάρτηση  f  λέγεται παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο  x0  του πεδίου ορισµού της; 

Μονάδες 5 

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα 
στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι 
σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

 
α. Αν  z1, z2  είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε ισχύει: 

2121
zzzz ⋅=⋅  

Μονάδες 2 

β. Μία συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού  Α  λέµε ότι παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο 
x0 ∈ A, όταν  f (x) ≥  f (x0)  για κάθε  x ∈ A. 

Μονάδες 2 
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Μονάδες 2 

δ. Κάθε συνάρτηση  f  συνεχής σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της είναι και παρα-
γωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 

Μονάδες 2 

ε. Αν µία συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [α, β]  και ισχύει  f (x) < 0 για 
κάθε x ∈ [α, β], τότε το εµβαδόν του χωρίου  Ω που ορίζεται από τη γραφική 
παράσταση της  f, τις ευθείες  x = α,  x = β  και τον άξονα  x΄x  είναι: 
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Μονάδες 2 

ΘΕΜΑ 2ο 

 
Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς:  

z = (2λ + 1) + (2λ − 1) i ,  λ ∈ �   
 
Α.  α. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας πάνω στην οποία βρίσκονται οι εικόνες των 

µιγαδικών αριθµών  z, για τις διάφορες τιµές του  λ ∈ � .  
Μονάδες 9 
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β. Από τους παραπάνω µιγαδικούς αριθµούς να αποδείξετε ότι ο µιγαδικός αριθµός 
z0 = 1 − i  έχει το µικρότερο δυνατό µέτρο. 

Μονάδες 8  

 

Β.  Να βρεθούν οι µιγαδικοί αριθµοί  w  οι οποίοι ικανοποιούν την εξίσωση  
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12 zww =−+  

 όπου  z0  ο µιγαδικός αριθµός που αναφέρεται στο προηγούµενο ερώτηµα. 
Μονάδες 8  

 
 
ΘΕΜΑ 3ο 
 
∆ίνεται η συνάρτηση:  

f (x) = αx − ln(x + 1),   x > −1,  
όπου  α > 0  και  α ≠ 1. 
 
A.  Αν ισχύει  f (x) ≥ 1  για κάθε  x > −1  να αποδείξετε ότι  α = e. 

Μονάδες 8 

Β. Για  α = e,  

α. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι κυρτή. 
Μονάδες 5 

β. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα  (−1, 0]  και 
γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0, +∞) 

Μονάδες 6  

γ. αν  β, γ ∈ (−1, 0) ∪ (0, +∞),  να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 
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 έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο (1, 2) 
Μονάδες 6  

 
 
ΘΕΜΑ 4ο 

 
Έστω  f  µία συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [0, 2] για την οποία ισχύει: 
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α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  G  είναι συνεχής στο διάστηµα [0, 2].  
Μονάδες 5  

β. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση G είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα (0, 2) και ότι ισχύει: 
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Μονάδες 6  

γ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθµός  α ∈ (0, 2) τέτοιος ώστε να ισχύει  Η(α) = 0.  

Μονάδες 7  

δ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθµός  ξ ∈ (0, α)  τέτοιος ώστε να ισχύει:  

ttfξttfta
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Μονάδες 7  
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Θεωρία - Θεώρηµα σελίδα 251 σχολ. βιβλίου. 

Β. Θεωρία - Ορισµός σελίδα 213 σχολ. βιβλίου. 

 

Γ.  

α. Σωστό 

β. Σωστό 

γ. Λάθος 

δ. Λάθος 

ε. Λάθος 

 

 

ΘΕΜΑ 2ο 

Α. 

α. Έστω yixz +=  και Μ (x, y) η εικόνα του. Τότε iyix )12()12( −++=+ λλ . 

Άρα 12 += λx  και 12 −= λy . Έτσι όµως 22 −=⇔−=− xyxy . 

∆ηλαδή οι εικόνες των µιγαδικών  z  βρίσκονται στην ευθεία  2:)( −= xyε . 

β. Ο µιγαδικός  z0  µε το µικρότερο µέτρο έχει εικόνα το σηµείο  Μ  για το οποίο είναι 

ΟΜ ┴ (ε).  
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Αφού ΟΜ ┴ (ε) 1111 −=⇒−=⋅⇒−=⋅⇒
Μ OΜOOM
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ε
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Άρα η εξίσωση της  ΟΜ  είναι: y = −x. 
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Οι συντεταγµένες του  Μ  (σηµείου τοµής των  ΟΜ, ε)  προκύπτουν από τη λύση του 

συστήµατος των εξισώσεων  y = −x,  y = x − 2. 

Εποµένως  .
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M  Άρα Μ(1, −1) και  z0 = 1 − i.  

 

Β.  Έστω  w = x + y i, µε  x, y ∈ R. Η εξίσωση 
0

2

12 zww =−+  γράφεται  

x
2 + y2 + x − y i

  − 12 = 1 − i ⇔ x2 + y2 + x − 12 − y i
 = 1 − i ⇔ x2 + y2 + x − 12 = 1  

και  y = 1 ⇔ x2 + x − 12 = 0  και  y = 1 ⇔ (x = −4  ή  x = 3)  και  y = 1. 

Άρα  w = −4 + i  ή  w = 3 + i. 

 

ΘΕΜΑ 3ο
 

 

Α. Ισχύει ότι  f (x) ≥ 1  για κάθε  x > −1. ∆ηλαδή  αx − ln(x + 1) ≥ 1  για κάθε  x > −1. 

Όµως  f (0) = 1, οπότε  f (x) ≥ f (0)  για κάθε  x > −1. 

Εποµένως η  f  παρουσιάζει στη θέση  x = 0  (ολικό, άρα και τοπικό) ελάχιστο το  f (0) = 1. 

Ακόµη η  f  είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα  (−1, +∞) ως διαφορά παραγωγίσιµων συνα-

ρτήσεων. 

Άρα σύµφωνα µε το θεώρηµα Fermat είναι  f ΄(0) = 0. 

Όµως 
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1
ln)(

+

−=

x
aax΄f x , οπότε  f ΄(0) = 0 ⇔ lnα = 1 ⇔ α = e. 

B. 

α. Για  α = e  είναι  f (x) = ex – ln(x + 1). 

Η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα  (−1, +∞)  µε 
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xx  για κάθε  x ∈ (−1, +∞).  

Άρα η  f  είναι κυρτή. 

β. Αφού η  f  είναι κυρτή στο (−1, ∞) προκύπτει ότι η  f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο (−1, ∞), 

µε προφανή ρίζα  x = 0  που είναι και µοναδική αφού η   f ΄ είναι γνησίως αύξουσα. 

Έτσι αν  −1 < x < 0 ⇒ f ΄( x) < f ΄(0) = 0, ενώ αν  x > 0 ⇒ f ΄( x) > f ΄(0) = 0. 

∆ηλαδή η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα (−1, 0] και γνησίως αύξουσα στο 

διάστηµα [0, +∞). 

γ. Η δοσµένη εξίσωση ισοδύναµα γράφεται: 
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Θεωρούµε τη συνάρτηση  g (x)  = (f (β) − 1) (x − 2) + (f (γ) − 1) (x − 1), µε  x ∈ [1, 2]. 

H  g  είναι συνεχής στο R ως πολυωνυµική άρα και στο [1, 2] . 

• g (1) = − (f (β) − 1) = 1 − f (β) = f (0) − f (β) < 0, διότι  f (0) ολικό ελάχιστο της  f  και 

β ≠ 0, 

• g (2) = f (γ) − 1 = f (γ) − f (0) > 0, επίσης διότι  f (0) ολικό ελάχιστο της  f  και  γ ≠ 0 . 

*(Πιο αναλυτικά είναι  f (0) − f (β) <  0 διότι:  

Αν  β ∈ (−1, 0)  επειδή η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα αυτό ισχύει:  

−1 < β < 0 ⇒ f (β) > f (0) ⇒ f (0) − f (β) < 0 

Αν  β ∈ (0, +∞), επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα αυτό ισχύει:  

0 < β ⇔ f (0) > f (β). 

Οµοίως προκύπτει  f (γ) − f (0) > 0). 

 

Άρα  g (1) ⋅ g (2) < 0, οπότε λόγω του θεωρήµατος Bolzano υπάρχει  x0 ∈ (1, 2) ώστε 

g (x0) = 0 ⇔  (f (β) − 1) (x0 − 2) + (f (γ) − 1) (x0 − 1) = 0 ⇔  
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Άρα η δοσµένη εξίσωση έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (1, 2). 

 

*Παρατήρηση: Θέτοντας χάριν συντοµίας  f (β) − 1 = κ > 0  και  f (γ) − 1 = λ > 0 θα 

µπορούσαν να δοθούν και οι παρακάτω λύσεις: 

α) Η συνάρτηση 
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 µε πεδίο ορισµού το (1, 2) έχει όρια +∝ και −∝ 

αντίστοιχα όταν  x → 1+   και  x → 2−  ενώ αποδεικνύεται πολύ εύκολα ότι είναι και γνησίως 

φθίνουσα στο (1, 2), διότι  0
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 για κάθε  x ∈ (1, 2), άρα έχει 

σύνολο τιµών το ),()(),( limlim
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+
→

−
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xhxh

xx

 και άρα το µηδέν περιέχεται στο σύνολο 

τιµών της δηλαδή η  h  έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο (1, 2).  

Επίσης εναλλακτικά από το ότι η  h  έχει όρια +∝  και −∝  αντίστοιχα όταν  x→1+  και  

x→2−, προκύπτει ότι υπάρχουν αριθµοί  γ, δ  ώστε  1 < γ < δ < 2  µε  f (γ) > 0  και  f (δ) < 0 

οπότε λόγω του θεωρήµατος Bolzano στο διάστηµα (γ, δ) υπάρχει ρίζα της εξίσωσης h (x) = 0. 
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β) Αλγεβρική λύση: 

Θέτοντας  ,0
21
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λκ
  x ∈ (1, 2)  προκύπτει  0)
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⇔ κ (x − 2) + λ (x − 1) = 0 ⇔ (κ + λ)  x = 2κ + λ ⇔ 
λκ
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+
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Η τιµή αυτή είναι αποδεκτή ως ρίζα της εξίσωσης αφού  
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 (και είναι µάλιστα µοναδική ρίζα). 

 

ΘΕΜΑ 4
ο

 

 
α) Η  f  συνεχής στο [0, 2] άρα και η  t f (t) είναι συνεχής στο [0, 2].  

Εποµένως η συνάρτηση H (x) είναι παραγωγίσιµη στο [0, 2], άρα είναι και συνεχής. 

Η συνάρτηση ttf
x

d)(
0∫  είναι παραγωγίσιµη στο [0, 2] αφού η f είναι συνεχής στο [0, 2]. 

Άρα η G είναι συνεχής στο (0, 2] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 

 

Εξετάζουµε τη συνέχεια της συνάρτησης  G  στη θέση  x0 = 0. 
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παραγωγίσιµη άρα και συνεχής. 

 

Επίσης 
( )( )

( )
=

−+

−+−−
=

−−
=

→→
22

22

0
2

2

0 11

1111
lim6

11
lim6)0(

tt

tt

t

t
G

tt

 

( ) ( )
3

2

1
6

11
lim6

11

11
lim6

22

2

022

2

0

=⋅=

−+

=

−+

+−
=

→→ tt

t

tt

t

tt

. 

Οπότε 3)0()(lim
0

==

+
→

GxG
x

. 



Τεχνική Επεξεργασία: Keystone 8

Άρα η συνάρτηση  G  είναι συνεχής και στο  x0 = 0. 

Εποµένως η  G  είναι συνεχής στο [0, 2]. 

 
β. Στο διάστηµα (0, 2) είναι: 
 
• η συνάρτηση  Η  παραγωγίσιµη αφού η  f  είναι συνεχής, µε  Η ΄(x) = x f (x). 
• η συνάρτηση  x  παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε  (x)΄ = 1. 
 

Άρα και η συνάρτηση 
x

xH )(
 είναι παραγωγίσιµη ως πηλίκο παραγωγισίµων συναρτήσεων 

µε:  

=
−⋅

=
′









2

))(()()(

x

΄xxHxxH΄

x

xH
=

⋅−⋅⋅ ∫
2

0

d)()(

x

ttftxxfx
x

2

0

d)(
)(

x

ttft
xf

x

∫ ⋅

− . 

 
Επίσης στο ίδιο διάστηµα, αφού η  f  είναι συνεχής συνάρτηση θα είναι παραγωγίσιµη και η 

συνάρτηση ∫
x

ttf
0

d)(  µε )(d)(
0

xfttf
x

=
′





 ∫ . 

Άρα η συνάρτηση  G  είναι παραγωγίσιµη ως διαφορά παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε:  

22

0 )(
)(

d)(
)()(

x

xH
xf

x

ttft
xfxG΄

x

−=−−=

∫
,  0 < x < 2. 

 

γ. Η συνάρτηση  G  είναι συνεχής στο [0, 2] και παραγωγίσιµη στο (0, 2), µε  G(0) = 3 (από 

το β ερώτηµα). 

Βρίσκουµε την τιµή της G στη θέση ∫ +−==
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Έτσι λόγω της (1) είναι  
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d)(2
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ttf

G ==+−= ∫
∫

.  

Ισχύουν εποµένως για τη συνάρτηση  G  οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle στο 

διάστηµα [0, 2], άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον  α ∈ (0, 2) τέτοιο ώστε  G ΄(α) = 0. 

Όµως από β ερώτηµα  
2
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α

α

α

H
G΄ −= . 

Άρα είναι  Η (α) = 0. 
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δ. Η συνάρτηση G είναι συνεχής στο [0, α] και παραγωγίσιµη στο (0, α). Άρα ισχύουν οι 

προϋποθέσεις του θεωρήµατος µέσης τιµής. 

Εποµένως υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, α):  
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=−⇔

−

−
=

0)(
0

2

33d)(
)(

)(

0

)0()(
)(

aHttf
H

H

a

GaG
G΄

α

α

α

ξ

ξ
ξ

α

 

 

⇔−=−

∫∫
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*β’ τρόπος: 

Αρκεί να δειχθεί ότι υπάρχει ρίζα στο (0, α), µε  α ∈ (0, 2) για την εξίσωση: 
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την οποία έχουµε : 

α) είναι συνεχής στο [0, α) ως άθροισµα της συνεχούς  G  (από το α’ ερώτηµα) και της 

πολυωνυµικής xttf
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β) είναι παραγωγίσιµη στο (0, α) ως άθροισµα της παραγωγίσιµης  G  (από το β’ ερώτηµα) 

και της πολυωνυµικής, xttf
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γ) Ρ (0) = Ρ (α) = 3 διότι 

Ρ (0) = G (0) + 0 = 3 και 
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Τεχνική Επεξεργασία: Keystone 10

Έτσι ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle και άρα υπάρχει ξ ∈ (0, α) ώστε 

⇔=′ 0)(ξP 0d)(
1

)(0)(
0

=+⇔= ∫
α

α
ξξ ttfG΄P΄ , δηλαδή αποδείχθηκε ότι η εξίσωση (1) 

έχει ρίζα  ξ ∈ (0, α). 

 


