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1 ∆ιανυσµατικός Λογισµός

1.1 Η έννοια του διανύσµατος

1.1. Να σχεδιάσετε:
α) δύο οµόρροπα διανύσµατα, ϐ) δύο αντίρροπα διανύσµατα, γ) δύο κάθετα διανύ-

σµατα.

1.2. Να σχεδιάσετε:
α) δύο ίσα διανύσµατα, ϐ) δύο αντίθετα διανύσµατα, γ) δύο συγγραµµικά διανύσµα-

τα.

1.3. Να χαρακτηρίσετε καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις ως σωστή ή λανθασµέ-

νη.

α) Για δύο διαφορετικά σηµεία Α και Β ισχύει
−→
AA 6=

−−→
BB.

ϐ) Το διάνυσµα µε αρχή το Κ και πέρας το Η συµβολίζεται
−−→
HK.

γ) Αν για τα µη µηδενικά διανύσµατα
−→
AB,

−→
Γ∆ είναι

−→
AB ‖

−→
Γ∆ τότε οι ευθείες ΑΒ, Γ∆

είναι παράλληλες ή ταυτίζονται.

δ) Αν
−→
AB ↑↓

−→
Γ∆ τότε

−→
AB ↑↑

−→
∆Γ.

ε) Αν το διάνυσµα
−→
AB είναι το µηδενικό τότε ισχύει

−→
AB =

−→
BA.

1.4. Να χαρακτηρίσετε καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις ως σωστή ή λανθασµέ-

νη.

α) Αν

∣∣∣−→AB∣∣∣ =
∣∣∣−→Γ∆

∣∣∣ τότε τα διανύσµατα
−→
AB,

−→
Γ∆ είναι ίσα ή αντίθετα.

ϐ) Αν

∣∣∣−→AB∣∣∣ =
∣∣∣−→Γ∆

∣∣∣ και −→AB ‖ −→Γ∆ τότε τα διανύσµατα
−→
AB,

−→
Γ∆ είναι ίσα.

γ) Αν

∣∣∣−−→AM ∣∣∣ =
∣∣∣−−→MB

∣∣∣ τότε το Μ είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ.

δ) Αν
−−→
AM =

−−→
BM τότε το Μ είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ.

ε) Αν το ΑΒΓ είναι ισόπλευρο τρίγωνο τότε ισχύει
−→
AB =

−→
BΓ =

−→
ΓA.

1.5. Για ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ ισχύει η σχέση
−→
AB =

−→
∆Γ. Τι µπορούµε να συµπε-

ϱάνουµε για το τετράπλευρο ΑΒΓ∆;

1.6. Θεωρούµε τετράγωνο ΑΒΓ∆. Υπολογίστε τις παρακάτω γωνίες:

(
−→
AB,
−→
AΓ) (

−→
AΓ,
−→
ΓB) (

−→
A∆,
−−→
B∆) (

−→
AΓ,
−−→
B∆) (

−→
AB,
−→
Γ∆)

1.7. Θεωρούµε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του Α∆. Υπολογίστε τις παρα-

κάτω γωνίες:

(
−→
AB,
−→
AΓ) (

−→
AB,
−→
BΓ) (

−→
A∆,
−→
BΓ) (

−→
A∆,
−→
ΓA) (

−−→
∆B,

−→
Γ∆)

1.8. Με δεδοµένο ένα τρίγωνο ΑΒΓ, να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ

του επιπέδου σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α)

∣∣∣−−→MA
∣∣∣ =

∣∣∣−−→MB
∣∣∣ ϐ)

∣∣∣−−→MA
∣∣∣ < ∣∣∣−−→MB

∣∣∣ γ)
−−→
AM ‖

−→
BΓ δ)

−−→
AM ⊥

−→
BΓ

ε)

∣∣∣−−→MA
∣∣∣ = 5 ς)

∣∣∣−−→MA
∣∣∣ ≥ 5 Ϲ) 2

∣∣∣−−→MA
∣∣∣2 = 5

∣∣∣−−→MA
∣∣∣− 2 η) 1 <

∣∣∣−−→MA
∣∣∣ < 2

2



1.2 Πρόσθεση και αφαίρεση διανυσµάτων

1.9. Να σχεδιάσετε ένα σκαληνό οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και να ϕέρετε τη διάµεσό

του ΑΜ. Να ϐρείτε τα διανύσµατα που ορίζονται από τις παρακάτω πράξεις:

α)
−→
AB +

−→
AΓ ϐ)

−→
AB −

−→
AΓ γ)

−−→
AM +

−−→
ΓM δ)

−→
AB −

−−→
AM

1.10. Να σχεδιάσετε ένα παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Να ϐρείτε τα διανύσµατα που

ορίζονται από τις παρακάτω πράξεις:

α)
−→
AB +

−→
A∆ ϐ)

−−→
B∆ +

−→
AB γ)

−→
BΓ−

−→
BA δ)

−→
AB +

−→
Γ∆

1.11. Να ϐρείτε το διάνυσµα
−→x σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

1.12. Αν τα µη µηδενικά διανύσµατα
−→α ,
−→
β είναι οµόρροπα και έχουν διαφορετικά

µέτρα, να ϐρείτε τις δυνατές τιµές της γωνίας των διανυσµάτων
−→α +

−→
β και

−→α −
−→
β .

1.13. Αποδείξτε ότι για τα σηµεία Α, Β, Μ, Ν ισχύει
−−→
AM +

−−→
NB =

−→
AB −

−−→
MN .

1.14. Για τυχαίο πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα

−→
AΓ +

−→
EA+

−−→
B∆ +

−→
AB +

−→
ΓE +

−→
∆A =

−→
0 .

1.15. ΄Εστω
−→α ,
−→
β ,
−→γ ,
−→
δ τα διανύσµατα ϑέσεως των σηµείων Κ, Λ, Μ, Ν ως προς ένα

σηµείο αναφοράς Ο. Αν
−→α +−→γ =

−→
β +

−→
δ , να δείξετε ότι:

α)
−−→
ΛK =

−−→
MN ϐ)

−−→
NK =

−−→
MΛ

1.16. Θεωρούµε τα µη µηδενικά και κάθετα µεταξύ τους διανύσµατα
−→α ,
−→
β . Απο-

δείξτε ότι:

α) |−→α |+
∣∣∣−→β ∣∣∣ < 2

∣∣∣−→α +
−→
β
∣∣∣ ϐ) 2 |−→α | <

∣∣∣−→α +
−→
β
∣∣∣+
∣∣∣−→α −−→β ∣∣∣

1.17. Για τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ισχύουν |−→α | = 4

∣∣∣−→β ∣∣∣ και

∣∣∣−→α +
−→
β
∣∣∣ = 5

∣∣∣−→β ∣∣∣. Να

δείξετε ότι τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β είναι οµόρροπα.

1.18. Για τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ισχύουν

∣∣∣−→β ∣∣∣ = 2 |−→α | και
∣∣∣−→α +

−→
β
∣∣∣ = |−→α |. Να

δείξετε ότι τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β είναι αντίρροπα.

1.19. Αν
−→α +

−→
β +−→γ =

−→
0 και 3 |−→α | = 4

∣∣∣−→β ∣∣∣ = 12 |−→γ |, να δείξετε ότι τα
−→
β ,
−→γ είναι

οµόρροπα ενώ τα
−→α ,
−→
β είναι αντίρροπα.

3



1.3 Πολλαπλασιασµός αριθµού µε διάνυσµα

1.20. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και σηµεία Κ, Λ, Μ των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ

αντίστοιχα, τέτοια ώστε AK = 2
3
AB, BΛ = 1

4
BΓ και ΓM = 2

5
ΓA. Να γράψετε

καθένα από τα διανύσµατα KΛ και ΛM ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων−→
AB = −→α ,

−→
AΓ =

−→
β .

1.21. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και σηµεία ∆, Ε που ορίζονται από τις σχέσεις
−−→
B∆ =

1
3

−→
BΓ και

−−→
BE = −2

3

−→
BΓ. Να γράψετε καθένα από τα διανύσµατα

−→
A∆ και

−→
AE ως

γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων
−→
AB = −→α ,

−→
AΓ =

−→
β .

1.22. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε
−→
AB = −→α ,

−→
A∆ =

−→
β . Παίρνουµε

σηµεία Ε, Ζ στη διαγώνιο ΑΓ τέτοια ώστε AE = ΓZ = 1
4
AΓ.

α) Να γράψετε καθένα από τα διανύσµατα
−−→
∆E και

−→
ZB ως γραµµικό συνδυασµό των

διανυσµάτων
−→α ,
−→
β .

ϐ) Τι µπορούµε να συµπεράνουµε για το τετράπλευρο ∆ΕΒΖ;

1.23. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆. Αν Μ, Ν είναι τα µέσα των πλευρών

Α∆, ΒΓ αντίστοιχα, να δείξετε ότι:

α)
−−→
MN =

1

2
(
−→
AB +

−→
∆Γ) ϐ)

−−→
AN +

−−→
∆N =

−→
AB +

−→
∆Γ

1.24. Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και τα µέσα Κ, Λ των ΑΒ, Γ∆ αντίστοιχα. Να

δείξετε ότι:

α)
−→
A∆ +

−→
BΓ = 2

−−→
KΛ ϐ)

−→
AΓ +

−−→
B∆ = 2

−−→
KΛ

1.25. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Κ και Μ το µέσο του ΚΓ. Αποδείξτε

ότι −→
AB +

−→
A∆ + 2

−→
AΓ = 4

−−→
AM.

1.26. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Κ και Μ το µέσο του ΑΚ. ΄Εστω Ν

σηµείο της πλευράς ΑΒ τέτοιο ώστε 5
−−→
AN = 2

−→
AB. Αποδείξτε ότι

5
−→
A∆ = 3

−→
∆Γ− 20

−−→
MN.

1.27. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και σηµείο Μ, ώστε
−−→
MΓ = −2

−−→
MB. Αποδείξ-

τε ότι:

α)
−−→
BM =

1

3

−→
BΓ ϐ)

−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
M∆ + 2

−→
AB =

−→
0

1.28. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο Μ τέτοιο ώστε 3
−−→
BM +

−−→
MΓ =

−→
0 . Να δείξετε

ότι:

α)
−−→
BM = −1

2

−→
BΓ ϐ) 3

−→
AB = 2

−−→
AM +

−→
AΓ

1.29. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία ∆, Ε, Ζ για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις

−→
A∆ =

1

3

−→
AB ,

−→
ΓE =

1

2

−→
BΓ ,

−→
AZ =

3

5

−→
AΓ .

Να δείξετε ότι τα σηµεία ∆, Ε, Ζ είναι συνευθειακά.
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1.30. Με δεδοµένο ότι:

−→
OA = 2−→α +

−→
β +−→γ ,

−−→
OB = 2

−→
β −−→γ ,

−→
OΓ = −4−→α + 4

−→
β − 5−→γ ,

να δείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

1.31. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις, να δείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ

είναι συνευθειακά.

α) 7
−−→
MB + 3

−−→
ΓM = 4

−−→
MA ϐ) 3

−−→
MK +

−−→
KA+ 2

−−→
KB = 3

−−→
MΓ

1.32. Θεωρούµε οξυγώνιο και σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ. Σε καθεµία από τις παρακάτω

περιπτώσεις, να ϐρείτε το σηµείο Μ.

α)
−−→
AM + 2

−−→
BM + 3

−−→
ΓM =

−→
0 ϐ)

−−→
AM + 3

−−→
BM =

−−→
ΓM

1.33. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αποδείξτε ότι για οποιοδήποτε σηµείο Μ το διάνυσµα−→
δ = 5

−−→
MA− 8

−−→
MΓ + 3

−−→
MB είναι σταθερό.

1.34. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό λ ώστε το διάνυσµα−→
δ =

−−→
MA+ 2

−−→
MB + λ

−−→
MΓ να είναι ανεξάρτητο της ϑέσης του σηµείου Μ.

1.35. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Κ. Να δείξετε ότι για οποιοδήποτε

σηµείο Μ ισχύει −−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MΓ +

−−→
M∆ = 4

−−→
MK.

1.36. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε διάµεσο ΑΜ. Θεωρούµε σηµείο Η τέτοιο ώστε
−−→
AH =

−2
−−→
AM . Να δείξετε ότι

−−→
HB +

−→
HΓ = 6

−−→
AM .

1.37. Θεωρούµε κύκλο µε κέντρο Κ και τις κάθετες χορδές του ΑΒ, Γ∆ οι οποίες

τέµνονται στο σηµείο Μ. Να δείξετε ότι

−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MΓ +

−−→
M∆ = 2

−−→
MK.

1.38. Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό κ, αν
−→
AΓ = −κ

−→
ΓB,

−→
A∆ = κ

−−→
∆B και το Γ

είναι µέσο του τµήµατος Α∆.

1.39. Θεωρούµε τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα
−→
OA = −→α και−−→

OB =
−→
β . Να δείξετε ότι ο ϕορέας του διανύσµατος

−→
δ =

−→α
|−→α |

+

−→
β∣∣∣−→β ∣∣∣

µε αρχή το Ο, διχοτοµεί τη γωνία AÔB.

1.40. Θεωρούµε τα µη µηδενικά διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,
−→γ τα οποία είναι ανά δύο µη

συγγραµµικά. Αν
−→α ‖ (

−→
β +−→γ ) και

−→
β ‖ (−→α +−→γ ), να δείξετε ότι

−→γ ‖ (−→α +
−→
β ).
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1.41. Αν κ, λ είναι ϑετικοί αριθµοί και
−−→
AM = κ

−−→
MB,

−−→
AN = λ

−−→
NB, να δείξετε ότι

−−→
MN =

λ− κ
(1 + κ)(1 + λ)

−→
AB.

1.42. Για τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β να δείξετε ότι:

α)

∣∣∣−→α −−→β ∣∣∣ ≤ ∣∣∣−→α − 2
−→
β
∣∣∣+
∣∣∣−→β ∣∣∣ ϐ)

∣∣∣−→α + 3
−→
β
∣∣∣ ≤ ∣∣∣−→α + 4

−→
β
∣∣∣+
∣∣∣−→β ∣∣∣

1.43. Θεωρούµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µήκους 4. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο

των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει∣∣∣−−→MA+
−−→
MB

∣∣∣ =
∣∣∣4−−→MA− 4

−−→
MB

∣∣∣ .
1.44. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και ∆ το µέσο της ΒΓ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο

των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει

−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MΓ = λ

−→
A∆

όπου ο λ διατρέχει το κλειστό διάστηµα [−1, 2].

1.45. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέ-

δου για τα οποία ισχύει∣∣∣−−→MB +
−−→
MΓ + 2

−−→
MA

∣∣∣ =
∣∣∣−−→MB +

−−→
MΓ− 2

−−→
MA

∣∣∣ .
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1.4 Συντεταγµένες στο επίπεδο

1.46. Στο σύστηµα συντεταγµένων του παρακάτω σχήµατος είναι
−→
OA =

−→
i και−−→

OB =
−→
j . Να γράψετε ως γραµµικό συνδυασµό των

−→
i ,
−→
j τα διανύσµατα

−→
Γ∆,

−→
EZ,−−→

HΘ,
−→
ΓH και να ϐρείτε τις συντεταγµένες τους.

1.47. ∆ίνονται τα διανύσµατα
−→α = (λ2 − 4, λ+ 2) και

−→
β = (4λ− 7, 3), όπου λ ∈ R.

α) Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό λ ώστε
−→α =

−→
0 .

ϐ) Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό λ ώστε
−→α =

−→
β .

1.48. ∆ίνεται το διάνυσµα
−→α = (λ2 − 16,−4λ+ λ2), όπου λ ∈ R.

α) Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό λ ώστε
−→α ‖ x′x και

−→α 6= −→0 .

ϐ) Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό λ ώστε
−→α ‖ y′y και

−→α 6= −→0 .

1.49. ∆ίνονται τα διανύσµατα
−→α = (1,−3),

−→
β = (−1, 2) και

−→γ = (−1, 1).

α) Να ϐρείτε τα διανύσµατα
−→u = 5−→α − 2

−→
β και

−→w = −2−→α + 4−→γ .

ϐ) Να γράψετε το διάνυσµα
−→γ ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων

−→α και
−→
β .

1.50. ∆ίνεται το διάνυσµα
−→α = (−2, 5). Να ϐρείτε τα διανύσµατα τα οποία είναι

συγγραµµικά µε το
−→α και έχουν µέτρο τριπλάσιο του µέτρου του

−→α .

1.51. ∆ίνονται τα σηµεία A(1, 2), B(3, 5), Γ(5, 7), ∆(−10,−11). Να ϐρείτε τις συν-

τεταγµένες των διανυσµάτων
−→
AB,

−→
BΓ,

−→
Γ∆ και στη συνέχεια να γράψετε το

−→
Γ∆ ως

γραµµικό συνδυασµό των
−→
AB,

−→
BΓ.

1.52. Θεωρούµε τα σηµεία A(−1, 2) και B(3,−1). Να ϐρείτε τις συντεταγµένες του

σηµείου Μ σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α)
−−→
AM = −3

−→
AB ϐ)

−−→
AM = 2

−−→
MB γ)

−−→
AM = −3

−−→
MB

1.53. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε A(−1, 4), B(5, 2) και κέντρο ϐάρους G(0,−3). Να

ϐρείτε τις συντεταγµένες του µέσου Μ της ΒΓ και της κορυφής Γ.

1.54. Θεωρούµε το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε κέντρο K(4, 5) και A(1, 2), B(5, 3).
Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Γ και ∆.
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1.55. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τα µέσαK(4, 0), Λ(6, 2),M(3, 5) των πλευρών του

ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ αντίστοιχα. Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Α, Β, Γ.

1.56. ∆ίνονται τα σηµεία A(3,−4) και B(2, 1).
α) Να ϐρείτε το συµµετρικό του Α ως προς κέντρο συµµετρίας το Β.

ϐ) Να ϐρείτε το συµµετρικό του Β ως προς κέντρο συµµετρίας το Α.

1.57. ΄Εστω το διάνυσµα
−→α = (λ− 1,−2), όπου λ πραγµατικός αριθµός. Να ϐρείτε

το λ ώστε |−→α | = 3.

1.58. Θεωρούµε το διάνυσµα
−→α =

(
|−→α | − 1,

√
5
)
. Να ϐρείτε τις συντεταγµένες του

διανύσµατος
−→α .

1.59. ΄Εστω
−→x = |−→x | −→i + (|−→x | − 1)

−→
j , όπου

−→
i ,
−→
j τα µοναδιαία διανύσµατα των

αξόνων x′x, y′y αντίστοιχα. Να δείξετε ότι
−→x =

−→
i .

1.60. ∆ίνονται τα σηµεία A(1, 3), B(−2,−5) και Γ(1, 7). Να ϐρείτε τα µέτρα των

διανυσµάτων
−→
AB,

−→
AΓ και

−→
AB +

−→
AΓ.

1.61. ∆ίνονται τα σηµεία A(−2, 3) και B(3, 4).
α) Να ϐρείτε σηµείο Μ του άξονα x′x ώστε το τρίγωνο ΑΒΜ να είναι ισοσκελές µε

κορυφή το Μ.

ϐ) Να ϐρείτε σηµείο Ν του άξονα y′y ώστε το τρίγωνο ΑΒΝ να είναι ισοσκελές µε

κορυφή το Ν.

1.62. ∆ίνονται τα διανύσµατα
−→α = (λ2 − 5,−2λ) και

−→
β = (−2, 1), όπου λ ∈ R.

α) Να ϐρείτε τις τιµές του λ για τις οποίες τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β είναι συγγραµµικά.

ϐ) Για ποιά τιµή του λ τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β είναι οµόρροπα;

1.63. Να ϐρείτε την τιµή του πραγµατικού αριθµού κ, έτσι ώστε τα σηµείαA(κ, κ−1),
B(−1, 3), Γ(2κ, 6) να είναι συνευθειακά.

1.64. ∆ίνεται το διάνυσµα
−→α =

(√
12, κ2 + 2

)
, όπου κ πραγµατικός αριθµός.

α) Να ϐρείτε το κ ώστε το διάνυσµα
−→α να σχηµατίζει γωνία 60◦ µε τον άξονα x′x.

ϐ) Για τις τιµές του κ που ϐρήκατε στο (α) ερώτηµα, να δείξετε ότι το διάνυσµα
−→α

είναι συγγραµµικό µε το διάνυσµα
−→
β =

(√
75, 15

)
.

1.65. Θεωρούµε τα σηµεία A(1, 2), B(4, 3), Γ(6,−1), ∆(λ, 2λ− 1), όπου λ ∈ R. Να

ϐρείτε τις τιµές του λ για τις οποίες το ΑΒΓ∆ είναι τραπέζιο.

1.66. Θεωρούµε τα σηµεία A(1, 2) και B(3, 4).
α) Να ϐρείτε σηµείο Μ του άξονα x′x, ώστε το άθροισµα των αποστάσεών του από τα

Α, Β να είναι ελάχιστο.

ϐ) Να ϐρείτε σηµείο Ν του άξονα x′x, ώστε η απόλυτη τιµή της διαφοράς των απο-

στάσεών του από τα Α, Β να είναι µέγιστη.
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1.5 Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων

1.67. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς 2 και Α∆ ύψος του τριγώνου. Να

υπολογίσετε τα εσωτερικά γινόµενα
−→
A∆ ·

−→
AΓ,
−→
A∆ ·

−→
BΓ,
−→
A∆ ·

−→
BA και

−→
Γ∆ ·

−→
AΓ.

1.68. Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α = (κ − 1,−2) και

−→
β = (−4, 10), όπου κ πραγ-

µατικός αριθµός.

α) Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό κ, αν
−→α ·
−→
β = 20.

ϐ) Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό κ, αν τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β είναι κάθετα µεταξύ

τους.

1.69. Να ϐρείτε τη γωνία των διανυσµάτων
−→α και

−→
β σε καθεµία από τις παρακάτω

περιπτώσεις:

α)
−→α ·
−→
β = −9, |−→α | = 3,

∣∣∣−→β ∣∣∣ = 6 ϐ)
−→α = (0,−

√
2),
−→
β = (1,−1)

1.70. ΄Εστω ϕ η γωνία των διανυσµάτων
−→α και

−→
β . Να ϐρείτε το εσωτερικό γινόµενο(

3−→α −
−→
β
)
·
(−→α + 2

−→
β
)

σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) |−→α | = 2,
∣∣∣−→β ∣∣∣ = 1, ϕ = 60◦ ϐ)

−→α = (−1, 4),
−→
β = (3,−2)

1.71. ΄Εστω ϕ η γωνία των διανυσµάτων
−→α και

−→
β . Να ϐρείτε το

∣∣∣2−→α − 3
−→
β
∣∣∣ σε

καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) |−→α | = 1,
∣∣∣−→β ∣∣∣ = 2, ϕ = 120◦ ϐ)

−→α = (2, 3),
−→
β = (1,−2)

1.72. ΄Εστω ϕ η γωνία των διανυσµάτων
−→α ,
−→
β και ω η γωνία των διανυσµάτων

−→α − 3
−→
β , 2−→α +

−→
β . Να ϐρείτε το συνω σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) |−→α | = 2,
∣∣∣−→β ∣∣∣ = 3, ϕ = 60◦ ϐ)

−→α = (−3, 1),
−→
β = (2,−3)

1.73. Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α και

−→
β µε

∣∣∣−→α +
−→
β
∣∣∣ = |−→α | =

∣∣∣−→β ∣∣∣ 6= 0.

α) Να ϐρείτε τη γωνία των διανυσµάτων
−→α και

−→
β .

ϐ) Να ϐρείτε τη γωνία των διανυσµάτων 2−→α +
−→
β και

−→α +
−→
β .

1.74. Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β και

−→γ µε
−→α +

−→
β −

√
3−→γ =

−→
0 και |−→α | =∣∣∣−→β ∣∣∣ = |−→γ | = 1.

α) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων
−→
β και

−→γ .

ϐ) Να υπολογίσετε τη γωνία των διανυσµάτων
−→α και

−→γ .

1.75. Αν
−→α +

−→
β +−→γ =

−→
0 και |−→α | = 1,

∣∣∣−→β ∣∣∣ = 2, |−→γ | = 3, να υπολογίσετε την τιµή

της παράστασης
−→α ·
−→
β +

−→
β · −→γ +−→γ · −→α .
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1.76. α) Αν για τους πραγµατικούς αριθµούς x, y ισχύει x2 + y2 = 4, να δείξετε ότι

−20 ≤ 8x+ 6y ≤ 20.

ϐ) Αν για τους πραγµατικούς αριθµούς x, y ισχύουν οι σχέσεις x38 + y12 = 2 και

x12 + y38 = 2, να δείξετε ότι

−2 ≤ x25 + y25 ≤ 2.

1.77. Τα διανύσµατα
−→α = (κ, λ),

−→
β = (µ, ν) είναι κάθετα µεταξύ τους και το καθένα

έχει µέτρο ίσο µε 2. Να δείξετε ότι

|κν − λµ| = 4.

1.78. Αν |−→α | = 2,
∣∣∣−→β ∣∣∣ = 5, |−→γ | = 2 και

−→α ·
−→
β +

−→
β · −→γ = −20, να δείξετε ότι τα

διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,
−→γ είναι συγγραµµικά.

1.79. Θεωρούµε τα µη µηδενικά διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,
−→γ για τα οποία ισχύει η σχέση

−→α ·
−→
β

|−→α |
∣∣∣−→β ∣∣∣ +

−→
β · −→γ∣∣∣−→β ∣∣∣ |−→γ | = 2.

Να δείξετε ότι τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,
−→γ είναι οµόρροπα.

1.80. Θεωρούµε τα κάθετα διανύσµατα
−→α ,
−→
β . Να ϐρείτε τα |−→α |,

∣∣∣−→β ∣∣∣ σε καθεµία

από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α)

∣∣∣2−→α +
−→
β
∣∣∣ = 5,

∣∣∣−→α +
−→
β
∣∣∣ =
√

13 ϐ)

∣∣∣−→α −−→β ∣∣∣ = 2,
∣∣∣−→α + 2

−→
β
∣∣∣ = 3

1.81. Αν |−→α | =
∣∣∣−→β ∣∣∣ =

∣∣∣−→α +
−→
β
∣∣∣, τότε να δείξετε ότι

∣∣∣−→α −−→β ∣∣∣ =
√

3 |−→α |.

1.82. Θεωρούµε τα µοναδιαία διανύσµατα
−→α ,
−→
β η γωνία των οποίων είναι ίση µε

π/3. Για το διάνυσµα
−→x ισχύουν

−→x ‖
(−→α +

−→
β
)

και
−→
β ⊥ (−→α +−→x ). Να δείξετε ότι

−→x = −1

3
−→α − 1

3

−→
β .

1.83. Για τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,
−→γ και

−→x ισχύουν οι σχέσεις
−→α ·
−→
β = 3, −→α · −→γ = 8

και (−→α · −→x )
−→
β = −→γ +−→x . Να δείξετε ότι

−→x = 4
−→
β −−→γ .

1.84. α) Αν για τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα
−→α ,
−→
β ισχύει

−→x · −→α = −→x ·
−→
β = 0, να δείξετε ότι

−→x =
−→
0 .

ϐ) Αν για κάθε διάνυσµα
−→x του επιπέδου ισχύει

−→x · −→α = −→x ·
−→
β , να δείξετε ότι

−→α =
−→
β .

10



1.85. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και το µέσο Μ της ΒΓ. Αν ισχύει η σχέση(−−→
AM ·

−→
BΓ
)−→
AB =

(−→
AB ·

−→
AΓ
)−→
BΓ

τότε να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.

1.86. ∆ίνονται τα διανύσµατα
−→α = (3, 4),

−→
β = (2,−1) και

−→γ = (4, 1).
α) Να αναλύσετε το διάνυσµα

−→γ σε δύο συνιστώσες µε διευθύνσεις αυτές των διανυ-

σµάτων
−→α ,
−→
β .

ϐ) Να αναλύσετε το διάνυσµα
−→
β σε δύο συνιστώσες, µία παράλληλη προς το

−→α και

µία κάθετη σ᾿ αυτό.

1.87. Τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,
−→γ σχηµατίζουν γωνίες 20◦, 50◦, 80◦ αντίστοιχα, µε τον

άξονα x′x. Ακόµη είναι |−→α | = 1,
∣∣∣−→β ∣∣∣ = 2 και |−→γ | = 3. Να αναλύσετε το διάνυσµα

−→
β σε δύο συνιστώσες µε διευθύνσεις αυτές των διανυσµάτων

−→α ,
−→γ .

1.88. Στο επίπεδο δίνονται τα σταθερά σηµεία Α, Β και έστω Κ το µέσο του τµήµατος

ΑΒ. Αν Ο είναι τυχαίο σηµείο του επιπέδου, να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων

Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει

−−→
OM 2 − 2

−−→
OK ·

−−→
OM +

−→
OA ·

−−→
OB = 0.

1.89. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του

επιπέδου του για τα οποία ισχύει
−→
AB ·

−−→
AM +

−→
AΓ ·

−−→
AM = 0.

1.90. ∆ίνεται ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ

του επιπέδου για τα οποία ισχύει

−→
AB ·

−−→
AM =

1

2

−→
AB 2.

1.91. Θεωρούµε τετράγωνο ΑΒΓ∆ µεB(3, 2) και ∆(1, 0). Να ϐρείτε τις συντεταγµένες

των κορυφών Α και Γ.

1.92. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε διαµέσους ΑΚ, ΒΛ, ΓΜ και κέντρο ϐάρουςG. ΄Εστω

Ο τυχαίο σηµείο του επιπέδου.

α) Αποδείξτε ότι
−−→
AK +

−→
BΛ +

−−→
ΓM =

−→
0 και

−→
GA+

−−→
GB +

−→
GΓ =

−→
0 .

ϐ) Αποδείξτε ότι η παράσταση
−→
OA 2 +

−−→
OB 2 +

−→
OΓ 2

γίνεται ελάχιστη όταν το σηµείο Ο

ταυτίζεται µε το G.
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2 Η ευθεία στο επίπεδο

2.1 Εξίσωση ευθείας

2.1. ΄Εστω η ευθεία ε η οποία διέρχεται από τα σηµείαA(2, µ), B(5, 2µ), όπου µ ∈ R.

Να ϐρείτε το µ σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) Η ευθεία ε σχηµατίζει γωνία 135◦ µε τον άξονα x′x.
ϐ) Η ευθεία ε είναι παράλληλη στο διάνυσµα

−→a = (6, 10).
γ) Η ευθεία ε είναι παράλληλη στην ευθεία ε1 η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης

−2.
δ) Η ευθεία ε είναι κάθετη στην ευθεία ε2 η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης 1/9.

2.2. Θεωρούµε τα σηµεία A(4, 3), B(0, 1) και Γ(−2, 5). Αποδείξτε ότι τα Α, Β, Γ

αποτελούν κορυφές τριγώνου και στη συνέχεια ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.

2.3. Η ευθεία ε διέρχεται από τα σηµεία Α και Β. Να ϐρείτε τη γωνία που σχηµατίζει

η ευθεία ε µε τον άξονα x′x σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) A(−8,−4), B(5, 9) ϐ) A(5,−7), B(5,−2) γ) A(2, 4), B(−3, 4)

2.4. Η ευθεία ε διέρχεται από το σηµείο A(−1, 2) και είναι παράλληλη στην ευθεία

Ϲ. Να ϐρείτε την εξίσωση της ε σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) ζ : y = 4x− 5 ϐ) ζ : y = 5 γ) ζ : x = 3

2.5. Η ευθεία ε διέρχεται από το σηµείο A(3,−2) και είναι κάθετη στην ευθεία Ϲ.

Να ϐρείτε την εξίσωση της ε σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) ζ : y = 3x+ 5 ϐ) ζ : y = 4 γ) ζ : x = −2

2.6. Η ευθεία ε διέρχεται από τα σηµεία A(2,−3) και Β. Να ϐρείτε την εξίσωση της

ε σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) B(7, 12) ϐ) B(0, 0) γ) B(6,−3) δ) B(2, 5)

2.7. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : y = −4x+ 5 και ε2 : y = −2x+ 3.
α) Να εξετάσετε αν το σηµείο M(2,−4) ανήκει στην ευθεία ε1.
ϐ) Να ϐρείτε το µ ∈ R ώστε το σηµείο N(2µ, µ− 1) να ανήκει στην ευθεία ε2.

2.8. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : y = 3x+ 2 και ε2 : y = 5x+ 6.
α) Να ϐρείτε τα σηµεία τοµής της ευθείας ε1 µε τους άξονες x′x, y′y.
ϐ) Να ϐρείτε το σηµείο τοµής των ευθειών ε1 και ε2.

2.9. Να ϐρείτε τη σχετική ϑέση των ευθειών ε1, ε2 (τεµνόµενες, παράλληλες, ταυ-

τιζόµενες), για τις διάφορες τιµές των λ, µ ∈ R, σε καθεµία από τις παρακάτω

περιπτώσεις:

α) ε1 : y = 2λx− 5 , ε2 : y = 4x− µ ϐ) ε1 : y = λx+ 3 , ε2 : y = x+ 2µ
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2.10. Θεωρούµε το σηµείο M(3λ− 1, µ+ 2), όπου λ, µ ∈ R και τις ευθείες ε1 : y =
x+ 3, ε2 : y = 2x− 1 και ε3 : y = −x+ 4. Οι ευθείες ε1 και ε2 τέµνονται στο Α, ενώ

οι ευθείες ε2 και ε3 τέµνονται στο Β. Να ϐρείτε τα λ, µ αν το Μ είναι το µέσο του ΑΒ.

2.11. ∆ίνεται η ευθεία ε : y = −x+ 1 και το σηµείο M(2, 3).
α) Να ϐρείτε την προβολή του σηµείου Μ πάνω στην ευθεία ε.
ϐ) Να ϐρείτε το συµµετρικό του σηµείου Μ ως προς άξονα συµµετρίας την ευθεία ε.

2.12. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : y = −2x − 1 και ε2 : y = 2x − 3. Να ϐρείτε την

εξίσωση της συµµετρικής της ε1 ως προς άξονα συµµετρίας την ε2.

2.13. Θεωρούµε την ευθεία ε : y = −5x+3. Να ϐρείτε την εξίσωση της συµµετρικής

της ε ως προς:

α) τον x′x ϐ) τον y′y γ) την ευθεία y = x δ) το σηµείο O(0, 0)

2.14. Θεωρούµε το τρίγωνο µε κορυφές A(−1, 2), B(−2,−2), Γ(−1, 2).
α) Να ϐρείτε την εξίσωση της διαµέσου µα.
ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση του ύψους υα.
γ) Να ϐρείτε την εξίσωση της µεσοκαθέτου της πλευράς ΑΓ.

δ) Να ϐρείτε την εξίσωση της διχοτόµου δβ.

2.15. α) Να ϐρείτε την εξίσωση της ευθείας ε, η οποία διέρχεται από το σηµείο

A(−1, 1) και σχηµατίζει µε τους άξονες τρίγωνο εµβαδού 3 τ.µ.

ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της ευθείας ε, η οποία είναι παράλληλη προς την ευθεία

y = −2x+ 13 και σχηµατίζει µε τους άξονες τρίγωνο εµβαδού 12 τ.µ.

2.16. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ σε καθεµία από τις παρακάτω

περιπτώσεις:

α) M(λ− 1, 2λ) , λ ∈ R ϐ) M(λ+ 3, 5λ− 2) , λ 6= 1 γ) M(4λ, λ) , λ ≥ 0

2.17. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων M(λ− 4, 2λ− 5) σε καθεµία από

τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) λ ∈ R ϐ) λ 6= 2 γ) λ ≥ 1 δ) 0 ≤ λ ≤ 4 ε) 2 < λ < 5

2.18. Σε χάρτη µε ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων Oxy οι συντεταγµένες δύο

πλοίων είναι Π1(t+ 2, t+ 5) και Π2(3t, 6t− 5), για κάθε χρονική στιγµή t ≥ 0.
α) ΄Οταν το Π1 έχει συντεταγµένες (5, 8), να ϐρείτε τις συντεταγµένες του Π2.

ϐ) Να δείξετε ότι τα δύο πλοία κινούνται πάνω σε ευθείες ε1, ε2 των οποίων να ϐρείτε

τις εξισώσεις.

γ) Να δείξετε ότι οι ε1, ε2 τέµνονται.

δ) Να εξετάσετε αν τα δύο πλοία ϑα συγκρουστούν.

2.19. Σε χάρτη µε ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένωνOxy οι συντεταγµένες ενός

πλοίου είναι Π(2t− 40, t− 30), για κάθε χρονική στιγµή t ≥ 0. Το πλοίο ξεκινά από

το λιµάνι Α µε εντολή να ϕτάσει στο λιµάνι B(−44,−32).
α) Να ϐρείτε τις συντεταγµένες του λιµανιού Α.
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ϐ) Να δείξετε ότι το πλοίο Π κινείται πάνω σε ευθεία ε, της οποίας να ϐρείτε την

εξίσωση.

γ) Να δείξετε ότι το σηµείο Β ανήκει στην ευθεία ε.
δ) Να εξετάσετε αν το πλοίο ϑα ϕτάσει στο λιµάνι Β.

2.20. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε A(1, 2). Οι εξισώσεις των υψών του υβ, υγ είναι

y = −x, y = 2
3
x+ 1

3
αντίστοιχα. Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Β και Γ.

2.21. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε A(1, 2). Οι εξισώσεις των διαµέσων του µβ, µγ είναι

y = 2x − 1, y = −2x + 5 αντίστοιχα. Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Β

και Γ.

2.22. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε A(1, 3). Οι εξισώσεις των διχοτόµων του δβ, δγ είναι

y = x, y = −1
2
x αντίστοιχα. Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Β και Γ.

2.23. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε A(1, 1). Αν µγ : y = −x + 1 και υβ : y = 2, να

ϐρεθούν οι συντεταγµένες των κορυφών Β και Γ.

2.24. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε κέντρο ϐάρουςG(−1, 0). Οι εξισώσεις των πλευρών

ΒΓ και ΑΓ είναι y = −1 και y = −x+1 αντίστοιχα. Να ϐρείτε την εξίσωση της πλευράς

ΑΒ.

2.2 Γενική µορφή εξίσωσης ευθείας

2.25. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : µx+ (µ− 1)y = 3µ, ε2 : (µ− 1)x+ µy = 2µ, όπου
µ ∈ R. Να ϐρείτε το µ ώστε οι ευθείες ε1, ε2 να είναι κάθετες.

2.26. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : 2x+y+2 = 0, ε2 : x+y+1 = 0 και ε3 : 5x−y+5 = 0.
Αποδείξτε ότι οι ευθείες ε1, ε2, ε3 συντρέχουν σε σηµείο Μ του οποίου να ϐρείτε τις

συντεταγµένες.

2.27. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : x−2y+4 = 0, ε2 : x+y−5 = 0 και ε3 : 4x−y+κ = 0
όπου κ ∈ R. Να ϐρείτε το κ ώστε οι ευθείες ε1, ε2, ε3 να συντρέχουν.

2.28. ∆ίνεται η εξίσωση(
λ2 − 4

)
x+

(
λ2 − 3λ+ 2

)
y + λ = 0 (1)

όπου λ πραγµατικός αριθµός.

α) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του λ η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία.

ϐ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του λ η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία παράλληλη στον

x′x.
γ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του λ η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία παράλληλη στον

y′y.

2.29. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : x+y+ 1 = 0 και ε2 : 2x+ 2y+ 3 = 0. Να δείξετε ότι

οι ευθείες ε1, ε2 είναι παράλληλες και να ϐρείτε την εξίσωση της µεσοπαράλληλης

των ε1, ε2.
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2.30. ∆ίνονται οι ευθείες ε1 : λx− y + 3 = 0 και ε2 : (2λ− 1)x− y − 5 = 0, όπου λ

πραγµατικός αριθµός.

α) Αποδείξτε ότι για τις τιµές του λ που οι ευθείες τέµνονται, το σηµείο τοµής τους

ϐρίσκεται σε ευθεία ε της οποίας να ϐρείτε την εξίσωση.

ϐ) Να ϐρείτε τις τιµές των πραγµατικών α, ϐ ώστε η ευθεία ε να είναι η µεσοπαράλ-

ληλη των ευθειών δ1 : x− y − 2 = 0 και δ2 : αx− βy + 3 = 0.

2.31. Να ϐρείτε την οξεία γωνία των ευθειών ε1, ε2 σε καθεµία από τις παρακάτω

περιπτώσεις:

α) ε1 : 3x− y = 0, ε2 : 4x+ 2y + 7 = 0 ϐ) ε1 :
√

3x− y = 0, ε2 :
√

3x+ y = 0

2.32. Να ϐρείτε τις γραµµές που παριστάνουν οι εξισώσεις:

α) (x− 3y)(x+ 3y) = 0 ϐ) |x− 3y + 2| = |2x+ y| γ) 6x2 + xy − 2y2 = 0

2.33. Να ϐρείτε τις γραµµές που παριστάνουν οι εξισώσεις:

α) |3x| − |y| = 0 ϐ) x2 − xy − 2y2 = 0 γ) 2x2 + y2 − 3xy + x− 1 = 0

2.34. ∆ίνεται η εξίσωση(
λ2 − 1

)
x+

(
λ2 − 3λ+ 2

)
y + 6λ− 6 = 0 (1)

όπου λ πραγµατικός αριθµός.

α) Να δείξετε ότι για κάθε λ 6= 1 η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία.

ϐ) Να εξετάσετε αν οι ευθείες της µορφής (1) διέρχονται από σταθερό σηµείο (αν αυτό

συµβαίνει να ϐρείτε και τις συντεταγµένες του).

2.35. ∆ίνεται η εξίσωση

(1 + συνϑ)x+ (1− συνϑ) y + συνϑ+ 3 = 0 (1)

όπου ϑ πραγµατικός αριθµός.

α) Να δείξετε ότι για κάθε ϑ η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία.

ϐ) Να εξετάσετε αν οι ευθείες της µορφής (1) διέρχονται από σταθερό σηµείο (αν αυτό

συµβαίνει να ϐρείτε και τις συντεταγµένες του).

2.36. Θεωρούµε το τρίγωνο ΟΑΒ, όπου Ο η αρχή των αξόνων και A(2, 0), B(0, 2).
Αν Μ είναι ένα µεταβλητό σηµείο της πλευράς ΑΒ και Κ, Λ οι προβολές του Μ πάνω

στις πλευρές ΟΑ και ΟΒ αντίστοιχα, να δείξετε ότι η µεσοκάθετος του τµήµατος ΚΛ

διέρχεται από σταθερό σηµείο.
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2.3 Απόσταση σηµείου από ευθεία και εµβαδό τριγώνου

2.37. Θεωρούµε την ευθεία ε : 3x− 4y + 7 = 0. Να ϐρείτε σηµείο Μ του άξονα x′x
το οποίο να απέχει 2 µονάδες µήκους από την ευθεία ε.

2.38. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : x− 2y + 1 = 0 και ε2 : 6x + 8y − 2 = 0. Να ϐρείτε

σηµείο Μ της ε1 το οποίο να απέχει 4 µονάδες µήκους από την ευθεία ε2.

2.39. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : 3x+ 4y+ 1 = 0 και ε2 : 6x+ 8y+ 3 = 0. Να δείξετε

ότι οι ευθείες ε1, ε2 είναι παράλληλες και στη συνέχεια να ϐρείτε την απόστασή τους.

2.40. Να υπολογίσετε το εµβαδό του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ του οποίου οι τρεις

κορυφές είναι τα σηµεία A(−2, 3), B(4,−5), Γ(−3, 1).

2.41. Θεωρούµε την ευθεία ε : x − 2y − 1 = 0 και τα σηµεία A(1, 1), B(5, 5). Να

ϐρείτε σηµείο Γ της ευθείας ε, τέτοιο ώστε το εµβαδό του τριγώνου ΑΒΓ να είναι ίσο

µε 4.

2.42. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : x+
√

3y+1 = 0 και ε2 :
√

3x+y+5 = 0. Να δείξετε

ότι οι ευθείες ε1, ε2 τέµνονται και στη συνέχεια να ϐρείτε τις εξισώσεις των διχοτόµων

των γωνιών που σχηµατίζουν οι ε1, ε2.

2.43. Θεωρούµε τις ευθείες ε1 : x − 2y = 0 και ε2 : x + 2y = 0. Να ϐρείτε το

γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει

d (M, ε1)

d (M, ε2)
= 2.

2.44. Θεωρούµε τα σηµεία A(−5, 0) και B(3, 1). Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των

σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει (MAB) = 2.
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3 Κωνικές τοµές

3.1 Κύκλος

3.1. Να ϐρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) Ο κύκλος έχει κέντρο το K(3,−1) και διέρχεται από το A(7, 3).
ϐ) Ο κύκλος έχει αντιδιαµετρικά τα σηµεία A(5,−2) και B(−1,−4).
γ) Ο κύκλος διέρχεται από τα σηµεία A(2,−6), B(1, 7) και το κέντρο του είναι σηµείο

της ευθείας ε : 3x+ 2y = 0.
δ) Ο κύκλος διέρχεται από τα σηµεία A(3, 3), B(0, 2) και έχει ακτίνα 5.

3.2. Να ϐρείτε τη σχετική ϑέση των κύκλων C1, C2 σε καθεµία από τις παρακάτω

περιπτώσεις:

α) C1 : (x− 1)2 + (y + 1)2 = 121 C2 : (x+ 7)2 + (y − 5)2 = 1

ϐ) C1 : (x+ 5)2 + (y − 2)2 = 5 C2 : (x+ 2)2 + (y − 6)2 = 2

3.3. Θεωρούµε τους κύκλους C1 : (x − 3)2 + y2 = 4 και C2 : x2 + (y − 4)2 = 9.
Να δείξετε ότι οι C1, C2 εφάπτονται εξωτερικά και να ϐρείτε τις συντεταγµένες του

σηµείου επαφής.

3.4. Να ϐρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος έχει ακτίνα 10 και εφάπτεται του

κύκλου x2 + y2 = 25 στο σηµείο A(−4, 3).

3.5. Θεωρούµε τους κύκλους C1 : x2 + y2 = 1 και C2 : (x− 3)2 + (y − 2)2 = 4.
α) Να ϐρείτε τη σχετική ϑέση των C1, C2.

ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της διακεντρικής ευθείας.

γ) Να ϐρείτε τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή του (AB), όπου το Α ανήκει στον C1

και το Β στον C2.

3.6. Θεωρούµε τα σηµεία M(1 + 3συνt,−2 + 3ηµt) όπου t ∈ R. Αποδείξτε ότι τα

σηµεία Μ ϐρίσκονται σε κύκλο, του οποίου να ϐρείτε την εξίσωση.

3.7. Μία σκάλα ΑΒ µήκους 6 είναι τοποθετηµένη κατακόρυφα σε ένα τοίχο. Το

κάτω άκρο της σκάλας Α γλιστράει και τελικά η σκάλα πέφτει στο έδαφος. Να ϐρείτε

το είδος της γραµµής που διαγράφει το µέσο Μ της σκάλας ΑΒ.

3.8. Θεωρούµε τον κύκλο C : x2 + y2 = 4 και την ευθεία ε : 3x − y + 1 = 0. Να

δείξετε ότι τα µέσα των χορδών του C οι οποίες είναι παράλληλες στην ε ϐρίσκονται

σε ευθεία της οποίας να ϐρείτε την εξίσωση.

3.9. Θεωρούµε τον κύκλο C1 : (x + 1)2 + y2 = 36 και τους κύκλους CA µε την

ιδιότητα να εφάπτονται στον C1 και να διέρχονται από το σηµείο A(1, 0). Να δείξετε

ότι τα κέντρα των κύκλων CA ϐρίσκονται στη γραµµή µε εξίσωση 8x2 + 9y2 = 72.

3.10. Αποδείξτε ότι καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις παριστάνει κύκλο, του

οποίου να ϐρείτε το κέντρο και την ακτίνα:

α) x2 + y2 − x+ 6y + 5 = 0 ϐ) 2x2 + 2y2 = 3x γ) (3x− 9)2 + (3y + 15)2 = 36
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3.11. Θεωρούµε το σηµείο M(3, 0) και την εξίσωση x2 + y2 − 4x− 4y = 0 (1).
α) Να δείξετε ότι η (1) παριστάνει κύκλο C, του οποίου να ϐρείτε το κέντρο και την

ακτίνα.

ϐ) Αποδείξτε ότι το Μ είναι εσωτερικό του κύκλου C.

γ) Να ϐρείτε την εξίσωση της χορδής του κύκλου C η οποία έχει µέσο το Μ.

3.12. Θεωρούµε τα σηµεία A(−2, 1), B(1, 0) και Γ(1, 4).
α) Αποδείξτε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ αποτελούν κορυφές τριγώνου.

ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ.

3.13. ΄Εστω λ πραγµατικός αριθµός. Θεωρούµε την εξίσωση

x2 + y2 − x− 7 + λ(3x− 2y + 1) = 0. (1)

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε λ ∈ R.

ϐ) Αποδείξτε ότι για τις διάφορες τιµές του λ, τα κέντρα των κύκλων της µορφής (1),

ϐρίσκονται σε ευθεία της οποίας να ϐρείτε την εξίσωση.

3.14. Θεωρούµε τους κύκλους

C1 : x2 + y2 − 2x+ 4y + 1 = 0 και C2 : x2 + y2 + 4x+ 6y + 2 = 0.

Αποδείξτε ότι οι δύο κύκλοι τέµνονται και να ϐρείτε την εξίσωση της κοινής χορδής

τους.

3.15. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου, των οποίων ο

λόγος των αποστάσεων από τα σηµεία A(0, 2), B(0,−2) είναι σταθερός και ίσος µε

3.

3.16. Θεωρούµε τον κύκλο C : x2 + y2 = 36 και το σηµείο A(−2, 2) εντός αυτού.

Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των µέσων Μ των χορδών του C, οι οποίες διέρχονται

από το Α.

3.17. Θεωρούµε τον κύκλο C : x2 + y2 + 4x+ 1 = 0. Να ϐρείτε τη σχετική ϑέση του

κύκλου C και της ευθείας ε σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) ε : y = −x ϐ) ε : y = 2x γ) ε : y =
√

3x

3.18. Θεωρούµε τον κύκλο C : x2 + y2 − 2x − 1 = 0. Αποδείξτε ότι η ευθεία

ε : y = x − 3 εφάπτεται του κύκλου C και να ϐρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου

επαφής.

3.19. Να ϐρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) Ο κύκλος έχει κέντρο το K(3,−1) και εφάπτεται της ευθείας ε : y = 2x+ 3.
ϐ) Ο κύκλος έχει κέντρο το K(3,−1) και αποκόπτει χορδή µήκους 6 από την ευθεία

ε : 2x− 5y + 18 = 0.
γ) Ο κύκλος έχει κέντρο το K(3,−1) και εφάπτεται του άξονα x′x.
δ) Ο κύκλος εφάπτεται στις ευθείες ε1 : 2x+ 3y − 2 = 0, ε2 : 2x+ 3y + 4 = 0 και το

ένα από τα δύο σηµεία επαφής είναι το A(1,−2).
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3.20. Θεωρούµε τα σηµεία A(−2, 4), B(−2,−5) και Γ(10, 4).
α) Αποδείξτε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ αποτελούν κορυφές τριγώνου.

ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ.

3.21. Θεωρούµε τον κύκλο C : x2 + y2 + 2x − 4y − 1 = 0 και την ευθεία ε :
8x− 6y + 19 = 0.
α) Να δείξετε ότι η ευθεία ε και ο κύκλος C τέµνονται.

ϐ) Να δείξετε ότι η εξίσωση x2 + y2 + 2x− 4y − 1 + λ(8x− 6y + 19) = 0, παριστάνει
κύκλο Cλ για κάθε λ ∈ R.

γ) Να δείξετε ότι ο κύκλος Cλ διέρχεται από τα σηµεία τοµής των ε και C.

3.22. ∆ίνεται ο κύκλος C : x2 + y2 = 10. Να ϐρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων

εA, εB του C στα σηµεία του A(1,−3) και B(3, µ) αντίστοιχα, όπου µ αρνητικός

πραγµατικός αριθµός.

3.23. ∆ίνεται ο κύκλος C : x2 + y2 = 4. Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης του

C σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) Η εφαπτοµένη διέρχεται από το σηµείο A(0,−3).
ϐ) Η εφαπτοµένη είναι παράλληλη στην ευθεία ε1 : 4x− 2y + 13 = 0.
γ) Η εφαπτοµένη είναι κάθετη στην ευθεία ε2 : x− 3y + 15 = 0.

3.24. ∆ίνεται ο κύκλος C : (x + 1)2 + (y − 2)2 = 5 και το σηµείο του A(1, 3). Να

ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου C στο Α.

3.25. Θεωρούµε τον κύκλο C : (x − 1)2 + (y + 1)2 = 4. Να ϐρείτε την εξίσωση της

εφαπτοµένης του C, η οποία είναι παράλληλη στην ευθεία ε1 : 2x+ y = 0.

3.26. Θεωρούµε τον κύκλο C : (x− 2)2 + (y + 3)2 = 9 και το σηµείο A(8, 4).
α) Αποδείξτε ότι το Α είναι εξωτερικό του κύκλου C.

ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης του C, η οποία διέρχεται από το Α.

γ) Να υπολογίσετε το µήκος του εφαπτόµενου τµήµατος.

3.27. Θεωρούµε τους κύκλους Cλ : (x− λ)2 + (y + 2λ)2 = 9, µε λ ∈ R.

α) Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων Cλ, λ ∈ R.

ϐ) Αποδείξτε ότι για κάθε λ ∈ R οι κύκλοι Cλ εφάπτονται δύο σταθερών παράλληλων

ευθειών, των οποίων να ϐρείτε τις εξισώσεις.

3.28. Θεωρούµε τους κύκλους C1 : (x− 2)2 + y2 = 4 και C2 : (x+ 2)2 + y2 = 1.
α) Να ϐρείτε τη σχετική ϑέση των C1, C2.

ϐ) Να ϐρείτε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτοµένων των C1, C2.

3.29. Θεωρούµε τον κύκλο C : x2 + y2 = 13 και το σηµείο Σ(17, 19) εκτός αυτού.

Από το Σ ϕέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα προς τον κύκλο ΣΑ, ΣΒ. Να ϐρείτε την

εξίσωση της ευθείας ΑΒ.
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3.2 Παραβολή

3.30. Να ϐρεθεί η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή το (0, 0), σε καθεµία από τις

παρακάτω περιπτώσεις:
α) ΄Εχει διευθετούσα την ευθεία δ : x− 2 = 0.
ϐ) ΄Εχει εστία το σηµείο E(0,−4).
γ) ΄Εχει άξονα συµµετρίας τον x′x και διέρχεται από το σηµείο A(−1, 4).

3.31. Να ϐρεθεί η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή το (0, 0), σε καθεµία από τις

παρακάτω περιπτώσεις:
α) ΄Εχει άξονα συµµετρίας έναν από τους άξονες x′x, y′y και διέρχεται από το σηµείο

A(2, 2).
ϐ) ΄Εχει άξονα συµµετρίας έναν από τους άξονες x′x, y′y και η απόσταση της εστίας

από τη διευθετούσα είναι ίση µε 6.

3.32. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία

(AM) = d(M, ε), σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) ε : x+ 2 = 0, A(2, 0) ϐ) ε : y − 2 = 0, A(0,−2)

3.33. Ο κύκλος C1 : x2 + y2 = R2
διέρχεται από την εστία της παραβολής C2 : y2 =

2px µε p > 0 και την τέµνει σε δύο σηµεία που έχουν τετµηµένη 1. Να ϐρείτε τις

εξισώσεις των C1 και C2.

3.34. Θεωρούµε την παραβολή C : y2 = 9x. Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των

σηµείων Α, Β της παραβολής C τα οποία έχουν την ίδια τετµηµένη και ισχύει AÔB =
90◦, όπου Ο η αρχή των αξόνων.

3.35. Θεωρούµε τις παραβολές C1 : y2 = 5x, C2 : x2 = 5y.
α) Να ϐρείτε τα κοινά σηµεία Α, Β των παραβολών C1 και C2.

ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος έχει διάµετρο το ευθύγραµµο τµήµα

ΑΒ.

3.36. ∆ίνεται η παραβολή C : y2 = 4x και η ευθεία ε : y = x− 1.
α) Να δείξετε ότι η ευθεία ε διέρχεται από την εστία της παραβολής.

ϐ) Να ϐρείτε τα κοινά σηµεία Α, Β της ευθείας ε και της παραβολής C.

γ) Να δείξετε ότι οι εφαπτόµενες της παραβολής στα σηµεία Α, Β είναι κάθετες.

3.37. ∆ίνεται η παραβολή C : y2 = 2px και η εφαπτοµένη της ε σε ένα σηµείο της

Α, η οποία τέµνει τον άξονα x′x στο σηµείο Β. Να δείξετε ότι τα σηµεία Α, Β έχουν

αντίθετες τετµηµένες.

3.38. Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής y2 = 4x η οποία είναι

παράλληλη στην ευθεία x+ y − 19 = 0.

3.39. Να ϐρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της παραβολής x2 = −2y οι οποίες

διέρχονται από το σηµείο A(1, 2).

3.40. ∆ίνεται η παραβολή C : y2 = −6x και το σηµείο A(2,−1). Από το Α ϕέρνουµε

δύο εφαπτόµενες ευθείες στην παραβολή. Αν M1, M2 είναι τα σηµεία επαφής, να

ϐρείτε την εξίσωση της ευθείας M1M2.
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3.3 ΄Ελλειψη

3.41. Θεωρούµε την εξίσωση 9x2 + 4y2 = 36. Να δείξετε ότι παριστάνει έλλειψη και

στη συνέχεια να ϐρείτε τα µήκη του µεγάλου και του µικρού άξονα, τις εστίες και

την εκκεντρότητα.

3.42. Να ϐρείτε την εξίσωση της έλλειψης σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) ΄Εχει εστίες E ′(−3, 0), E(3, 0) και µεγάλο άξονα 10.

ϐ) ΄Εχει εστίες E ′(0,−3), E(0, 3) και µικρό άξονα 8.

γ) ΄Εχει εστίες E ′(−4, 0), E(4, 0) και εκκεντρότητα 4/5.

3.43. Να ϐρείτε την εξίσωση της έλλειψης η οποία έχει άξονες συµµετρίας τους x′x,
y′y, εστιακή απόσταση 12 και εκκεντρότητα 3/5.

3.44. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει∣∣∣−−→MA
∣∣∣+
∣∣∣−−→MB

∣∣∣ = c σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) c = 8, A(3, 0), B(−3, 0) ϐ) c = 10, A(0,−4), B(0, 4)

3.45. Να ϐρείτε τη γραµµή στην οποία ανήκουν τα σηµεία Μ του επιπέδου σε

καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) M(3συνt, 5ηµt), 0 ≤ t ≤ 2π ϐ) M(4ηµt, 3συνt), 0 ≤ t ≤ 2π

3.46. Οι εστίες E ′(−1, 0), E(1, 0) µιας έλλειψης σχηµατίζουν µε ένα σηµείο της

ισόπλευρο τρίγωνο. Να ϐρείτε την εξίσωση της έλλειψης.

3.47. Ο κύκλος C1 έχει κέντρο το (0, 0) και διέρχεται από τις εστίες και τα άκρα του

µικρού άξονα της έλλειψης C2 : β2x2 + α2y2 = α2β2
. Να ϐρείτε την εκκεντρότητα

της έλλειψης.

3.48. Θεωρούµε τις ελλείψεις

C1 :
x2

9
+
y2

4
= 1 και C2 :

x2

3
+
y2

µ
= 1, µ > 0.

Να ϐρείτε για ποιες τιµές του µ οι ελλείψεις C1, C2 είναι όµοιες.
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3.4 Υπερβολή

3.49. Θεωρούµε την εξίσωση 9x2−4y2 = 36. Να δείξετε ότι παριστάνει υπερβολή και

στη συνέχεια να ϐρείτε τις κορυφές, τις εστίες, την εκκεντρότητα και τις ασύµπτωτες.

3.50. Να ϐρείτε την εξίσωση της υπερβολής σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) ΄Εχει εστίες E ′(−3, 0), E(3, 0) και απόσταση κορυφών 4.

ϐ) ΄Εχει εστίες E ′(0,−6), E(0, 6) και εκκεντρότητα 2.

γ) ΄Εχει εστίες E ′(−4, 0), E(4, 0) και ασύµπτωτη την ευθεία y = 5x.

3.51. α) Να ϐρείτε την εξίσωση της υπερβολής η οποία έχει άξονες συµµετρίας τους

x′x, y′y, είναι ισοσκελής και ένα σηµείο της είναι το M(1, 4).
ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της υπερβολής η οποία έχει άξονες συµµετρίας τους x′x,
y′y, εστιακή απόσταση 20 και ασύµπτωτη την ευθεία 4x+ 3y = 0.

3.52. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει∣∣∣−−→MA
∣∣∣− ∣∣∣−−→MB

∣∣∣ = 6, όπου A(5, 0), B(−5, 0).

3.53. Ο κύκλος C1 µε εξίσωση x2 + y2 = 16 διέρχεται από τις κορυφές υπερβολής

C2 µε κέντρο συµµετρίας το (0, 0) και εστίες στον άξονα y′y. Μία από τις ασύµπτωτες

της υπερβολής έχει εξίσωση 4x+3y = 0. Να ϐρείτε την εξίσωση και να προσδιορίσετε

το ορθογώνιο ϐάσης της C2.

3.54. Να υπολογίσετε το εµβαδό του τριγώνου που σχηµατίζεται από τις ασύµπτωτες

της υπερβολής 9x2 − 16y2 = 144 και την ευθεία y = 2.

3.55. Να ϐρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες µε

την έλλειψη

x2

25
+
y2

16
= 1.
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