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Πρόλογος

Οι παρούσες σηµειώσεις έχουν ως κύριο στόχο να παρουσιάσουν τις διάφορες κατηγορίες
εξισώσεων που συναντά ο µαθητής σε όλο το ϕάσµα της ύλης των µαθηµατικών των
δύο πρώτων τάξεων του λυκείου. ΄Ετσι ο µαθητής που ενδιαφέρεται να εξεταστεί στα
µαθηµατικά στην τρίτη λυκείου, µπορεί στο ξεκίνηµα της προετοιµασίας του, να κάνει
µια καλή επανάληψη σε αυτό το πεδίο.

Σε κάθε ενότητα παρουσιάζονται τα ϐασικά σηµεία της ϑεωρίας, δίνονται αρκετά λυ-
µένα παραδείγµατα και ακολουθούν ασκήσεις για λύση. Τα περισσότερα παραδείγµατα
και οι ασκήσεις ανταποκρίνονται στις απαιτήσεις σηµερινού µέσου µαθητή του λυκείου.

Τα παραδείγµατα και οι ασκήσεις έχουν ενιαία αρίθµηση σε όλο το εύρος των σηµειώ-
σεων. Για τις σηµειώσεις αυτές χρησιµοποιήθηκε το περιβάλλον LaTEX µε κειµενογράφο
Texmaker σε συνδυασµό µε το Miktex και για το κείµενο η γραµµατοσειρά kerkis (Βλ.
http://myria.math.aegean.gr/kerkis/) . ΄Ολα τα παραπάνω λογισµικά διανέµονται δω-
ϱεάν µέσω του διαδικτύου.

Απαγορεύεται η χρήση όλου ή µέρους του περιεχοµένου των σηµειώσεων αυτών για

εµπορικούς σκοπούς.

Ανέστης Τσοµίδης
Αύγουστος 2017

3



4



Περιεχόµενα

1 Εξισώσεις 1ου ϐαθµού 7

2 Εξισώσεις 2ου ϐαθµού 13

3 Εξισώσεις 3ου ή µεγαλύτερου ϐαθµού 21

4 Ρητές εξισώσεις 29

5 ΄Αρρητες εξισώσεις 33

6 Εξισώσεις µε απόλυτες τιµές 37

7 Τριγωνοµετρικές εξισώσεις 43

8 Εκθετικές και λογαριθµικές εξισώσεις 49

5



6 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Κεφάλαιο 1

Εξισώσεις 1ου ϐαθµού

Μια εξίσωση της µορφής a · x + β = 0 µε a 6= 0 ονοµάζεται εξίσωση 1ου ϐαθµού µε
άγνωστο x και συντελεστές a, β. Η εξίσωση αυτή έχει µοναδική λύση x = −β/a.
Αν a = 0 και β 6= 0 τότε έχουµε την εξίσωση 0 · x+ β = 0, η οποία είναι αδύνατη.
Αν a = 0 και β = 0 τότε έχουµε την εξίσωση 0 · x+ 0 = 0, η οποία είναι αόριστη, δηλαδή
έχει λύση κάθε πραγµατικό αριθµό.

Παράδειγµα 1. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 3x− 5 = x+ 9 ϐ) 3(x− 2) + 2x = 5x− 3 γ) 2x− 3 = 2(x+ 1)− 5

Λύση. α) Χωρίζουµε γνωστούς και αγνώστους όρους, κάνουµε αναγωγή οµοίων όρων και
τελικά διαιρούµε µε το συντελεστή του αγνώστου.

3x− 5 = x+ 9⇔ 3x− x = 9 + 5⇔ 2x = 14⇔ x = 7.

ϐ) Επειδή η εξίσωση περιέχει παρένθεση ξεκινάµε µε την απαλοιφή της. Εποµένως:

3(x− 2) + 2x = 5x− 3⇔ 3x− 6 + 2x = 5x− 3⇔ 3x+ 2x− 5x = −3 + 6⇔ 0x = 3

που είναι αδύνατη.
γ) ΄Οπως και στην εξίσωση του (ϐ) ερωτήµατος ξεκινάµε µε την απαλοιφή της παρένθεσης.

2x− 3 = 2(x+ 1)− 5⇔ 2x− 3 = 2x+ 2− 5⇔ 2x− 2x = 2− 5 + 3⇔ 0x = 0

που είναι αόριστη, δηλαδή η εξίσωση έχει λύση κάθε πραγµατικό αριθµό.

Παράδειγµα 2. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
3x− 1

2
− 2− x

4
=
x

6
− 1 ϐ)

−3x+ 5

3
=
x− 4

2
γ) 2−

(x
2
− 4
)

=
x

3

Λύση. α) Επειδή στην εξίσωση αυτή εµφανίζονται κλάσµατα, ξεκινάµε µε απαλοιφή
παρονοµαστών (πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε το ΕΚΠ των παρο-
νοµαστών).

3x− 1

2
− 2− x

4
=
x

6
− 1⇔ 12 ·

(
3x− 1

2
− 2− x

4

)
= 12 ·

(x
6
− 1
)
⇔
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12
3x− 1

2
− 12

2− x
4

= 12
x

6
− 12 · 1⇔ 6(3x− 1)− 3(2− x) = 2x− 12⇔

18x− 6− 6 + 3x = 2x− 12⇔ 18x+ 3x− 2x = −12 + 6 + 6⇔ 19x = 0⇔ x = 0.

ϐ) Στην περίπτωση που έχουµε ισότητα κλασµάτων µπορούµε εκτός από την απαλοιφή
παρονοµαστών να αξιοποιήσουµε και την χιαστί ιδιότητα, δηλαδή την ισοδυναµία:

a

β
=
γ

δ
⇔ aδ = βγ , εφόσον β, δ 6= 0.

Εποµένως
−3x+ 5

3
=
x− 4

2
⇔ 2(−3x+ 5) = 3(x− 4)⇔ −6x+ 10 = 3x− 12⇔ x =

22

9
.

γ) Αν έχουµε κλάσµατα και παρενθέσεις συνήθως ξεκινάµε µε απαλοιφή παρενθέσεων.

2−
(x

2
− 4
)

=
x

3
⇔ 6− x

2
=
x

3
⇔ 6 · 6− 6 · x

2
= 6 · x

3
⇔ 36− 3x = 2x⇔ x =

36

5
.

Παράδειγµα 3. Να λύσετε την εξίσωση:

x− 2

14
+
x− 3

13
+
x− 4

12
=
x− 14

2
+
x− 13

3
+
x− 12

4

Λύση. Προφανώς µια απαλοιφή παρονοµαστών στην εξίσωση αυτή ϑα οδηγούσε σε πάρα
πολλές πράξεις. Παρατηρούµε ότι 2 + 14 = 16, 3 + 13 = 16 και 4 + 12 = 16. Η εξίσωση
γράφεται ισοδύναµα
x− 16 + 14

14
+
x− 16 + 13

13
+
x− 16 + 12

12
=
x− 16 + 2

2
+
x− 16 + 3

3
+
x− 16 + 4

4
⇔

x− 16

14
+ 1 +

x− 16

13
+ 1 +

x− 16

12
+ 1 =

x− 16

2
+ 1 +

x− 16

3
+ 1 +

x− 16

4
+ 1⇔

(x− 16)

(
1

14
+

1

13
+

1

12

)
= (x− 16)

(
1

2
+

1

3
+

1

4

)
⇔

(x− 16)

[(
1

14
+

1

13
+

1

12

)
−
(

1

2
+

1

3
+

1

4

)]
= 0.

Επειδή 1/14 < 1/2, 1/13 < 1/3 και 1/12 < 1/4, το περιεχόµενο της αγκύλης είναι
αρνητικός αριθµός, άρα και µη µηδενικός. Συνεπώς η τελευταία εξίσωση γράφεται
ισοδύναµα x− 16 = 0⇔ x = 16.

Παράδειγµα 4. Να λύσετε ως προς ρ τον τύπο της Φυσικής που ακολουθεί:

R =
ρ · l
A
.

Λύση. Εργαζόµαστε όπως στις υπόλοιπες πρωτοβάθµιες εξισώσεις ϑεωρώντας ως άγνωστο
το ρ. Τα υπόλοιπα γράµµατα παίζουν τον ϱόλο γνωστών σταθερών αριθµών. Εποµένως

R =
ρ · l
A
⇔ A ·R = A · ρ · l

A
⇔ A ·R = ρ · l⇔ ρ =

A ·R
l

.

Στην παραπάνω λύση προφανώς ϑεωρήσαµε ότι οι αριθµοί A και l είναι µη µηδενικοί.



9

Παράδειγµα 5. Να λύσετε την παρακάτω εξίσωση µε άγνωστο x και παράµετρο λ :

λ2x− 4λ = 9x+ 12.

Λύση. Αρχικά χωρίζουµε γνωστούς, αγνώστους και παραγοντοποιούµε τα δύο µέλη της
εξίσωσης.

λ2x− 4λ = 9x+ 12⇔ λ2x− 9x = 12 + 4λ⇔ (λ− 3)(λ+ 3)x = 4(λ+ 3).

Στη συνέχεια ϐρίσκουµε για ποιες τιµές του λ µηδενίζεται ο συντελεστής του αγνώστου.

(λ− 3)(λ+ 3) = 0⇔ λ− 3 = 0 ή λ+ 3 = 0⇔ λ = 3 ή λ = −3.

Τελικά διακρίνουµε περιπτώσεις για την παράµετρο λ έτσι ώστε να µην µηδενίζεται ή να
µηδενίζεται ο συντελεστής του αγνώστου.
Αν λ 6= 3 και λ 6= −3 τότε (λ− 3)(λ+ 3) 6= 0, οπότε

x =
4(λ+ 3)

(λ− 3)(λ+ 3)
=

4

λ− 3
.

Αν λ = 3 τότε έχουµε (3− 3)(3 + 3)x = 4(3 + 3)⇔ 0x = 24, που είναι αδύνατη.
Αν λ = −3 τότε έχουµε (−3− 3)(−3 + 3)x = 4(−3 + 3)⇔ 0x = 0, η οποία αληθεύει για
κάθε πραγµατικό αριθµό.

Παράδειγµα 6. Θεωρούµε την εξίσωση (λ− 2)x− (1− 3λ)x = 5 + 2λ, µε άγνωστο x και
παράµετρο λ. Να ϐρείτε την τιµή του λ ώστε ο αριθµός −2 να είναι λύση της εξίσωσης.
Λύση. Ο αριθµός −2 είναι λύση της εξίσωσης αν και µόνο αν την επαληθεύει, δηλαδή

(λ−2)(−2)−(1−3λ)(−2) = 5+2λ⇔ −2λ+4+2−6λ = 5+2λ⇔ −10λ = −1⇔ λ =
1

10
.

Παράδειγµα 7. Σε ένα κριτήριο αξιολόγησης µε 20 ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής κάθε
σωστή απάντηση ϐαθµολογείται µε 5 µονάδες, για κάθε λανθασµένη απάντηση αφαιρεί-
ται 1 µονάδα, ενώ αν σε κάποια ερώτηση δεν δοθεί κάποια απάντηση ούτε δίνονται ούτε
αφαιρούνται µονάδες. Ο Γιώργος δεν έδωσε κάποια απάντηση σε 3 ερωτήσεις και πήρε
στο κριτήριο αυτό 61 µονάδες. Σε πόσες ερωτήσεις απάντησε σωστά;
Λύση. Στα προβλήµατα συµβολίζουµε µε x το Ϲητούµενο, γράφουµε σύµφωνα µε τα
δεδοµένα µια εξίσωση η οποία περιγράφει το πρόβληµα και στη συνέχεια λύνουµε την
εξίσωση αυτή. Ελέγχουµε στο τέλος αν η λύση που ϐρήκαµε είναι αποδεκτή.
Στο συγκεκριµένο πρόβληµα συµβολίζουµε µε x το πλήθος των σωστών απαντήσεων του
Γιώργου. Τότε το πλήθος των λανθασµένων απαντήσεων είναι 20 − x − 3 = 17 − x. Ο
Γιώργος παίρνει x · 5 µονάδες για τις σωστές απαντήσεις και χάνει (17 − x) · 1 για τις
λανθασµένες. ΄Αρα προκύπτει η εξίσωση

5x− 1(17− x) = 61⇔ 5x− 17 + x = 61⇔ 6x = 78⇔ x = 13.
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Η λύση x = 13 σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι αποδεκτή. (Για παρά-
δειγµα δεν ϑα δεχόµασταν ως λύση ένα ϕυσικό µεγαλύτερο του 20.)

Ασκήσεις για λύση

1. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 2x−5 = 9 ϐ) 3(x−2) = 1−2(x−4) γ) 2(3−4x)+1 = 7−8x δ) 2(1−x) = 3−2x

2. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)
x+ 1

2
− 2x

5
= x− 4 ϐ) 4

(
x− 1

3
− x

2

)
− x

4
=
x

3
+ 2 γ)

4x− 1

8
=
x− 1

2

3. Να λύσετε την εξίσωση:

x− 11

89
+
x− 13

87
+
x− 15

85
=
x− 89

11
+
x− 87

13
+
x− 85

15

4. Να λύσετε τους παρακάτω τύπους ως προς R, a, R1 και m αντίστοιχα:

α) F = m
v2

R
ϐ) V = V0(1 + aθ) γ)

1

R
=

1

R1

+
1

R2

δ) I =
mnE

mR1 + nR2

5. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου λ ∈ R :

α) (λ− 1)x = λ2 − λ ϐ)
(
λ2 − 2λ

)
x = λ2 − 3λ+ 2 γ) λ2x− 2λ = 25x+ 10

6. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις για τις διάφορες τιµές των παραµέτρων λ, µ ∈ R :

α) (λ−µ)x = λ2−µ2 ϐ) (λ−2µ)x+µ = −3λx+5 γ)
(
λ2 − 2λµ+ µ2

)
x+λµ = λ2

7. Θεωρούµε την εξίσωση (λ+ 5)x− 2(x− 3λ) = 6− λ, µε άγνωστο x και παράµετρο λ.
Να ϐρείτε την τιµή του λ ώστε ο αριθµός 3 να είναι λύση της εξίσωσης.

8. Ο Γιώργος διάβασε ένα ϐιβλίο 300 σελίδων σε 4 ηµέρες. Κάθε µέρα διάβαζε 10 σελίδες
περισσότερες από την προηγούµενη. Πόσες σελίδες διάβασε την πρώτη µέρα;

9. Αγόρασε κάποιος ένα σαλόνι που αποτελείται από τρεις πολυθρόνες, ένα τραπέζι και
ένα καναπέ και πλήρωσε 1470€. Αν µια πολυθρόνα κοστίζει όσο το τραπέζι και ο καναπές
κοστίζει όσο 3 πολυθρόνες, να ϐρείτε πόσο κοστίζει κάθε πολυθρόνα και πόσο κοστίζει ο
καναπές.

10. Από τους µαθητές µιας τάξης, οι µισοί πηγαίνουν στο σχολείο µε τα πόδια, το
1/3 αυτών χρησιµοποιεί ποδήλατο και τέσσερις µαθητές χρησιµοποιούν το λεωφορείο.
Πόσους µαθητές έχει η τάξη αυτή;
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11. ΄Ενας πατέρας είναι 43 ετών και ο γιος του 12 ετών. Μετά από πόσα έτη η ηλικία
του πατέρα ϑα είναι τριπλάσια από την ηλικία του γιου του;

12. ΄Ενας δάσκαλος έδωσε σε ένα µαθητή του να προσθέσει τρεις διαδοχικούς ϕυσικούς
αριθµούς. Ο µαθητής ϐρήκε αποτέλεσµα 103. Απάντησε σωστά ή όχι;

13. Μια ϐρύση µπορεί να γεµίσει µια άδεια δεξαµενή σε 8 ώρες, µια άλλη σε 4 ώρες,
ενώ µια τρίτη ϐρύση µπορεί να την αδειάσει όταν είναι γεµάτη σε 6 ώρες. Σε πόσες ώρες
ϑα γεµίσει η δεξαµενή, αν είναι άδεια και ανοίξουµε ταυτόχρονα και τις τρεις ϐρύσες;

14. Ο Γιώργος έγραψε ένα διψήφιο ϕυσικό αριθµό του οποίου το ψηφίο των δεκάδων
είναι τριπλάσιο από το ψηφίο των µονάδων. Αν αλλάξουµε τη ϑέση των ψηφίων προκύπτει
αριθµός µικρότερος κατά 36. Ποιος είναι ο αριθµός που έγραψε ο Γιώργος;

15. ΄Εχουµε ένα διάλυµα 50 ml περιεκτικότητας 6% σε οινόπνευµα. Πόσα ml οινοπνεύ-
µατος πρέπει να προσθέσουµε στο διάλυµα αυτό, ώστε να πάρουµε ένα νέο περιεκτικό-
τητας 20% σε οινόπνευµα;

16. ∆ύο ποδήλατα Α και Β απέχουν µεταξύ τους 3 km. Ξεκινούν ταυτόχρονα να κινούν-
ται ευθύγραµµα προς την ίδια κατεύθυνση από το Α προς το Β µε σταθερές ταχύτητες 20
km/h και 15 km/h αντίστοιχα. Να ϐρείτε πόσα χιλιόµετρα ϑα έχει διανύσει το Α µέχρι
να ϕτάσει το Β.
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Κεφάλαιο 2

Εξισώσεις 2ου ϐαθµού

Μια εξίσωση της µορφής a · x2 + β · x+ γ = 0 µε a 6= 0 ονοµάζεται εξίσωση 2ου ϐαθµού
µε άγνωστο x και συντελεστές a, β και γ. Ονοµάζουµε διακρίνουσα της εξίσωσης αυτής
την παράσταση

∆ = β2 − 4aγ.

• Αν ∆ > 0, η εξίσωση έχει δύο ϱίζες άνισες, τις

x1,2 =
−β ±

√
∆

2a
.

• Αν ∆ = 0, η εξίσωση έχει µία διπλή ϱίζα, την x = −β/2a.

• Αν ∆ < 0, η εξίσωση είναι αδύνατη στο R.

Αν η εξίσωση a · x2 + β · x + γ = 0 µε a 6= 0, έχει ϱίζες x1, x2 τότε το άθροισµα και το
γινόµενο των ϱιζών της δίνεται από τους τύπους του Vieta:

x1 + x2 = −β
a

και x1 · x2 =
γ

a
.

Παράδειγµα 8. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 3x2 − 7x+ 2 = 0 ϐ) x2 = 6− x γ) x2 − 4x+ 4 = 0 δ) x2 − x+ 3 = 0

Λύση. α) Βρίσκουµε πρώτα τη διακρίνουσα της εξίσωσης. ΄Εχουµε ∆ = (−7)2−4 ·3 ·2 =
25. Η εξίσωση έχει δύο ϱίζες άνισες, τις

x1,2 =
−(−7)±

√
25

2 · 3
=

7± 5

6
= 2 ή

1

3
.

ϐ) Μεταφέρουµε αρχικά όλους τους όρους στο πρώτο µέλος και η εξίσωση γράφεται
ισοδύναµα

x2 + x− 6 = 0.

13
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΄Εχουµε ∆ = 12 − 4 · 1 · (−6) = 25. Η εξίσωση έχει δύο ϱίζες άνισες, τις

x1,2 =
−1±

√
25

2 · 1
=
−1± 5

2
= −3 ή 2.

γ) ΄Εχουµε ∆ = (−4)2 − 4 · 1 · 4 = 0. Συνεπώς η εξίσωση έχει µία διπλή ϱίζα, την

x =
−(−4)

2 · 1
= 2.

δ) ΄Εχουµε ∆ = (−1)2 − 4 · 1 · 3 = −11 < 0. Συνεπώς η εξίσωση είναι αδύνατη στο R.

Παράδειγµα 9. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (2x− 1)(x+ 3) = 0 ϐ) 2x2 − 9x = 0 γ) x2 − 9 = 0 δ) x2 + 3 = 0

Λύση. α) Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την επιµεριστική ιδιότητα, να κάνουµε τις
πράξεις και να λύσουµε την δευτεροβάθµια εξίσωση που ϑα προκύψει. Επειδή εδώ
έχουµε ένα γινόµενο ίσο µε 0, είναι πιο εύκολο να εργαστούµε ως εξής:

(2x− 1)(x+ 3) = 0⇔ 2x− 1 = 0 ή x+ 3 = 0⇔ x =
1

2
ή x = −3.

ϐ) Μπορούµε να γράψουµε την εξίσωση 2x2 − 9x + 0 = 0 και να χρησιµοποιήσουµε το
γνωστό τύπο, όµως πιο εύκολο είναι να εργαστούµε µε παραγοντοποίηση. ΄Εχουµε

2x2 − 9x = 0⇔ x(2x− 9) = 0⇔ x = 0 ή 2x− 9 = 0⇔ x = 0 ή x =
9

2
.

γ) ΄Εχουµε

x2 − 9 = 0⇔ (x− 3)(x+ 3) = 0⇔ x− 3 = 0 ή x+ 3 = 0⇔ x = 3 ή x = −3.

δ) Επειδή x2 ≥ 0 έπεται ότι x2 + 3 > 0, οπότε η εξίσωση x2 + 3 = 0 είναι αδύνατη στο R.

Παράδειγµα 10. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x2 − (
√

3 +
√

2)x+
√

6 = 0 ϐ) x2 − 2016x+ 2015 = 0 γ) 2x2 − 99x− 992 = 0

Λύση. α) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

x2−
√

3x−
√

2x+
√

2
√

3 = 0⇔ x(x−
√

3)−
√

2(x−
√

3) = 0⇔ (x−
√

3)(x−
√

2) = 0

⇔ x−
√

3 = 0 ή x−
√

2 = 0⇔ x =
√

3 ή x =
√

2.

ϐ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

x2 − 2015x− x+ 2015 = 0⇔ x(x− 2015)− (x− 2015) = 0⇔ (x− 2015)(x− 1) = 0

⇔ x− 2015 = 0 ή x− 1 = 0⇔ x = 2015 ή x = 1.

γ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

x2 − 99x+ x2 − 992 = 0⇔ x(x− 99) + (x− 99)(x+ 99) = 0⇔ (x− 99)(2x+ 99) = 0

⇔ x− 99 = 0 ή 2x+ 99 = 0⇔ x = 99 ή x = −99

2
.
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Παράδειγµα 11. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (x− 2)(x+ 3) = (2x− 1)(x+ 1) ϐ)
x2 − x

2
− x− 1

3
=
x2 − 3x+ 1

2
+
x2 − 1

4

Λύση. α) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

x2 + 3x− 2x− 6 = 2x2 + 2x− x− 1⇔ x2 + x− 6 = 2x2 + x− 1⇔ x2 + 5 = 0.

Η τελευταία είναι αδύνατη στο R, αφού x2 + 5 > 0.
ϐ) Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη µε 12 και η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

6(x2 − x)− 4(x− 1) = 6(x2 − 3x+ 1) + 3(x2 − 1)⇔ 6x2 − 10x+ 4 = 9x2 − 18x+ 3

⇔ 3x2 − 8x− 1 = 0.

Η διακρίνουσα της τελευταίας εξίσωσης είναι ∆ = (−8)2 − 4 · 3 · (−1) = 76 > 0. Η
εξίσωση έχει δύο ϱίζες άνισες, τις

x1,2 =
8±
√

76

6
=

4±
√

19

3
.

Παράδειγµα 12. Θεωρούµε τις παρακάτω εξισώσεις µε άγνωστο x και παράµετρο a.

x2 − (a− 4)x+ 3− a = 0 (1) και a2x2 − ax+ 2 = 0 (2)

α) Να δείξετε ότι η (1) έχει λύση στο R, για οποιαδήποτε τιµή της παραµέτρου a. Στη
συνέχεια να λύσετε την εξίσωση αυτή.
ϐ) Να δείξετε ότι η (2) είναι αδύνατη στο R, για οποιαδήποτε τιµή της παραµέτρου a.
Λύση. α) Η εξίσωση έχει λύση στο R αν ∆ ≥ 0. Πράγµατι

∆ = (a− 4)2 − 4(3− a) = a2 − 8a+ 16− 12 + 4a = a2 − 4a+ 4 = (a− 2)2 ≥ 0.

Η εξίσωση έχει δύο ϱίζες (άνισες αν a 6= 2 και ίσες αν a = 2) τις

x1,2 =
a− 4±

√
(a− 2)2

2
=
a− 4± (a− 2)

2
= a− 3 ή − 1.

ϐ) Αν a = 0, τότε η (2) δίνει 2 = 0 και προφανώς είναι αδύνατη. Αν a 6= 0, τότε η (2) είναι
δευτεροβάθµια και αρκεί να δείξουµε ότι ∆ < 0. Πράγµατι έχουµε

∆ = (−a)2 − 4 · a2 · 2 = a2 − 8a2 = −7a2 < 0.

Παράδειγµα 13. Αν a, β, γ ∈ R µε a + β + γ = 0 και a3 + β3 + γ3 ≥ 0, να λύσετε την
εξίσωση

3x2 − 2
√
a3 + β3 + γ3 x+ aβγ = 0.



16 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ΟΥ
ΒΑΘΜΟΥ

Λύση. Επειδή a+ β + γ = 0 ϑα είναι a3 + β3 + γ3 = 3aβγ. Η εξίσωση έχει διακρίνουσα

∆ =
(
−2
√
a3 + β3 + γ3

)2
− 4 · 3 · aβγ = 4

(
a3 + β3 + γ3 − 3aβγ

)
= 4 · 0 = 0.

Συνεπώς η εξίσωση έχει µία διπλή ϱίζα, την

x =

√
a3 + β3 + γ3

3
=

√
3aβγ

3
.

Παράδειγµα 14. Να λύσετε για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου λ την εξίσωση

2x2 − 4x+ λ = 0.

Λύση. Η εξίσωση έχει διακρίνουσα ∆ = (−4)2 − 4 · 2 · λ = 16 − 8λ. ∆ιακρίνουµε τις
περιπτώσεις:
Αν ∆ > 0⇔ λ < 2, τότε η εξίσωση έχει δύο ϱίζες άνισες, τις

x1,2 =
4±
√

16− 8λ

2 · 2
=

4± 4

√
1− λ

2
4

= 1±
√

1− λ

2
.

Αν ∆ = 0⇔ λ = 2, τότε η εξίσωση έχει µία διπλή ϱίζα, την x = −(−4)/4 = 1.
Αν ∆ < 0⇔ λ > 2, τότε η εξίσωση είναι αδύνατη στο R.

Παράδειγµα 15. Σε µια γιορτή κάθε καλεσµένος τσούγκρισε το ποτήρι του µε κάθε
έναν από τους υπόλοιπους καλεσµένους. Ακούστηκαν 36 τσουγκρίσµατα. Πόσοι ήταν
οι καλεσµένοι;
Λύση. Ονοµάζουµε x το πλήθος των καλεσµένων. Κάθε καλεσµένος τσουγκρίζει το
ποτήρι του µε x − 1 καλεσµένους. ΄Οταν ο καλεσµένος Α τσουγκρίσει το ποτήρι του µε
τον Β, ταυτόχρονα έχει τσουγκρίσει και ο Β το ποτήρι του µε τον Α. Συνεπώς το πλήθος
των τσουγκρισµάτων είναι

x(x− 1)

2
αφού στο γινόµενο x(x−1) κάθε τσούγκρισµα έχει µετρηθεί δύο ϕορές. Συνεπώς έχουµε
την εξίσωση

x(x− 1)

2
= 36⇔ x2 − x− 72 = 0.

Λύνοντας την τελευταία ϐρίσκουµε x = 9 ή x = −8. ∆εκτή είναι µόνο η x = 9, αφού το
x είναι ϕυσικός αριθµός.

Παράδειγµα 16. Να ϐρείτε δύο πραγµατικούς αριθµούς µε άθροισµα 9 και γινόµενο
−22.
Λύση. Επειδή το άθροισµα των αριθµών είναι 9, αν x είναι ο ένας αριθµός τότε ο άλλος
είναι 9− x. Ακόµη το γινόµενο των αριθµών είναι −22 οπότε προκύπτει η εξίσωση

x(9− x) = −22⇔ −x2 + 9x+ 22 = 0.

Λύνοντας την τελευταία εξίσωση ϐρίσκουµε x = 11 οπότε 9 − x = −2 ή x = −2 οπότε
9− x = 11. Εποµένως σε κάθε περίπτωση οι Ϲητούµενοι αριθµοί είναι ο 11 και ο −2.
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Παράδειγµα 17. Να ϐρείτε µια δευτεροβάθµια εξίσωση, η οποία να έχει ϱίζες τους
αριθµούς 1/4 και 1/5.
Λύση. Μία τέτοια εξίσωση είναι η(

x− 1

4

)(
x− 1

5

)
= 0⇔ x2 − x

5
− x

4
+

1

20
= 0⇔ 20x2 − 9x+ 1 = 0.

Παράδειγµα 18. Θεωρούµε την εξίσωση x2−λx+ 21 = 0, µε άγνωστο x και παράµετρο
λ. Να ϐρείτε την τιµή του λ ώστε ο αριθµός −3 να είναι ϱίζα της εξίσωσης και στη
συνέχεια να ϐρείτε και την άλλη ϱίζα της.
Λύση. Ο −3 είναι ϱίζα της εξίσωσης αν και µόνο αν την επαληθεύει, δηλαδή

(−3)2 − λ(−3) + 21 = 0⇔ 3λ+ 30 = 0⇔ λ = −10.

Αν ρ είναι η άλλη ϱίζα της εξίσωσης τότε το γινόµενο των ϱιζών της (τύποι Vieta) είναι

ρ(−3) =
21

1
⇔ ρ = −7.

Σχόλιο. Θα µπορούσαµε, κάνοντας περισσότερες πράξεις, να ϐρούµε την άλλη ϱίζα
αντικαθιστώντας την τιµή λ = −10 στην εξίσωση και να τη λύσουµε χρησιµοποιώντας
τον γνωστό τύπο.

Παράδειγµα 19. Θεωρούµε την εξίσωση x2 +λx+ 18 = 0, µε άγνωστο x και παράµετρο
λ. Αν η εξίσωση έχει δύο ϱίζες, η µία διπλάσια της άλλης, να ϐρείτε τις ϱίζες και τον
πραγµατικό αριθµό λ.
Λύση. ΄Εστω x1, x2 µε x2 = 2x1 οι ϱίζες της εξίσωσης. Τότε από τους τύπους του Vieta
έχουµε

x1 · x2 =
18

1
⇔ 2x21 = 18⇔ 2(x1 − 3)(x2 + 3) = 0⇔ x1 = 3 ή x1 = −3

δηλαδή x1 = 3 και x2 = 6 ή x1 = −3 και x2 = −6.
Αν x1 = 3 και x2 = 6 τότε x1 + x2 = −λ/1⇔ λ = −9, ενώ αν x1 = −3 και x2 = −6 τότε
x1 + x2 = −λ/1⇔ λ = 9.

Παράδειγµα 20. Θεωρούµε την εξίσωση −2x2 + λx − µ = 0, µε άγνωστο x και παρα-
µέτρους λ, µ ∈ R, η οποία έχει δύο ϱίζες πραγµατικές και άνισες τις x1 6= 0, x2 6= 0.
α) Αποδείξτε ότι λ2 > 8µ.
ϐ) Να ϐρείτε µια εξίσωση δευτέρου ϐαθµού η οποία να έχει ϱίζες τις ρ1 = 2/x1, ρ2 = 2/x2.
Λύση. α) Αφού η εξίσωση έχει δύο ϱίζες άνισες ϑα είναι

∆ > 0⇔ λ2 − 4(−2)(−µ) > 0⇔ λ2 > 8µ.

ϐ) Μία τέτοια εξίσωση είναι η

(x− ρ1)(x− ρ2) = 0⇔ x2 − (ρ1 + ρ2)x+ ρ1 · ρ2 = 0.
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Συνεπώς, χρειάζεται αρχικά να υπολογίσουµε τις ποσότητες ρ1 + ρ2 και ρ1 · ρ2. ΄Εχουµε

ρ1 + ρ2 =
2

x1
+

2

x2
=

2(x1 + x2)

x1x2
=

2λ

µ
και ρ1 · ρ2 =

2

x1
· 2

x2
=

4

x1x2
=

8

µ

αφού x1 + x2 = −λ/(−2) = λ/2 και x1x2 = −µ/(−2) = µ/2. Η εξίσωση που Ϲητάµε
είναι

x2 − (ρ1 + ρ2)x+ ρ1 · ρ2 = 0⇔ x2 − 2λ

µ
x+

8

µ
= 0⇔ µx2 − 2λx+ 8 = 0.

Παράδειγµα 21. Θεωρούµε την εξίσωση x2−6x+ 3λ = 0, µε άγνωστο x και παράµετρο
λ, η οποία έχει λύση στο R. Να δείξετε ότι λ ≤ 3 και στη συνέχεια να ϐρείτε το λ, ώστε
να ισχύει η σχέση

x31x
2
2 + x21x

3
2 = 540λ.

Λύση. Αφού η εξίσωση έχει λύση στο R ϑα είναι ∆ ≥ 0 ⇔ (−6)2 − 4 · 3λ ≥ 0 ⇔ λ ≤ 3.
΄Εχουµε

x31x
2
2 + x21x

3
2 = 540λ⇔ (x1x2)

2 (x1 + x2) = 540λ⇔ (3λ)2 · 6 = 540λ⇔ 54λ(λ− 10) = 0.

Από την τελευταία παίρνουµε λ = 0 ή λ = 10, από τις οποίες δεχόµαστε µόνο την λ = 0,
λόγω της σχέσης λ ≤ 3.

Παράδειγµα 22. Θεωρούµε την εξίσωση 3x2 + (λ2 − 9)x + 3λ = 0, µε άγνωστο x και
παράµετρο λ.
α) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του λ η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ϱίζες αντίθετες.
ϐ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του λ η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ϱίζες αντίστροφες.
Λύση. α) Οι ϱίζες είναι αντίθετες όταν το άθροισµά τους είναι ίσο µε 0, δηλαδή

x1 + x2 = 0⇔ −λ
2 − 9

3
= 0⇔ λ = 3 ή λ = −3.

Για λ = 3 η εξίσωση γράφεται 3x2 + 9 = 0, η οποία είναι αδύνατη στο R, ενώ για λ = −3
η εξίσωση γράφεται 3x2 − 9 = 0, η οποία έχει δύο ϱίζες τις

√
3, −
√

3. Εποµένως η µόνη
τιµή που γίνεται δεκτή είναι η λ = −3.
ϐ) Οι ϱίζες είναι αντίστροφες όταν το γινόµενό τους είναι ίσο µε 1, δηλαδή

x1 · x2 = 1⇔ 3λ

3
= 1⇔ λ = 1.

Για λ = 1 η εξίσωση γράφεται 3x2 − 8x + 3 = 0, η οποία έχει πραγµατικές ϱίζες αφού
∆ = 28 > 0. Εποµένως η τιµή λ = 1 είναι δεκτή.
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Ασκήσεις για λύση

17. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x2 − 4x+ 3 = 0 ϐ) 3x2 = 1− 2x γ) x2 + 6x+ 9 = 0 δ) x2 − x+ 2 = 0

18. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (−x+ 1)(2x− 5) = 0 ϐ) 4x2 − 5x = 0 γ) x2 − 4 = 0 δ) x2 + 8 = 0

19. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x2 − (
√

5 + 1)x+
√

5 = 0 ϐ) x2 − 113x+ 112 = 0 γ) 2x2 − 55x− 552 = 0

20. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (3x− 4)(x+ 1) = (2x+ 1)(x− 1) ϐ) (3x− 1)(x− 3) = (−2 + 5x)(3x− 1)

21. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
x2

2
+
x

3
= 1 ϐ)

x2 + 1

2
− x+ 2

3
=

3x− 2

2
γ)
x+ 2

2
− (x+ 2)2 =

3x− 4

2
+ 1

22. Θεωρούµε τις παρακάτω εξισώσεις µε άγνωστο x και παράµετρο a.

x2 − ax+ a− 1 = 0 (1) και − a2x2 + ax− 4 = 0 (2)

α) Να δείξετε ότι η (1) έχει λύση στο R, για οποιαδήποτε τιµή της παραµέτρου a. Στη
συνέχεια να λύσετε την εξίσωση αυτή.
ϐ) Να δείξετε ότι η (2) είναι αδύνατη στο R, για οποιαδήποτε τιµή της παραµέτρου a.

23. ∆ίνεται η εξίσωση a2x2 + (a2 − β2)x− β2 = 0 µε άγνωστο x και παραµέτρους a 6= 0
και β ∈ R. Να δείξετε ότι η εξίσωση αυτή έχει λύση στο R την οποία να ϐρείτε.

24. Αν aβ + βγ+ γa = 0, να λύσετε την εξίσωση 4x2 + 4(a+ β + γ)x+ a2 + β2 + γ2 = 0.

25. Να λύσετε για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου λ την εξίσωση x2 − 20x+ 2λ = 0.

26. Το εµβαδό ενός τετραγώνου είναι αριθµητικά ίσο µε το εννιαπλάσιο της πλευράς του
αυξηµένο κατά 10. Να υπολογίσετε την πλευρά του τετραγώνου.

27. Θεωρούµε ορθογώνιο µε εµβαδό 10 cm2, η µία πλευρά του οποίου είναι κατά 3 cm
µικρότερη από την άλλη. Να ϐρείτε τα µήκη των πλευρών του.

28. Να ϐρείτε έναν αριθµό ο οποίος όταν προστεθεί στον αντίστροφό του δίνει άθροισµα
5.
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29. Μια τάξη νοίκιασε για εκδροµή ένα λεωφορείο αντί 240 €. Επειδή δύο µαθητές
αρρώστησαν, το εισιτήριο αυξήθηκε για καθένα από τους υπόλοιπους κατά 0,5 €. Πόσοι
µαθητές πήγαν εκδροµή;

30. ∆ύο ποδηλάτες διανύουν µια απόσταση 45 km µε µέσες ταχύτητες που διαφέρουν
κατά 5 km/h. Ο ένας ποδηλάτης χρειάζεται 1,5 h περισσότερο από τον άλλο. Να ϐρείτε
τις ταχύτητες των ποδηλατών.

31. Να ϐρείτε δύο πραγµατικούς αριθµούς µε άθροισµα 5 και γινόµενο −14.

32. Να ϐρείτε µια δευτεροβάθµια εξίσωση, η οποία να έχει ϱίζες τους αριθµούς 4 και
−9.

33. Θεωρούµε την εξίσωση x2− 4x+ 2λ = 0, µε άγνωστο x και παράµετρο λ. Να ϐρείτε
την τιµή του λ ώστε ο αριθµός 5 να είναι ϱίζα της εξίσωσης και στη συνέχεια να ϐρείτε
και την άλλη ϱίζα της.

34. Θεωρούµε την εξίσωση x2−λx+12 = 0, µε άγνωστο x και παράµετρο λ. Αν η εξίσωση
έχει δύο ϱίζες, η µία τριπλάσια της άλλης, να ϐρείτε τις ϱίζες και τον πραγµατικό αριθµό
λ.

35. Θεωρούµε την εξίσωση 2x2 + 3x − 8 = 0, η οποία έχει δύο ϱίζες πραγµατικές και
άνισες τις x1, x2. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις, να ϐρείτε µια εξίσωση
δευτέρου ϐαθµού η οποία να έχει ϱίζες τις:

α) ρ1 =
1

x1
, ρ2 =

1

x2
ϐ) ρ1 = x21 , ρ1 = x22 γ) ρ1 = x1 + 2 , ρ1 = x2 + 2.

36. Θεωρούµε την εξίσωση x2 − (λ− 2)x− λ = 0, µε άγνωστο x και παράµετρο λ.
α) Να δείξετε ότι η εξίσωση έχει δύο άνισες πραγµατικές ϱίζες για κάθε τιµή του λ.
ϐ) Αν x1, x2 είναι οι ϱίζες της δοθείσας εξίσωσης, να ϐρείτε την τιµή του λ ώστε να ισχύει

3x1 + x2 = x1x2 − 2x2 + 4λ− 1.

37. Θεωρούµε την εξίσωση 2x2 − (λ2 − 4)x+ λ = 0, µε άγνωστο x και παράµετρο λ.
α) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του λ η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ϱίζες αντίθετες.
ϐ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του λ η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ϱίζες αντίστροφες.



Κεφάλαιο 3

Εξισώσεις 3ου ή µεγαλύτερου ϐαθµού

Για τις εξισώσεις 3ου ή 4ου ϐαθµού υπάρχουν τύποι που δίνουν τις λύσεις τους, οι οποίοι
όµως είναι αρκετά πολύπλοκοι για τη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Για εξισώσεις ϐαθµού
µεγαλυτέρου του 4ου δεν υπάρχουν τύποι, όπως αυτός της δευτεροβάθµιας εξίσωσης, που
να δίνει τις λύσεις . Γενικά, για την επίλυση εξισώσεων 3ου ή µεγαλύτερου ϐαθµού ϑα
χρησιµοποιήσουµε την τεχνική της παραγοντοποίησης, η οποία υποστηρίζεται από τις
γνωστές ταυτότητες αλλά και το σχήµα Horner.

Ειδική περίπτωση αποτελεί η διωνυµική εξίσωση xν = a, όπου ν ϑετικός ακέραιος
και a πραγµατικός αριθµός.

• Αν a = 0, τότε η εξίσωση γράφεται xν = 0⇔ x = 0.

• Αν a > 0 και ν άρτιος, τότε xν = a⇔ x = ν
√
a ή x = − ν

√
a.

• Αν a > 0 και ν περιττός, τότε xν = a⇔ x = ν
√
a.

• Αν a < 0 και ν άρτιος, τότε η xν = a είναι αδύνατη στο R.

• Αν a < 0 και ν περιττός, τότε xν = a⇔ x = − ν
√
−a.

Σε µερικές εξισώσεις µε κατάλληλα τεχνάσµατα µπορούµε να ανάγουµε την επίλυσή
τους στην επίλυση εξισώσεων µικρότερου ϐαθµού, κατά προτίµηση 1ου ή 2ου. Για όλα τα
παραπάνω ακολουθούν παραδείγµατα.

Παράδειγµα 23. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x9 − 4 = 0 ϐ) 2x4 − 32 = 0 γ) x5 + 9 = 0 δ) x12 + 5x8 = 0

Λύση. α) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα x9 = 4⇔ x = 9
√

4.
ϐ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα x4 = 16⇔ x = 4

√
16 ή x = − 4

√
16⇔ x = 2 ή x = −2.

γ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα x5 = −9⇔ x = − 5
√

9.
δ) ΄Εχουµε x12 + 5x8 = 0 ⇔ x8(x4 + 5) = 0 ⇔ x8 = 0 ή x4 = −5 ⇔ x = 0, αφού η
εξίσωση x4 = −5 είναι αδύνατη στο R.

21
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Παράδειγµα 24. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x3 = x ϐ) x3 − 5x2 − 2x+ 10 = 0 γ) (x2 − 4)(x− 3) = (x2 − 9)(2x+ 1)

Λύση. α) ΄Εχουµε x3 = x ⇔ x3 − x = 0 ⇔ x(x2 − 1) = 0 ⇔ x(x − 1)(x + 1) = 0. Η
τελευταία δίνει x = 0 ή x = 1 ή x = −1.
ϐ) ΄Εχουµε x3 − 5x2 − 2x + 10 = 0⇔ x2(x− 5)− 2(x− 5) = 0⇔ (x− 5)(x2 − 2) = 0.
Η τελευταία δίνει x = 5 ή x2 = 2, δηλαδή x = 5 ή x =

√
2 ή x = −

√
2.

γ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

(x−2)(x+2)(x−3)−(x−3)(x+3)(2x+1) = 0⇔ (x−3) [(x− 2)(x+ 2)− (x+ 3)(2x+ 1)]

⇔ (x− 3)
[
x2 − 4− (2x2 + 7x+ 3)

]
⇔ (x− 3)

[
−x2 − 7x− 7

]
= 0.

Η τελευταία δίνει x−3 = 0 ή −x2−7x−7 = 0. ΄Εχουµε x−3 = 0⇔ x = 3. Λύνοντας τη
δευτεροβάθµια εξίσωση−x2−7x−7 = 0 ϐρίσκουµε (−7±

√
21)/2. Τελικά οι Ϲητούµενες

λύσεις είναι

x = 3 ή x =
−7 +

√
21

2
ή x =

−7−
√

21

2
.

Παράδειγµα 25. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x3 + 2x2 − 5x− 6 = 0 ϐ) 2x3 − 3x+ 1 = 0 γ) x4 − x3 − 5x2 + 3x+ 6 = 0

Λύση. α) Επειδή η εξίσωση δεν παραγοντοποιείται εύκολα ϑα χρησιµοποιήσουµε για το
σκοπό αυτό το σχήµα Horner.1

1 2 −5 −6 −1
−1 −1 6

1 1 −6 0

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα
(x− (−1)) (x2 + x− 6) = 0⇔
(x+ 1)(x2 + x− 6) = 0.

Η τελευταία δίνει x+ 1 = 0 ή x2 +x− 6 = 0. ΄Εχουµε x+ 1 = 0⇔ x = −1. Λύνοντας τη
δευτεροβάθµια εξίσωση x2 +x− 6 = 0 ϐρίσκουµε x = 2 ή x = −3. Τελικά οι Ϲητούµενες
λύσεις είναι x = −1 ή x = 2 ή x = −3.
ϐ) Θα χρησιµοποιήσουµε το σχήµα Horner. Προσέχουµε ότι ο συντελεστής του x2 είναι
ο αριθµός 0.

2 0 −3 1 1
2 2 −1

2 2 −1 0

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα
(x− 1)(2x2 + 2x− 1) = 0.

1∆οκιµάζουµε τις πιθανές ακέραιες ϱίζες (είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου) µε στόχο ο αριθµός που
ϑα προκύψει στο τέλος να είναι 0. Τότε ο ένας παράγοντας είναι x−ρ όπου ρ η πιθανή ακέραια ϱίζα και ο
άλλος έχει συντελεστές τους αριθµούς που ϐρίσκονται αριστερά του 0. Στους υπολογισµούς του σχήµατος
Horner κατακόρυφα προσθέτουµε και διαγώνια πολλαπλασιάζουµε.
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Η τελευταία δίνει x− 1 = 0 ή 2x2 + 2x− 1 = 0. ΄Εχουµε x− 1 = 0⇔ x = 1. Λύνοντας
τη δευτεροβάθµια εξίσωση 2x2 + 2x − 1 = 0 ϐρίσκουµε x = (−1 ±

√
3)/2. Τελικά οι

Ϲητούµενες λύσεις είναι

x = 1 ή x =
−1 +

√
3

2
ή x =

−1−
√

3

2
.

γ) Η εξίσωση είναι 4ου ϐαθµού και ϑα χρησιµοποιήσουµε δύο ϕορές το σχήµα Horner.

1 −1 −5 3 6 −1
−1 2 3 −6

1 −2 −3 6 0

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα
(x+ 1)(x3− 2x2− 3x+ 6) = 0.

1 −2 −3 6 2
2 0 −6

1 0 −3 0

Η δοθείσα εξίσωση γράφεται ισοδύ-
ναµα (x+ 1)(x− 2)(x2 − 3) = 0.

Η τελευταία δίνει x+ 1 = 0 ή x− 2 = 0 ή x2 − 3 = 0, οπότε τελικά παίρνουµε

x = −1 ή x = 2 ή x =
√

3 ή x = −
√

3.

Παράδειγµα 26. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις2:

α) x4 − 6x2 + 5 = 0 ϐ)
(
x2 + x+ 2

)3 − (x2 + x+ 3
)
− 5 = 0

Λύση. α) Θέτουµε x2 = ω και η δοθείσα εξίσωση γράφεται ω2−6ω+5 = 0. Η διακρίνουσα
της τελευταίας είναι ∆ = 36−20 = 16, οπότε έχουµε ω = (6±

√
16)/2⇔ ω = 5 ή ω = 1.

• Για ω = 5 έχουµε x2 = 5⇔ x =
√

5 ή x = −
√

5.

• Για ω = 1 έχουµε x2 = 1⇔ x = 1 ή x = −1.

Η αρχική εξίσωση έχει τέσσερις ϱίζες x =
√

5 ή x = −
√

5 ή x = 1 ή x = −1.
ϐ) Θέτουµε x2 + x + 2 = ω, οπότε x2 + x + 3 = ω + 1 και η δοθείσα εξίσωση γράφεται
ω3 − (ω + 1) − 5 = 0 ⇔ ω3 − ω − 6 = 0. Για την τελευταία ϑα χρησιµοποιήσουµε το
σχήµα Horner.

1 0 −1 −6 2
2 4 6

1 2 3 0

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα
(ω − 2)(ω2 + 2ω + 3) = 0.

Η τελευταία δίνει ω− 2 = 0 ή ω2 + 2ω+ 3 = 0, οπότε τελικά παίρνουµε ως µόνη λύση
την ω = 2, αφού η ω2 + 2ω + 3 = 0 είναι αδύνατη στο R έχοντας αρνητική διακρίνουσα.
Τελικά για ω = 2 έχουµε

x2 + x+ 2 = 2⇔ x2 + x = 0⇔ x(x+ 1) = 0⇔ x = 0 ή x = −1.

2Μια εξίσωση της µορφής ax4 + βx2 + γ = 0 µε a, β 6= 0 ονοµάζεται διτετράγωνη. Θέτοντας x2 = ω
η εξίσωση ανάγεται σε δευτεροβάθµια µε άγνωστο ω.
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Παράδειγµα 27. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x4 − 7x3 + 14x2 − 7x+ 1 = 0 ϐ) (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) = 3

Λύση. α) Ο αριθµός 0 δεν είναι λύση της εξίσωσης αφού δεν την επαληθεύει. ∆ιαιρούµε
και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε x2 6= 0 και παίρνουµε

x2 − 7x+ 14− 7

x
+

1

x2
= 0⇔ x2 +

1

x2
− 7

(
x+

1

x

)
+ 14 = 0.

Επειδή
(
x+

1

x

)2

= x2 +
1

x2
+ 2, η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

(
x+

1

x

)2

− 2− 7

(
x+

1

x

)
+ 14 = 0⇔

(
x+

1

x

)2

− 7

(
x+

1

x

)
+ 12 = 0.

Θέτουµε x+1/x = ω και προκύπτει η εξίσωση ω2−7ω+12 = 0. Λύνοντας την τελευταία
παίρνουµε ω = 3 ή ω = 4.

• Για ω = 3 έχουµε x+
1

x
= 3⇔ x2−3x+1 = 0⇔ x = (3+

√
5)/2 ή x = (3−

√
5)/2.

• Για ω = 4 έχουµε x+
1

x
= 4⇔ x2 − 4x+ 1 = 0⇔ x = 2 +

√
3 ή x = 2−

√
3.

Η αρχική εξίσωση έχει τέσσερις ϱίζες x = (3 +
√

5)/2 ή x = (3−
√

5)/2 ή x = 2 +
√

3 ή
x = 2−

√
3.

ϐ) Η δοθείσα εξίσωση γράφεται

(x− 1)(x− 4)(x− 2)(x− 3) = 3⇔
(
x2 − 5x+ 4

) (
x2 − 5x+ 6

)
= 3.

Θέτουµε x2 − 5x+ 4 = ω, οπότε x2 − 5x+ 6 = ω + 2 και η τελευταία εξίσωση γράφεται

ω(ω + 2) = 3⇔ ω2 + 2ω − 3 = 0⇔ ω = 1 ή ω = −3.

• Για ω = 1 έχουµε x2 − 5x + 4 = 1 ⇔ x2 − 5x + 3 = 0, η οποία έχει δύο ϱίζες
x = (5 +

√
13)/2 ή x = (5−

√
13)/2.

• Για ω = −3 έχουµε x2 − 5x + 4 = −3 ⇔ x2 − 5x + 7 = 0, η οποία είναι αδύνατη
στο R αφού ∆ = −3 < 0.

Συµπεραίνουµε ότι η αρχική εξίσωση έχει δύο ϱίζες x = (5+
√

13)/2 ή x = (5−
√

13)/2.

Παράδειγµα 28. α) Να ϐρείτε µια εξίσωση 3ου ϐαθµού η οποία να έχει ϱίζες τους αριθ-
µούς 2, 3, 4.
ϐ) Να ϐρείτε µια εξίσωση 4ου ϐαθµού η οποία να έχει ϱίζες τους αριθµούς 1, 3 και διπλή
ϱίζα τον αριθµό −1.
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Λύση. α) Μια τέτοια εξίσωση είναι η (x − 2)(x − 3)(x − 4) = 0, η οποία γράφεται
ισοδύναµα (

x2 − 5x+ 6
)

(x− 4) = 0⇔ x3 − 9x2 + 26x− 24 = 0.

ϐ) Μια τέτοια εξίσωση είναι η (x− 1)(x− 3)(x+ 1)2 = 0, η οποία γράφεται ισοδύναµα(
x2 − 4x+ 3

) (
x2 + 2x+ 1

)
= 0⇔ x4 − 2x3 − 4x2 + 2x+ 3 = 0.

Παράδειγµα 29. Θεωρούµε την εξίσωση x3 + (a + β)x2 + 1− a = 0, µε άγνωστο x και
παραµέτρους a, β. Με δεδοµένο ότι η εξίσωση έχει διπλή ϱίζα το −1, να ϐρείτε τα a, β
και την άλλη ϱίζα της εξίσωσης.
Λύση. Επειδή το −1 είναι λύση της δοθείσας εξίσωσης ϑα την επαληθεύει. Εποµένως
(−1)3 + (a+ β)(−1)2 + 1− a = 0⇔ β = 0 και η εξίσωση γράφεται x3 + ax2 + 1− a = 0.
Θα χρησιµοποιήσουµε το σχήµα Horner για την τελευταία εξίσωση.

1 a 0 1− a −1
−1 −a+ 1 a− 1

1 a− 1 −a+ 1 0

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα
(x+ 1)[x2 + (a− 1)x− a+ 1] = 0.

Επειδή το −1 είναι διπλή ϱίζα της αρχικής εξίσωσης, ϑα είναι λύση και της εξίσωσης
x2+(a−1)x−a+1 = 0. ΄Αρα (−1)2+(a−1)(−1)−a+1 = 0⇔ −2a+3 = 0⇔ a = 3/2.
΄Εχουµε

(x+1)[x2+(a−1)x−a+1] = 0⇔ (x+1)

[
x2 +

1

2
x− 1

2

]
= 0⇔ (x+1)(2x2+x−1) = 0.

Από την τελευταία εξίσωση έχουµε ισοδύναµα x+1 = 0 ή 2x2+x−1 = 0. Η πρωτοβάθµια
δίνει x = −1, ενώ η δευτεροβάθµια x = −1 ή x = 1/2.

Παράδειγµα 30. Θεωρούµε την εξίσωση x4 − (a − 2)x2 + 16 = 0, µε άγνωστο x και
παράµετρο a. Να ϐρείτε το a ώστε η εξίσωση να έχει δύο διπλές ϱίζες.
Λύση. Θέτουµε x2 = ω και η εξίσωση γράφεται

ω2 − (a− 2)ω + 16 = 0. (1)

Η δοθείσα εξίσωση έχει δύο διπλές ϱίζες αν και µόνο αν η (1) έχει µία διπλή ϑετική ϱίζα.
Αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν ∆ = 0, S > 0 και P > 0, όπου ∆, S και P η διακρίνουσα,
το άθροισµα των ϱιζών και το γινόµενο των ϱιζών της (1) αντίστοιχα. ΄Εχουµε

∆ = 0⇔ (a−2)2−64 = 0⇔ (a−2)2−82 = 0⇔ (a−10)(a+6) = 0⇔ a = 10 ή a = −6.

Το γινόµενο των ϱιζών είναι P = 16 > 0 για οποιαδήποτε τιµή του a. Για a = 10 είναι
S = a − 2 = 8 > 0 ενώ για a = −6 είναι S = a − 2 = −8 < 0. Συνεπώς η δοθείσα
εξίσωση έχει δύο διπλές ϱίζες για a = 10.
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Ασκήσεις για λύση

38. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x5− 6 = 0 ϐ) − 3x4 + 48 = 0 γ) x9 + 5 = 0 δ) x10 = −10 ε) x8 + 3x4 = 0

39. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x21 = x19 ϐ) x3 − 3x2 − 4x+ 12 = 0 γ) (x2 + 1)(x− 2) = (x2 − 4)(−3x+ 2)

40. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 2x3 − 3x2 + 5x− 4 = 0 ϐ) x3 − 3x2 + 2 = 0 γ) x4 + x3 − 7x2 − x+ 6 = 0

41. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) x4 − 6x2 + 5 = 0 ϐ) x4 − 4x2 − 5 = 0 γ) 2x6 − 6x3 + 3 = x6 + 3x3 − 5

42. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
(
x2 − x+ 1

)3 − 4
(
x2 − x+ 1

)
− 15 = 0 ϐ)

(
x2 − 3x+ 3

)3 − 2
(
x2 − 3x

)2
= −7

43. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) x(x− 1)(x+ 1)(x+ 2) = 24 ϐ) x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 1 = 0

44. α) Να ϐρείτε µια εξίσωση 3ου ϐαθµού η οποία να έχει ϱίζες τους αριθµούς −1, −2,
3.
ϐ) Να ϐρείτε µια εξίσωση 4ου ϐαθµού η οποία να έχει ϱίζες τους αριθµούς 1, 2 και διπλή
ϱίζα τον αριθµό −3.

45. ΄Ενας κύβος ακµής x, έχει όγκο µικρότερο από τον όγκο ενός ορθογωνίου παραλ-
ληλεπιπέδου διαστάσεων x, x, 5x κατά 32 cm3. Να ϐρείτε το µήκος της ακµής του
κύβου.

46. Θεωρούµε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε ϐάση τετράγωνο πλευράς x cm και ύψος
2x cm. Αν τριπλασιάσουµε την πλευρά του τετραγώνου της ϐάσης και αυξήσουµε κατά 1
cm το ύψος του τότε ο όγκος του αυξάνεται κατά 25 cm3. Να ϐρείτε τον όγκο του αρχικού
παραλληλεπιπέδου.

47. Θεωρούµε την εξίσωση x3 + (2a−β)x2 + 4−8a = 0, µε άγνωστο x και παραµέτρους
a, β. Με δεδοµένο ότι η εξίσωση έχει διπλή ϱίζα το −2, να ϐρείτε τα a, β και την άλλη
ϱίζα της εξίσωσης.

48. Θεωρούµε την εξίσωση x4 − 3x2 − (1− a) = 0, µε άγνωστο x και παράµετρο a. Να
ϐρείτε για ποιες τιµές του a η εξίσωση έχει ακριβώς δύο απλές πραγµατικές ϱίζες.
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49. ΄Εστω ότι η εξίσωση ax4 + βx3 + γx2 + βx + a = 0, µε άγνωστο x και παραµέτρους
a, β µε a 6= 0, έχει ϱίζα τον ρ.
α) Να δείξετε ότι ρ 6= 0.
ϐ) Να δείξετε ότι η δοθείσα εξίσωση έχει ϱίζα και τον αριθµό 1/ρ.

50. Η εξίσωση x3 + ax2 + βx + γ = 0, µε άγνωστο x και παραµέτρους τους ακεραίους
a, β, γ, έχει ϱίζα τον ακέραιο ρ. Να δείξετε ότι

|ρ| ≤ |a|+ |β|+ |γ| .

51. Η εξίσωση ax3 + βx2 − aγ2x+ δ = 0, µε άγνωστο x και παραµέτρους a, β, γ και δ,
όπου a 6= 0, έχει ϱίζα τον αριθµό γ. Να ϐρείτε τις άλλες ϱίζες της εξίσωσης.
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Κεφάλαιο 4

Ρητές εξισώσεις

Στην ενότητα αυτή ϑα ασχοληθούµε µε εξισώσεις στις οποίες εµφανίζεται ο άγνωστος σε
ένα τουλάχιστον παρονοµαστή. Κάθε παρονοµαστής που περιέχει άγνωστο, πρέπει να
είναι διαφορετικός από το 0, ώστε να ορίζεται το αντίστοιχο κλάσµα.

Παράδειγµα 31. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
x2 − 3

x− 1
= 3− 2

x− 1
ϐ)
x2 − x
x− 3

+
x− 1

x− 2
=

1− x
x2 − 5x+ 6

γ)
2

x− 3
=

x+ 1

x2 − 9

Λύση. α) Επειδή η παράσταση x−1 ϐρίσκεται στον παρονοµαστή έχουµε τον περιορισµό
x−1 6= 0⇔ x 6= 1. Στη συνέχεια κάνουµε απαλοιφή παρονοµαστών. Η δοθείσα εξίσωση
γράφεται

(x− 1)
x2 − 3

x− 1
= (x− 1)3− (x− 1)

2

x− 1
⇔ x2 − 3 = 3x− 3− 2⇔ x2 − 3x+ 2 = 0.

Λύνοντας την τελευταία εξίσωση ϐρίσκουµε x = 1 ή x = 2. Λόγω του περιορισµού δεκτή
είναι µόνο η x = 2.
ϐ) Επειδή x2 − 5x + 6 = x2 − 2x − 3x + 6 = x(x − 2) − 3(x − 2) = (x − 2)(x − 3), η
εξίσωση γράφεται

x2 − x
x− 3

+
x− 1

x− 2
=

1− x
(x− 2)(x− 3)

. (1)

Στην (1), επειδή οι παρονοµαστές πρέπει να είναι διάφοροι του µηδενός, έχουµε τους
περιορισµούς x 6= 2 και x 6= 3. Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (1) µε το ΕΚΠ
των παρονοµαστών, που είναι (x− 2)(x− 3). Η (1) γράφεται

(x− 2)(x− 3)
x2 − x
x− 3

+ (x− 2)(x− 3)
x− 1

x− 2
= (x− 2)(x− 3)

1− x
(x− 2)(x− 3)

⇔

(x− 2)
(
x2 − x

)
+ (x− 3)(x− 1) = 1−x⇔ x3−x2− 2x2 + 2x+x2−x− 3x+ 3 = 1−x

⇔ x3 − 2x2 − x+ 2 = 0⇔ x2(x− 2)− (x− 2) = 0⇔ (x− 2)
(
x2 − 1

)
= 0.

29
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Η τελευταία δίνει x = 2 ή x = 1 ή x = −1. Λόγω των περιορισµών δεκτές είναι µόνο οι
λύσεις x = 1 ή x = −1.
γ) Επειδή x2 − 9 = (x− 3)(x+ 3), η εξίσωση γράφεται

2

x− 3
=

x+ 1

(x− 3)(x+ 3)
.

Στην τελευταία εξίσωση, επειδή οι παρονοµαστές δεν πρέπει να µηδενίζονται, λαµβά-
νουµε τους περιορισµούς x 6= 3 και x 6= −3. Μπορούµε να συνεχίσουµε την επίλυση
εφαρµόζοντας τη γνωστή χιαστί ιδιότητα ή να κάνουµε απαλοιφή παρονοµαστών. Εφαρ-
µόζουµε τη δεύτερη επιλογή. Η τελευταία εξίσωση γράφεται

(x− 3)(x+ 3)
2

x− 3
= (x− 3)(x+ 3)

x+ 1

(x− 3)(x+ 3)
⇔ (x+ 3)2 = x+ 1⇔ x = −5.

Η λύση x = −5, λαµβάνοντας υπόψιν τους περιορισµούς είναι δεκτή.

Παράδειγµα 32. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
4− x

3− 2

x+ 1

=
2

5
ϐ)
x2 + 1

2x
+

6x

x2 + 1
= 4 γ) x2 +

1

x− 2
=

x+ 2

x2 − 4
− 1

Λύση. α) Επειδή οι παρονοµαστές δεν πρέπει να µηδενίζονται, έχουµε τους περιορισµούς
x + 1 6= 0⇔ x 6= −1 και 3− 2/(x + 1) 6= 0⇔ 3x + 3 6= 2⇔ x 6= −1/3. Μετατρέπουµε
πρώτα στην εξίσωση το πρώτο µέλος σε απλό κλάσµα. Η εξίσωση γράφεται

4− x
1

3(x+ 1)− 2

x+ 1

=
2

5
⇔ (4− x)(x+ 1)

3x+ 1
=

2

5
⇔ 5(4− x)(x+ 1) = 2(3x+ 1)⇔

15x+ 20− 5x2 = 6x+ 2⇔ −5x2 + 9x+ 18 = 0⇔ x = 3 ή x = −6

5
.

Λαµβάνοντας υπόψιν τους περιορισµούς οι λύσεις που ϐρέθηκαν είναι δεκτές.
ϐ) Για κάθε πραγµατικό αριθµό x είναι x2 + 1 6= 0. Ακόµη ϑα πρέπει 2x 6= 0 ⇔ x 6= 0.
Η δοθείσα εξίσωση γράφεται

x2 + 1

2x
+ 3

2x

x2 + 1
= 4.

Θέτουµε
x2 + 1

2x
= ω, οπότε

2x

x2 + 1
=

1

ω
και η εξίσωση γράφεται

ω +
3

ω
= 4⇔ ω2 + 3 = 4ω ⇔ ω2 − 4ω + 3 = 0⇔ ω = 3 ή ω = 1.

Για ω = 3 έχουµε

x2 + 1

2x
= 3⇔ x2 + 1 = 6x⇔ x2 − 6x+ 1 = 0⇔ x = 3 +

√
8 ή x = 3−

√
8.
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Για ω = 1 έχουµε

x2 + 1

2x
= 1⇔ x2 + 1 = 2x⇔ x2 − 2x+ 1 = 0⇔ (x− 1)2 = 0⇔ x = 1.

Ο µόνος περιορισµός x 6= 0 ικανοποιείται από όλες τις λύσεις και συνεπώς είναι όλες
αποδεκτές.
γ) Θα πρέπει x− 2 6= 0⇔ x 6= 2 και x2 − 4 6= 0⇔ (x− 2)(x+ 2) 6= 0⇔ x 6= ±2, οπότε
τελικά έχουµε τους περιορισµούς x 6= 2 και x 6= −2. Η δοθείσα εξίσωση γράφεται

x2 +
1

x− 2
=

x+ 2

(x− 2)(x+ 2)
− 1⇔ x2 +

1

x− 2
=

1

x− 2
− 1⇔ x2 = −1

που είναι αδύνατη στο R.

Παράδειγµα 33. Να λύσετε την εξίσωση

2

x(x+ 2)
+

3

x(x+ 3)
+

4

x(x+ 4)
+

5

x(x+ 5)
= 2− 2x+ 7

(x+ 2)(x+ 5)
− 2x+ 7

(x+ 3)(x+ 4)
.

Λύση. Επειδή οι παρονοµαστές δεν πρέπει να µηδενίζονται, έχουµε τους περιορισµούς
x 6= 0, x 6= −2, x 6= −3, x 6= −4 και x 6= −5. Παρατηρούµε ότι το πρώτο µέλος της
εξίσωσης γράφεται

x+ 2− x
x(x+ 2)

+
x+ 3− x
x(x+ 3)

+
x+ 4− x
x(x+ 4)

+
x+ 5− x
x(x+ 5)

=

1

x
− 1

x+ 2
+

1

x
− 1

x+ 3
+

1

x
− 1

x+ 4
+

1

x
− 1

x+ 5
=

4

x
−
(

1

x+ 2
+

1

x+ 5

)
−
(

1

x+ 3
+

1

x+ 4

)
=

4

x
− 2x+ 7

(x+ 2)(x+ 5)
− 2x+ 7

(x+ 3)(x+ 4)

Συνεπώς η δοθείσα εξίσωση γράφεται ισοδύναµα
4

x
= 2 ⇔ x = 2. Η λύση αυτή είναι

δεκτή αφού ικανοποιεί τους περιορισµούς.

Ασκήσεις για λύση

52. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
−3

x+ 2
+

5

x2 − 4
=

1

x− 2
ϐ)

1

x2 − x
+

3

x− 1
=

5

x
γ)

x

x− 1
+
x+ 2

x+ 1
=

2x3

x2 − 1

53. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
x

x− 2
− 8

x2 − 2x
=

4

x
ϐ)
x2 + 2x+ 4

x
+

2x− 5

x− 2
=

−2

x2 − 2x
γ)

5

x+ 1
=

x

x2 − 1
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54. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
1− 1

x+ 3

x− 6

x− 1

=
2

x+ 3
ϐ)

2x− 4

x− 5
+
x− 5

x− 2
= −3 γ) x6 +

1

x+ 3
=

x− 3

x2 − 9
− 4x2

55. Να λύσετε την εξίσωση:

1

x(x+ 1)
− 1

x(x− 1)
+

2

x(x+ 2)
− 2

x(x− 2)
= 4− 2x

(x+ 1)(x− 1)
− 2x

(x+ 2)(x− 2)



Κεφάλαιο 5

΄Αρρητες εξισώσεις

Στην ενότητα αυτή ϑα ασχοληθούµε µε εξισώσεις στις οποίες εµφανίζεται ο άγνωστος σε
ένα τουλάχιστον ϱιζικό. Κάθε υπόρριζη ποσότητα που περιέχει άγνωστο, πρέπει να είναι
µεγαλύτερη ή ίση από το 0, ώστε να ορίζεται η αντίστοιχη ϱίζα.

Παράδειγµα 34. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 4
√

10− x− 2 = 0 ϐ)
√
x− 5 = −4 γ) 3

√
x− 9 = 0 δ)

√
3− x+ 3 = 2x

Λύση. α) Η υπόρριζη ποσότητα πρέπει να είναι µεγαλύτερη ή ίση από το 0, οπότε έχουµε
10− x ≥ 0⇔ x ≤ 10. Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

4
√

10− x = 2⇔
(

4
√

10− x
)4

= 24 ⇔ 10− x = 16⇔ x = −6.

Η λύση x = −6 είναι αποδεκτή αφού ικανοποιεί τον περιορισµό x ≤ 10.
ϐ) Η εξίσωση είναι προφανώς αδύνατη αφού το πρώτο µέλος είναι

√
x− 5 ≥ 0, ενώ

−4 < 0.
γ) ΄Εχουµε τον περιορισµό x− 9 ≥ 0⇔ x ≥ 9. Υψώνουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης
στον κύβο και παίρνουµε ισοδύναµα x − 9 = 0 ⇔ x = 9. Η λύση είναι δεκτή αφού
ικανοποιεί τον περιορισµό.
δ) Η υπόρριζη ποσότητα πρέπει να είναι µεγαλύτερη ή ίση από το 0, άρα 3 − x ≥ 0 ⇔
x ≤ 3. Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

√
3− x = 2x− 3.

Επειδή το πρώτο µέλος της τελευταίας εξίσωσης είναι µη αρνητικός αριθµός, το ίδιο ϑα
πρέπει να συµβαίνει και µε το δεύτερο. Εποµένως 2x − 3 ≥ 0 ⇔ x ≥ 3/2. Τελικά
προκύπτει ο περιορισµός x ∈ [3/2, 3]. ΄Εχουµε 1

√
3− x = 2x−3⇔

(√
3− x

)2
= (2x−3)2 ⇔ 3−x = 4x2−12x+9⇔ 4x2−11x+6 = 0.

Η τελευταία εξίσωση έχει τις λύσεις x = 2 ή x = 3/4. Από τις λύσεις αυτές, λόγω του
περιορισµού, δεχόµαστε µόνο την x = 2.

1Γενικά όταν υψώνουµε στο τετράγωνο τα δύο µέλη µιας εξίσωσης, η νέα εξίσωση δεν είναι ισοδύναµη
µε την αρχική. Είναι όµως όταν και τα δύο µέλη είναι µη αρνητικά.

33
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Παράδειγµα 35. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 3
√
x− 1 =

√
x− 1 ϐ)

√
x− 1 +

√
3− x =

√
x+ 2 γ)

√
x+ 3
√
x+ 4
√
x = 0

Λύση. α) Κάθε υπόρριζη ποσότητα πρέπει να είναι µεγαλύτερη ή ίση του 0, οπότε
προκύπτει x ≥ 1. Υψώνουµε και τα δύο µέλη στην έκτη (το 6 είναι το ΕΚΠ των δεικτών
των ϱιζών) και η εξίσωση γράφεται(

3
√
x− 1

)6
=
(√

x− 1
)6 ⇔ (x− 1)2 = (x− 1)3 ⇔ (x− 1)2(2− x) = 0⇔ x = 1 ή x = 2.

Οι λύσεις x = 1 ή x = 2 είναι δεκτές αφού ικανοποιούν τον περιορισµό x ≥ 1.
ϐ) Θα πρέπει x − 1 ≥ 0, 3 − x ≥ 0 και x + 2 ≥ 0, οπότε προκύπτει ο περιορισµός
x ∈ [1, 3]. Η δοθείσα εξίσωση γράφεται(√

x− 1 +
√

3− x
)2

=
(√

x+ 2
)2
⇔ x− 1 + 3− x+ 2

√
x− 1

√
3− x = x+ 2⇔

2
√
x− 1

√
3− x = x (1)

Επειδή το πρώτο µέλος της (1) είναι µη αρνητικός αριθµός, το ίδιο ϑα πρέπει να συµ-
ϐαίνει και µε το δεύτερο. Εποµένως πρέπει x ≥ 0 και λαµβάνοντας υπόψιν τον αρχικό
περιορισµό έχουµε πάλι x ∈ [1, 3]. Υψώνουµε στο τετράγωνο τα δύο µέλη της (1) και
γράφεται ισοδύναµα

4(x− 1)(3− x) = x2 ⇔ −4x2 + 16x− 12 = x2 ⇔ 5x2 − 16x+ 12 = 0⇔ x = 2 ή x =
6

5
.

Οι λύσεις x = 2 ή x = 6/5 είναι δεκτές αφού ικανοποιούν τον περιορισµό x ∈ [1, 3].
γ) Κάθε υπόρριζη ποσότητα πρέπει να είναι µεγαλύτερη ή ίση του 0, οπότε προκύπτει x ≥
0. Επειδή το πρώτο µέλος είναι ένα άθροισµα µη αρνητικών όρων και το δεύτερο µέλος
είναι 0, έπεται ότι κάθε όρος του πρώτου µέλους ϑα είναι ίσος µε 0. ΄Ετσι παίρνουµε

√
x = 0 και 3

√
x = 0 και 4

√
x = 0.

Καθεµία από τις παραπάνω δίνει x = 0. Η λύση αυτή είναι αποδεκτή αφού ικανοποιεί
τον περιορισµό x ≥ 0.

Παράδειγµα 36. Να λύσετε την εξίσωση 3
√

8x3 − 12x2 + 5 = 2x− 1.
Λύση. Επειδή ο περιορισµός 8x3 − 12x2 + 5 ≥ 0 είναι δύσκολο να λυθεί ϑα εργαστούµε
χωρίς περιορισµούς. Αυτό όµως ϑα έχει ως συνέπεια ότι πρέπει καθεµία από τις λύσεις
που ϑα προκύψουν να την ελέγξουµε αν επαληθεύει τη δοθείσα εξίσωση. Εποµένως
έχουµε

3
√

8x3 − 12x2 + 5 = 2x− 1⇒
(

3
√

8x3 − 12x2 + 5
)3

= (2x− 1)3

⇒ 8x3 − 12x2 + 5 = 8x3 − 12x2 + 6x− 1⇒ −6x = −6⇒ x = 1.

Για x = 1 η δοθείσα εξίσωση γράφεται
3
√

8 · 13 − 12 · 12 + 5 = 2 · 1− 1⇔ 3
√

8− 12 + 5 = 1⇔ 3
√

1 = 1

η οποία προφανώς αληθεύει. ΄Αρα η λύση x = 1 είναι δεκτή.
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Παράδειγµα 37. Να λύσετε την εξίσωση x+
(

3
√
x− 1

)2
= 1 + 6 3

√
x− 1.

Λύση. Πρέπει x − 1 ≥ 0 ⇔ x ≥ 1. Θέτουµε 3
√
x− 1 = y, οπότε x = y3 + 1. Η δοθείσα

εξίσωση γράφεται

y3 + 1 + y2 = 1 + 6y ⇔ y3 + y2− 6y = 0⇔ y(y2 + y− 6) = 0⇔ y = 0 ή y = 2 ή y = −3.

• Για y = 0 έχουµε 3
√
x− 1 = 0⇔ x = 1, η οποία είναι δεκτή.

• Για y = 2 έχουµε 3
√
x− 1 = 2⇔ x = 9, η οποία είναι δεκτή.

• Για y = −3 έχουµε 3
√
x− 1 = −3 η οποία είναι αδύνατη.

Παράδειγµα 38. Να λύσετε την εξίσωση

2
√
x− 1 + 3

√
x+ 2 + 4

√
x+ 7 + 5

√
x+ 14 = 40.

Λύση. Κάθε υπόρριζη ποσότητα πρέπει να είναι µεγαλύτερη ή ίση του 0, οπότε προκύπτει
x ≥ 1. Παρατηρούµε ότι για x = 2 η εξίσωση επαληθεύεται, αφού

2
√

2− 1 + 3
√

2 + 2 + 4
√

2 + 7 + 5
√

2 + 14 = 40⇔ 2 + 6 + 12 + 20 = 40⇔ 40 = 40.

Θα δείξουµε ότι κάθε αριθµός ρ 6= 2 δεν είναι λύση της εξίσωσης, οπότε η δοθείσα
εξίσωση ϑα έχει µοναδική λύση την x = 2.
Αν ρ > 2 είναι λύση της εξίσωσης τότε

ρ− 1 > 1 , ρ+ 2 > 4 , ρ+ 7 > 9 , ρ+ 14 > 16

άρα√
ρ− 1 > 1 ,

√
ρ+ 2 > 2 ,

√
ρ+ 7 > 3 ,

√
ρ+ 14 > 4

συνεπώς

2
√
ρ− 1 > 2 , 3

√
ρ+ 2 > 6 , 4

√
ρ+ 7 > 12 , 5

√
ρ+ 14 > 20

Προσθέτουµε κατά µέλη τις τελευταίες ανισότητες και παίρνουµε

2
√
ρ− 1 + 3

√
ρ+ 2 + 4

√
ρ+ 7 + 5

√
ρ+ 14 > 40

δηλαδή 40 > 40, που είναι άτοπο.
Αν 1 ≤ ρ < 2 είναι λύση της εξίσωσης τότε

ρ− 1 < 1 , ρ+ 2 < 4 , ρ+ 7 < 9 , ρ+ 14 < 16

άρα√
ρ− 1 < 1 ,

√
ρ+ 2 < 2 ,

√
ρ+ 7 < 3 ,

√
ρ+ 14 < 4

συνεπώς

2
√
ρ− 1 < 2 , 3

√
ρ+ 2 < 6 , 4

√
ρ+ 7 < 12 , 5

√
ρ+ 14 < 20
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Προσθέτουµε κατά µέλη τις τελευταίες ανισότητες και παίρνουµε

2
√
ρ− 1 + 3

√
ρ+ 2 + 4

√
ρ+ 7 + 5

√
ρ+ 14 < 40

δηλαδή 40 < 40, που είναι άτοπο. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η µοναδική λύση της
δοθείσας εξίσωσης είναι η x = 2.

Ασκήσεις για λύση

56. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 3
√
x− 2− 1 = 0 ϐ)

√
x− 9 = −3 γ) 5

√
x− 4 = 0 δ)

√
5x+ 10 + x = 8

57. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 3
√
x+ 2 =

√
x+ 2 ϐ)

√
1−
√
x = 3
√

1− x γ)
√
x+ 1 +

√
x− 2 =

√
x+ 6

58. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
√
x− 1 + 3

√
x− 1 + 4

√
x− 1 = 0 ϐ)

√
x− 4 + 3

√
x− 4 + 4

√
x− 4 + 5

√
x− 4 = 4

59. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 9
√
x9 − x+ 1 = x ϐ)

√
x6 + 2x− 2 + 2 = x3 γ) 3

√
x3 − 2x2 + 3x+ 6− 1 = x

60. ∆ίνεται η εξίσωση
3
√
x4 − 3x+ 6 3

√
x− a = 0

όπου a πραγµατικός αριθµός, της οποίας µία ϱίζα είναι ο αριθµός 8. Να ϐρείτε τον
πραγµατικό αριθµό a και στη συνέχεια να λύσετε την παραπάνω εξίσωση.



Κεφάλαιο 6

Εξισώσεις µε απόλυτες τιµές

Στην ενότητα αυτή ϑα ασχοληθούµε µε εξισώσεις στις οποίες ο άγνωστος εµφανίζεται
µέσα σε απόλυτη τιµή.
Η εξίσωση |x| = a λύνεται ως εξής:

• Αν a > 0, τότε x = a ή x = −a.

• Αν a = 0, τότε x = 0.

• Αν a < 0, τότε η εξίσωση είναι αδύνατη, αφού το πρώτο µέλος είναι µη αρνητικό.

Για την εξίσωση |x| = |y| έχουµε ισοδύναµα x = y ή x = −y.
Για να απαλλαγούµε από το σύµβολο της απόλυτης τιµής αρκεί να γνωρίζουµε το πρό-
σηµο της παράστασης που ϐρίσκεται εντός του απολύτου. Ισχύουν οι ισοδυναµίες

|x| = x⇔ x ≥ 0 και |x| = −x⇔ x ≤ 0 .

Παράδειγµα 39. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) |4− x| − 5 = 0 ϐ) |3x− 2| = −4 γ) |2x− 8| = 0 δ) |5− x| − |2x− 3| = 0

Λύση. α) ΄Εχουµε

|4− x| − 5 = 0⇔ |4− x| = 5⇔ 4− x = 5 ή 4− x = −5⇔ x = −1 ή x = 9.

ϐ) Η δοθείσα εξίσωση είναι αδύνατη αφού −4 < 0 ενώ το πρώτο µέλος είναι µη αρνητικό.
γ) Η εξίσωση δίνει ισοδύναµα 2x− 8 = 0, απ᾿ όπου προκύπτει η λύση x = 4.
δ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

|5− x| = |2x− 3| ⇔ 5− x = 2x− 3 ή 5− x = −(2x− 3)⇔ x =
8

3
ή x = −2.

Παράδειγµα 40. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) ||x− 2| − 3| = 5 ϐ) |x− 8|+ 3 |8− x| = 4 γ) |2x− 1|+ |−4x+ 2| = 12

Λύση. α) Η δοθείσα εξίσωση δίνει ισοδύναµα |x− 2| − 3 = 5 ή |x− 2| − 3 = −5, δηλαδή
|x− 2| = 8 ή |x− 2| = −2.

37
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• Η εξίσωση |x− 2| = 8 δίνει ισοδύναµα x− 2 = 8 ή x− 2 = −8, δηλαδή x = 10 ή
x = −6.

• Η εξίσωση |x− 2| = −2 είναι αδύνατη αφού −2 < 0, ενώ το πρώτο µέλος είναι µη
αρνητικό.

ϐ) Επειδή |x− 8| = |8− x|, η εξίσωση γράφεται

4 |x− 8| = 4⇔ |x− 8| = 1⇔ x− 8 = 1 ή x− 8 = −1⇔ x = 9 ή x = 7.

γ) Παρατηρούµε ότι |−4x+ 2| = |−2(2x− 1)| = |−2| |2x− 1| = 2 |2x− 1|. Η εξίσωση
γράφεται

3 |2x− 1| = 12⇔ |2x− 1| = 4⇔ 2x− 1 = 4 ή 2x− 1 = −4⇔ x =
5

2
ή x = −3

2
.

Παράδειγµα 41. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (x− 3)2 − |x− 3| − 6 = 0 ϐ)
|x− 4| − 2

3
+
|x− 4|+ 3

2
=
|x− 4| − 6

6
+ |x− 4|

Λύση. α) Επειδή (x − 3)2 = |x− 3|2, ϑέτουµε |x− 3| = ω και η εξίσωση παίρνει τη
µορφή

ω2 − ω − 6 = 0.

Λύνουµε την τελευταία εξίσωση και ϐρίσκουµε ω = −2 ή ω = 3, δηλαδή |x− 3| = −2 ή
|x− 3| = 3. Η |x− 3| = −2 είναι αδύνατη ( αφού −2 < 0 και το πρώτο µέλος είναι µη
αρνητικό) ενώ η |x− 3| = 3 δίνει x− 3 = 3 ή x− 3 = −3, οπότε x = 6 ή x = 0.
ϐ) Για ευκολία ϑέτουµε |x− 4| = y και η εξίσωση γράφεται

y − 2

3
+
y + 3

2
=
y − 6

6
+y ⇔ 2(y−2)+3(y+3) = y−6+6y ⇔ 5y+2 = 7y−6⇔ y = 4.

΄Ετσι έχουµε |x− 4| = 4⇔ x− 4 = 4 ή x− 4 = −4⇔ x = 8 ή x = 0.

Παράδειγµα 42. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) |x− 1|+ 2x = −1 ϐ)
∣∣x2 − x∣∣ = x− 1 γ) |x− 2|+ |x+ 1|+ x = 2

Λύση. α) Θα λύσουµε την εξίσωση διακρίνοντας περιπτώσεις για το πρόσηµο της παρά-
στασης που ϐρίσκεται εντός της απολύτου τιµής.

• Αν x− 1 ≥ 0⇔ x ≥ 1 τότε |x− 1| = x− 1 και η δοθείσα εξίσωση γράφεται

x− 1 + 2x = −1⇔ 3x = 0⇔ x = 0.

Η λύση x = 0 απορρίπτεται αφού έχουµε x ≥ 1.
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• Αν x− 1 < 0⇔ x < 1 τότε |x− 1| = −x+ 1 και η δοθείσα εξίσωση γράφεται

−x+ 1 + 2x = −1⇔ x = −2.

Η λύση x = −2 είναι δεκτή αφού έχουµε x < 1.

ϐ) Επειδή η παράσταση εντός του απολύτου είναι δευτέρου ϐαθµού είναι πιο εύκολο να
εργαστούµε όπως παρακάτω. Επειδή το πρώτο µέλος είναι µη αρνητικό, ϑα πρέπει να
είναι και το δεύτερο, εποµένως x− 1 ≥ 0⇔ x ≥ 1. Τώρα έχουµε∣∣x2 − x∣∣ = x−1⇔ x2−x = x−1 ή x2−x = −x+1⇔ x2−2x+1 = 0 ή x2−1 = 0.

Λύνοντας την x2 − 2x+ 1 = 0 ϐρίσκουµε x = 1, ενώ λύνοντας την x2 − 1 = 0 ϐρίσκουµε
x = 1 ή x = −1. ∆εκτή λόγω του περιορισµού x ≥ 1 είναι µόνο η x = 1.
γ) Θα λύσουµε την εξίσωση διακρίνοντας περιπτώσεις για το πρόσηµο των παραστάσεων
που ϐρίσκονται εντός των απολύτων τιµών. Οι παραστάσεις x− 2, x+ 1 µηδενίζονται για
x = 2, x = −1 αντίστοιχα και χωρίζουν το R στα διαστήµατα (−∞,−1), [−1, 2], (2,+∞).
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις:

• Αν x < −1, τότε x+ 1 < 0 και x− 2 < 0, οπότε η εξίσωση γράφεται

−(x− 2)− (x+ 1) + x = 2⇔ −x+ 1 = 2⇔ x = −1

που απορρίπτεται.

• Αν −1 ≤ x ≤ 2, τότε x+ 1 ≥ 0 και x− 2 ≤ 0, οπότε η εξίσωση γράφεται

−(x− 2) + (x+ 1) + x = 2⇔ 3 + x = 2⇔ x = −1

που είναι αποδεκτή.

• Αν x > 2, τότε x+ 1 > 0 και x− 2 > 0, οπότε η εξίσωση γράφεται

x− 2 + (x+ 1) + x = 2⇔ 3x− 1 = 2⇔ x = 1

που απορρίπτεται.

Παράδειγµα 43. Να λύσετε την εξίσωση |x2 − 3x+ 2|+ |x2 − 4x+ 3| = 3 |x− 1|.
Λύση. Παρατηρούµε ότι

x2 − 3x+ 2 = x2 − x− 2x+ 2 = x(x− 1)− 2(x− 1) = (x− 1)(x− 2)

και
x2 − 4x+ 3 = x2 − x− 3x+ 3 = x(x− 1)− 3(x− 1) = (x− 1)(x− 3)

οπότε η δοθείσα εξίσωση γράφεται

|x− 1| |x− 2|+ |x− 1| |x− 3| − 3 |x− 1| = 0⇔ |x− 1| (|x− 2|+ |x− 3| − 3) = 0.
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Η τελευταία δίνει

|x− 1| = 0⇔ x− 1 = 0⇔ x = 1 ή |x− 2|+ |x− 3| − 3 = 0.

Θα λύσουµε την εξίσωση |x− 2| + |x− 3| − 3 = 0 διακρίνοντας περιπτώσεις για το
πρόσηµο των παραστάσεων που ϐρίσκονται εντός των απολύτων τιµών. Οι παραστάσεις
x− 2, x− 3 µηδενίζονται για x = 2, x = 3 αντίστοιχα και χωρίζουν το R στα διαστήµατα
(−∞, 2), [2, 3], (3,+∞). ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις:

• Αν x < 2, τότε x− 2 < 0 και x− 3 < 0, οπότε η εξίσωση γράφεται

−(x− 2)− (x− 3)− 3 = 0⇔ −2x+ 2 = 0⇔ x = 1

που είναι αποδεκτή.

• Αν 2 ≤ x ≤ 3, τότε x− 2 ≥ 0 και x− 3 ≤ 0, οπότε η εξίσωση γράφεται

x− 2− (x− 3)− 3 = 0⇔ −2 = 0

που είναι αδύνατη.

• Αν x > 3, τότε x− 2 > 0 και x− 3 > 0, οπότε η εξίσωση γράφεται

x− 2 + x− 3− 3 = 0⇔ 2x− 8 = 0⇔ x = 4

που είναι αποδεκτή.

Με ϐάση τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η αρχική εξίσωση έχει τις λύσεις x = 1 ή
x = 4.

Ασκήσεις για λύση

61. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) |x− 9| = 6 ϐ) |4x− 1|+ 2 = 0 γ) |4x− 2| = 0 δ) |3− x| − |3x− 5| = 0

62. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
√
x2 − 4x+ 4− 6 = 0 ϐ)

√
x2 + 2x+ 1 + |x+ 1| = 4 γ)

√
x2 − 6x+ 9 =

√
x2

63. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) ||2x− 1| − 3| = 6 ϐ)
∣∣∣∣ x− 1

|x− 1|+ 3

∣∣∣∣ =
2

3
γ) |2 |x| − |x− 2|| = ||x| − 2 |x− 2||
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64. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) |x|+ |−x|+ |−3x| = 10 ϐ) 2 |x− 3|+5 |3− x| = 14 γ) |3x− 2|+ |−9x+ 6| = 8

65. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (x−8)2−6 |x− 8|+5 = 0 ϐ) (x−1)2+5 |x− 1|+6 = 0 γ) |x|3−6x2+11 |x| = 6

66. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
|x+ 3| − 1

4
+
|x+ 3|

3
=

2− |x+ 3|
6

ϐ)
|x− 2| − 3

2
+
|x− 2|

5
= |2− x|+ |2x− 4|

67. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) |x− 5|+ 3x = 1 ϐ)
∣∣x2 − 2x

∣∣ = 4− x γ) |x− 1|+ 2 |1− x|+ x = 11

68. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) |x− 3|+ 2 |x− 5| − x = 13 ϐ) 2 |x− 1|+ 3 |x− 2|+ 4 |x− 3| − 5 |x− 4| = 0

69. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
∣∣x2 − 1

∣∣+
∣∣x2 + 4x+ 3

∣∣ = 4 |x+ 1| ϐ)
∣∣x3 − x∣∣+

∣∣x3 − 2x2 − x+ 2
∣∣ = 3

∣∣1− x2∣∣
70. Αν a, β, γ, δ είναι πραγµατικοί αριθµοί, να δείξετε ότι η εξίσωση

|x− a|+ |x− β|+ |x− γ|+ |x− δ| = |a− β|+ |γ − δ| − 1

είναι αδύνατη.
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Κεφάλαιο 7

Τριγωνοµετρικές εξισώσεις

Στην ενότητα αυτή ϑα ασχοληθούµε µε εξισώσεις στις οποίες εµφανίζονται τριγωνοµετρι-
κοί αριθµοί του αγνώστου. Απαραίτητες είναι οι ϐασικές τριγωνοµετρικές εξισώσεις:

• ηµx = ηµθ ⇔ x = 2κπ + θ ή x = 2κπ + π − θ , όπου κ ∈ Z.

• συνx = συνθ ⇔ x = 2κπ + θ ή x = 2κπ − θ , όπου κ ∈ Z.

• εφx = εφθ ⇔ x = κπ + θ , όπου κ ∈ Z.

• σφx = σφθ ⇔ x = κπ + θ , όπου κ ∈ Z.

Παράδειγµα 44. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 2ηµx− 1 = 0 ϐ) − 2συνx+
√

2 = 0 γ) 3εφx−
√

3 = 0 δ) 1− σφx = 0

Λύση. α) ΄Εχουµε

2ηµx− 1 = 0⇔ ηµx =
1

2
⇔ ηµx = ηµ

π

6
⇔ x = 2κπ +

π

6
ή x = 2κπ + π − π

6

όπου κ ∈ Z. Τελικά για την αρχική εξίσωση έχουµε

x = 2κπ +
π

6
ή x = 2κπ +

5π

6
, όπου κ ∈ Z.

ϐ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

−2συνx = −
√

2⇔ συνx =

√
2

2
⇔ συνx = συν

π

4
⇔ x = 2κπ +

π

4
ή x = 2κπ − π

4

όπου κ ∈ Z.

γ) ΄Εχουµε 3εφx−
√

3 = 0⇔ εφx =

√
3

3
⇔ εφx = εφ

π

6
⇔ x = κπ +

π

6
, όπου κ ∈ Z.

δ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

σφx = 1⇔ σφx = σφ
π

4
⇔ x = κπ +

π

4
, όπου κ ∈ Z.

43
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Παράδειγµα 45. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 2ηµx+ 1 = 0 ϐ) 2συνx+
√

2 = 0 γ) 3εφx+
√

3 = 0 δ) 1 + σφx = 0

Λύση.
1 α) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

ηµx = −1

2
⇔ ηµx = −ηµπ

6
⇔ ηµx = ηµ

(
−π

6

)
⇔ x = 2κπ − π

6
ή x = 2κπ + π +

π

6

όπου κ ∈ Z. Τελικά για την αρχική εξίσωση έχουµε

x = 2κπ − π

6
ή x = 2κπ +

7π

6
, όπου κ ∈ Z.

ϐ) Η εξίσωση γράφεται συνx = −
√

2

2
, οπότε έχουµε ισοδύναµα

συνx = −συν π
4
⇔ συνx = συν

(
π − π

4

)
⇔ x = 2κπ +

3π

4
ή x = 2κπ − 3π

4

όπου κ ∈ Z.
γ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

εφx = −
√

3

3
⇔ εφx = −εφπ

6
⇔ εφx = εφ

(
−π

6

)
⇔ x = κπ − π

6
, όπου κ ∈ Z.

δ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

σφx = −1⇔ σφx = −σφπ
4
⇔ σφx = σφ

(
−π

4

)
⇔ x = κπ − π

4
, όπου κ ∈ Z.

Παράδειγµα 46. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) ηµ2(x− 3) + 2ηµ(x− 3) = 0 ϐ) − συν2x− 3ηµx+ 3 = 0 γ) συνx− ηµπ
5

= 0

Λύση. α) Η εξίσωση γράφεται

ηµ(x− 3) (ηµ(x− 3) + 2) = 0⇔ ηµ(x− 3) = 0 ή ηµ(x− 3) + 2 = 0.

Η εξίσωση ηµ(x−3) + 2 = 0 γράφεται ηµ(x−3) = −2 και είναι αδύνατη, αφού για κάθε
πραγµατικό x ισχύει −1 ≤ ηµ(x− 3) ≤ 1. Η εξίσωση ηµ(x− 3) = 0 γράφεται

ηµ(x− 3) = ηµ0⇔ x− 3 = 2κπ + 0 ή x− 3 = 2κπ + π − 0

δηλαδή x = 3 + 2κπ ή x = 3 + 2κπ + π, όπου κ ∈ Z.
ϐ) Επειδή συν2x = 1− ηµ2x, η εξίσωση γράφεται − (1− ηµ2x)− 3ηµx+ 3 = 0, δηλαδή

ηµ2x− 3ηµx+ 2 = 0.

Θέτουµε ηµx = y και η εξίσωση παίρνει τη µορφή y2−3y+2 = 0. Λύνουµε την τελευταία
εξίσωση και ϐρίσκουµε y = 1 ή y = 2.

1Ισχύουν οι σχέσεις: −ηµθ = ηµ (−θ), −συνθ = συν (π − θ), −εφθ = εφ (−θ), −σφθ = σφ (−θ).
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• Για y = 2 παίρνουµε ηµx = 2, η οποία είναι αδύνατη αφού για κάθε x ∈ R ισχύει
−1 ≤ ηµx ≤ 1.

• Για y = 1 παίρνουµε ηµx = 1⇔ ηµx = ηµ
π

2
, οπότε x = 2κπ +

π

2
, όπου κ ∈ Z.

γ)2 Η εξίσωση γράφεται

συνx = ηµ
π

5
⇔ συνx = συν

(π
2
− π

5

)
⇔ συνx = συν

3π

10
⇔ x = 2κπ ± 3π

10

όπου κ ∈ Z.

Παράδειγµα 47. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) συν(2x)−
√

3ηµ(2x) = 0 ϐ) ηµ2x+
(

1 +
√

3
)
ηµxσυνx+

√
3συν2x = 0

Λύση. α) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα συν(2x) =
√

3ηµ(2x). Επειδή ηµ(2x) 6= 0 ( αν
ηµ(2x) = 0, τότε η εξίσωση δίνει συν(2x) = 0, πράγµα άτοπο αφού δεν επαληθεύεται η
ταυτότητα ηµ2(2x) + συν2(2x) = 1) διαιρούµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε ηµ(2x)
και παίρνουµε

συν(2x)

ηµ(2x)
=
√

3⇔ σφ(2x) = σφ
π

6
⇔ 2x = κπ +

π

6
⇔ x =

κπ

2
+

π

12

όπου κ ∈ Z.
ϐ) Επειδή συνx 6= 0 ( αν συνx = 0, τότε η εξίσωση δίνει ηµx = 0, πράγµα άτοπο
αφού δεν επαληθεύεται η ταυτότητα ηµ2x + συν2x = 1) διαιρούµε και τα δύο µέλη της
εξίσωσης µε συν2x και παίρνουµε

εφ2x+
(

1 +
√

3
)
εφx+

√
3 = 0.

Θέτουµε εφx = y και η εξίσωση παίρνει τη µορφή y2 −
(
1 +
√

3
)
y +
√

3 = 0. Λύνουµε
την τελευταία εξίσωση και ϐρίσκουµε y =

√
3 ή y = 1.

• Για y =
√

3 παίρνουµε εφx =
√

3⇔ εφx = εφ
π

3
⇔ x = κπ +

π

3
, όπου κ ∈ Z.

• Για y = 1 παίρνουµε εφx = 1⇔ εφx = εφ
π

4
⇔ x = κπ +

π

4
, όπου κ ∈ Z.

Παράδειγµα 48. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (ηµx+ 1)
(

3εφx−
√

3
)

= 0 ϐ) σφ2x+ 2 =
5

2ηµx
γ) ηµx+

√
3συνx = 1

Λύση. α) Επειδή εφx =
ηµx

συνx
προκύπτει ο περιορισµός συνx 6= 0. Η δοθείσα εξίσωση

δίνει

ηµx+ 1 = 0 ή 3εφx−
√

3 = 0⇔ ηµx = −1 ή εφx =

√
3

3
.

2Ισχύουν οι σχέσεις ηµθ = συν
(π
2
− θ
)
, συνθ = ηµ

(π
2
− θ
)
, εφθ = σφ

(π
2
− θ
)
, σφθ = εφ

(π
2
− θ
)
.
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• Για την ηµx = −1 έχουµε ηµx = ηµ
(
−π

2

)
⇔ x = 2κπ − π

2
ή x = 2κπ +

3π

2
,

όπου κ ∈ Z. Οι λύσεις αυτές απορρίπτονται αφού δεν ικανοποιούν τον περιορισµό
συνx 6= 0.

• Για την εφx =

√
3

3
έχουµε εφx = εφ

π

6
⇔ x = κπ+

π

6
, όπου κ ∈ Z. Οι λύσεις αυτές

είναι δεκτές αφού ικανοποιούν τον περιορισµό συνx 6= 0.

ϐ) Επειδή σφx =
συνx

ηµx
προκύπτει ο περιορισµός ηµx 6= 0. Η δοθείσα εξίσωση γράφεται

συν2x

ηµ2x
+ 2 =

5

2ηµx
⇔ 1− ηµ2x

ηµ2x
+ 2 =

5

2ηµx
⇔ 2

(
1− ηµ2x

)
+ 4ηµ2x = 5ηµx⇔

2ηµ2x− 5ηµx+ 2 = 0.

Θέτουµε ηµx = y και η εξίσωση παίρνει τη µορφή 2y2 − 5y + 2 = 0. Λύνουµε την
τελευταία εξίσωση και ϐρίσκουµε y = 2 ή y = 1/2.

• Για y = 2 παίρνουµε ηµx = 2, η οποία είναι αδύνατη αφού για κάθε x ∈ R ισχύει
−1 ≤ ηµx ≤ 1.

• Για y = 1/2 παίρνουµε ηµx = ηµ
π

6
, οπότε x = 2κπ +

π

6
ή x = 2κπ +

5π

6
, όπου

κ ∈ Z. Οι λύσεις αυτές είναι δεκτές αφού ικανοποιούν τον περιορισµό ηµx 6= 0.

γ) Η εξίσωση γράφεται ηµx = 1−
√

3συνx, η οποία συνεπάγεται ότι 3

ηµ2x =
(

1−
√

3συνx
)2
⇔ 1−συν2x = 1−2

√
3συνx+3συν2x⇔ 2συν2x−

√
3συνx = 0.

Η τελευταία εξίσωση γράφεται συνx
(
2συνx−

√
3
)

= 0⇔ συνx = 0 ή συνx =
√

3/2.

• Η εξίσωση συνx = 0 γράφεται συνx = συν
π

2
⇔ x = 2κπ ± π

2
, όπου κ ∈ Z. Αν

x = 2κπ +
π

2
, τότε η δοθείσα εξίσωση δίνει 1 + 0 = 1, που αληθεύει, άρα η λύση

αυτή είναι δεκτή. Αν x = 2κπ − π

2
, τότε η δοθείσα εξίσωση δίνει −1 + 0 = 1, που

δεν αληθεύει, άρα η λύση αυτή δεν είναι δεκτή.

• Η εξίσωση συνx =
√

3/2 δίνει συνx = συν
π

6
⇔ x = 2κπ ± π

6
, όπου κ ∈ Z. Αν

x = 2κπ +
π

6
, τότε η δοθείσα εξίσωση δίνει 1/2 + 3/2 = 1, που δεν αληθεύει,

άρα η λύση αυτή δεν είναι δεκτή. Αν x = 2κπ − π

6
, τότε η δοθείσα εξίσωση δίνει

−1/2 + 3/2 = 1, που αληθεύει, άρα η λύση αυτή είναι δεκτή.
3Επειδή υψώνουµε στο τετράγωνο η εξίσωση που προκύπτει δεν είναι ισοδύναµη µε την αρχική. Συνε-

πώς ϑα χρειαστεί επαλήθευση των λύσεων που ϑα ϐρεθούν.
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Παράδειγµα 49. Να λύσετε την εξίσωση εφx− 1 = 0 στο διάστηµα [−π, 2π].
Λύση. ΄Εχουµε εφx− 1 = 0⇔ εφx = 1⇔ εφx = εφ

π

4
⇔ x = κπ+

π

4
, όπου κ ∈ Z. Λόγω

του περιορισµού για το x έχουµε

−π ≤ x ≤ 2π ⇔ −π ≤ κπ +
π

4
≤ 2π ⇔ −4π ≤ 4κπ + π ≤ 8π ⇔ −5π ≤ 4κπ ≤ 7π ⇔

−5

4
≤ κ ≤ 7

4
.

Επειδή ο κ είναι ακέραιος έπεται ότι κ = −1 ή κ = 0 ή κ = 1.

• Για κ = −1 έχουµε x = (−1)π +
π

4
⇔ x = −3π

4
.

• Για κ = 0 έχουµε x = 0π +
π

4
⇔ x =

π

4
.

• Για κ = 1 έχουµε x = 1π +
π

4
⇔ x =

5π

4
.

Παράδειγµα 50. Λόγω παλίρροιας σε µια ϑαλάσσια περιοχή το ύψος της στάθµης των
υδάτων δίνεται από τον τύπο

y = 2ηµ
(π

6
t
)

όπου y το ύψος της στάθµης των υδάτων σε µέτρα και t ο χρόνος σε ώρες µε 0 ≤ t ≤ 24.
Να ϐρείτε ποιες χρονικές στιγµές το ύψος της στάθµης των υδάτων είναι 1 µέτρο.
Λύση. Οι Ϲητούµενες χρονικές στιγµές είναι οι λύσεις της εξίσωσης 2ηµ

(π
6
t
)

= 1, όπου
0 ≤ t ≤ 24. ΄Εχουµε λοιπόν

2ηµ
(π

6
t
)

= 1⇔ ηµ
(π

6
t
)

= ηµ
π

6
⇔ π

6
t = 2κπ +

π

6
ή

π

6
t = 2κπ +

5π

6
⇔

t = 12κ+ 1 ή t = 12κ+ 5 , όπου κ ∈ Z.

• Για t = 12κ + 1 έχουµε 0 ≤ 12κ + 1 ≤ 24 ⇔ −1/12 ≤ κ ≤ 23/12 και επειδή
ο κ είναι ακέραιος προκύπτει κ = 0 ή κ = 1. Συνεπώς t = 12 · 0 + 1 = 1 ή
t = 12 · 1 + 1 = 13.

• Για t = 12κ + 5 έχουµε 0 ≤ 12κ + 5 ≤ 24 ⇔ −5/12 ≤ κ ≤ 19/12 και επειδή
ο κ είναι ακέραιος προκύπτει κ = 0 ή κ = 1. Συνεπώς t = 12 · 0 + 5 = 5 ή
t = 12 · 1 + 5 = 17.

Τελικά έχουµε τις λύσεις t = 1 ή t = 5 ή t = 13 ή t = 17.
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Ασκήσεις για λύση

71. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 2συνx− 1 = 0 ϐ) − 2ηµx+
√

2 = 0 γ) 3σφx−
√

3 = 0 δ) 1− εφx = 0

72. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 2συνx+ 1 = 0 ϐ) 2ηµx+
√

2 = 0 γ) 3σφx+
√

3 = 0 δ) 1 + εφx = 0

73. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (2ηµx+ 3) (2ηµx− 1) (2συνx+ 1) = 0 ϐ) 4ηµxσυνx− 2
√

2ηµx+ 2συνx =
√

2

74. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α)
(

2ηµ(2x− 1)−
√

2
)

(συν(3x+ 2)− 1) = 0 ϐ) εφ2(3x− 1)−
√

3εφ(3x− 1) = 0

75. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) ηµ2x− 3ηµx+ 2 = 0 ϐ) − 2ηµ2x− 3συνx+ 3 = 0 γ) εφ5x− 9εφx = 0

76. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (ηµx− 1) (εφx− 1) = 0 ϐ) συνx · εφ2x = 0 γ) 3εφ2x =
7

συνx
− 5

77. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) ηµx = συν
π

7
ϐ) ηµ(3x) = συνx γ) συν(2x) + ηµ

π

5
= 0 δ) εφx = σφ(x− 2)

78. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) ηµx =
√

3συνx ϐ) 3ηµx− συνx =
√

2 γ) ηµ2x− 2
√

3ηµxσυνx+ 3συν2x = 0

79. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις στο διάστηµα [−π, 3π] :

α) εφ(2x)−
√

3 = 0 ϐ) 2συνx+
√

2 = 0 γ) ηµx = συνx δ) συν(ηµx)− 1 = 0

80. Αποδείξτε ότι οι παρακάτω εξισώσεις είναι αδύνατες:

α) εφ
(π

4
− 3x

)
· εφ
(π

4
+ 3x

)
= 2 ϐ) ηµ4x+ 3συν6x− 5 = 0 γ) ηµ(συνx)− 1 = 0

81. Η ϑερµοκρασία Θ(t) σε κάποια περιοχή, για δύο συνεχόµενες ηµέρες, τη χρονική
στιγµή t δίνεται από τη σχέση

Θ(t) = 8ηµ
( π

12
t
)

+ 4, 0 ≤ t ≤ 48

όπου η ϑερµοκρασία είναι µετρηµένη σε ϐαθµούς Κελσίου και ο χρόνος µετρηµένος σε
ώρες.
α) Να ϐρείτε ποιες χρονικές στιγµές η ϑερµοκρασία είναι ίση µε 0 ϐαθµούς Κελσίου.
ϐ) Να εξετάσετε αν υπάρχει χρονική στιγµή κατά την οποία η ϑερµοκρασία να είναι ίση
µε 13 ϐαθµούς Κελσίου.



Κεφάλαιο 8

Εκθετικές και λογαριθµικές εξισώσεις

Στην ενότητα αυτή ϑα ασχοληθούµε µε εξισώσεις στις οποίες ο άγνωστος εµφανίζεται
στον εκθέτη µιας δύναµης ή στον λογάριθµο µιας παράστασης. Ακολουθούν µερικές
χρήσιµες ιδιότητες.

• Αν a > 0 και a 6= 1 τότε ax = ay ⇔ x = y.

• Αν a > 0, a 6= 1 και x, y > 0 τότε logax = logay ⇔ x = y.

• Αν a > 0, a 6= 1 και x, y > 0 τότε:
{ logax+ logay = loga(xy).

{ logax− logay = loga(x/y).

{ ωlogax = logax
ω, w ∈ R.

{ logax =
lnx

lna
=
logx

loga
.

{ logaa = 1 και loga1 = 0.

{ x = lnex και x = log10x.

{ logax = ω ⇔ aω = x, w ∈ R.

{ x = elnx και xy = eylnx.

Παράδειγµα 51. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 5 · 32x−1 = 45 ϐ)
3

4x
= 24 γ) 2x−4 − 1 = 0 δ) ex − 5 = 0 ε) 3x−2 = 23−x

Λύση. α) ΄Εχουµε

5 · 32x−1 = 45⇔ 32x−1 = 9⇔ 32x−1 = 32 ⇔ 2x− 1 = 2⇔ x = 3/2.

ϐ) ΄Εχουµε

3

4x
= 24⇔ 3 · 4−x = 24⇔ 4−x = 8⇔ 2−2x = 23 ⇔ −2x = 3⇔ x = −3/2.

γ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

2x−4 = 1⇔ 2x−4 = 20 ⇔ x− 4 = 0⇔ x = 4.

49
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δ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα

ex = 5⇔ lnex = ln5⇔ xlne = 5⇔ x · 1 = 5⇔ x = 5.

ε) Λογαριθµίζουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης, η οποία γράφεται ισοδύναµα

ln3x−2 = ln23−x ⇔ (x− 2)ln3 = (3− x)ln2⇔ xln3 + xln2 = 3ln2 + 2ln3⇔

x(ln3 + ln2) = ln23 + ln32 ⇔ xln(3 · 2) = ln(8 · 9)⇔ xln6 = ln72⇔ x =
ln72

ln6

⇔ x = log672.

Παράδειγµα 52. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 2 · 3x−2 = 6
4
√

35 ϐ) 53x−2 = 0 γ) ex−1 + 5 = 0 δ) 3x
2−4x+3 = 1x

2−5x+6

Λύση. α) ΄Εχουµε

2 · 3x−2 = 6
4
√

35 ⇔ 3x−2 = 3 · 3
5
4 ⇔ 3x−2 = 3

9
4 ⇔ x− 2 = 9/4⇔ x = 17/4.

ϐ) Η εξίσωση είναι αδύνατη αφού 53x−2 > 0 για κάθε πραγµατικό αριθµό x.
γ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναµα ex−1 = −5 και είναι αδύνατη αφού ex−1 > 0 για κάθε
πραγµατικό αριθµό x.
δ) Επειδή για κάθε πραγµατικό αριθµό x είναι 1x

2−5x+6 = 1, η εξίσωση γράφεται ισοδύ-
ναµα

3x
2−4x+3 = 1⇔ 3x

2−4x+3 = 30 ⇔ x2 − 4x+ 3 = 0⇔ x = 1 ή x = 3.

Παράδειγµα 53. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) 8 · 3x = 27 · 2x ϐ) 9x + 7 = 8 · 3x γ) 2 · 52x + 2 · 4x = 5 · 10x δ) (x− 1)x
2−1 = 1

Λύση. α) ΄Εχουµε

8 · 3x = 27 · 2x ⇔ 3x

2x
=

27

8
⇔
(

3

2

)x
=

33

23
⇔
(

3

2

)x
=

(
3

2

)3

⇔ x = 3.

Σχόλιο. Με ανάλογο τρόπο λύνουµε εξισώσεις που ανάγονται στη µορφή κ · ax = λ · βx.
ϐ) Η εξίσωση γράφεται 32x − 8 · 3x + 7 = 0. Θέτουµε 3x = ω και παίρνουµε την εξίσωση
ω2 − 8ω + 7 = 0. Λύνουµε την τελευταία και ϐρίσκουµε ω = 1 ή ω = 7.

• Για ω = 1 έχουµε 3x = 1⇔ 3x = 30 ⇔ x = 0.

• Για ω = 7 έχουµε 3x = 7⇔ ln3x = ln7⇔ x · ln3 = ln7⇔ x = ln7/ln3 = log37.
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Σχόλιο. Οµοίως λύνουµε εξισώσεις που ανάγονται στη µορφή κ · a2x + λ · ax + µ = 0.
γ) Η εξίσωση γράφεται 2 · 52x − 5 · 2x · 5x + 2 · 22x = 0. ∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη της
εξίσωσης µε 22x και η εξίσωση γράφεται

2

(
5

2

)2x

− 5

(
5

2

)x
+ 2 = 0.

Θέτουµε (5/2)x = ω και παίρνουµε την εξίσωση 2ω2−5ω+2 = 0. Λύνουµε την τελευταία
και ϐρίσκουµε ω = 2 ή ω = 1/2.

• Για ω = 2 έχουµε (5/2)x = 2 ⇔ ln(5/2)x = ln2 ⇔ x · ln(5/2) = ln2 ⇔ x =
ln2/ln(5/2) = log5/22.

• Για ω = 1/2 έχουµε (5/2)x = 2−1 ⇔ ln(5/2)x = ln2−1 ⇔ x · ln(5/2) = −ln2 ⇔
x = −ln2/ln(5/2) = −log5/22.

Σχόλιο. Οµοίως λύνουµε εξισώσεις που ανάγονται στη µορφή κ·a2x+λ·axβx+µ·β2x = 0.
δ) Η δοθείσα εξίσωση έχει ως λύσεις τους αριθµούς x για τους οποίους ισχύει

i)x− 1 = 1 ή ii)x− 1 = −1 και x2 − 1άρτιος ή iii)x2 − 1 = 0 και x− 1 6= 0.

Στην πρώτη περίπτωση ϐρίσκουµε x = 2. Στη δεύτερη ϐρίσκουµε x = 0 η οποία
απορρίπτεται αφού 02 − 1 = −1 που δεν είναι άρτιος. Στην τρίτη περίπτωση ϐρίσκουµε
x = 1 ή x = −1. Η x = 1 απορρίπτεται αφού 1− 1 = 0, ενώ η x = −1 είναι δεκτή αφού
−1− 1 = −2 6= 0.
Σχόλιο. Με ανάλογο τρόπο λύνουµε εξισώσεις που ανάγονται στη µορφή (f(x))g(x) = 1.

Παράδειγµα 54. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) log2x = 3 ϐ) 2logx− log(3x) = 1 γ) 5lnx−4 = 0 δ) ln(x−3)+ ln(6−x) = 0

Λύση. α) Προφανώς x > 0. ΄Εχουµε log2x = 3⇔ 23 = x⇔ x = 8, η οποία είναι δεκτή.
ϐ) Θα πρέπει x > 0 και 3x > 0, οπότε συµπεραίνουµε ότι x > 0. ΄Εχουµε

2logx− log(3x) = 1⇔ logx2 − log(3x) = 1⇔ log
x2

3x
= log10⇔ x

3
= 10⇔ x = 30.

Η λύση που ϐρέθηκε είναι δεκτή.
γ) Προφανώς x > 0. Η εξίσωση γράφεται

5lnx = 4⇔ ln5lnx = ln4⇔ lnx · ln5 = ln4⇔ lnx =
ln4

ln5
⇔ lnx = log54⇔ x = elog54.

Η λύση που ϐρέθηκε είναι δεκτή.
δ) Θα πρέπει x − 3 > 0 ⇔ x > 3 και 6 − x > 0 ⇔ x < 6, οπότε συµπεραίνουµε ότι
3 < x < 6. Η εξίσωση γράφεται

ln ((x− 3)(6− x)) = 0⇔ (x− 3)(6− x) = e0 ⇔ −x2 + 9x− 19 = 0.

Λύνουµε την τελευταία και ϐρίσκουµε x = (9 ±
√

5)/2. Οι λύσεις είναι δεκτές αφού
ανήκουν στο διάστηµα (3, 6).
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Παράδειγµα 55. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) ln3x+ lnx2 = −3 ϐ) log(x− 1) = lnx γ) 52logx − 4xlog5 − 100log
√
5 = 0

Λύση. α) Θα πρέπει x > 0 και x2 > 0, οπότε συµπεραίνουµε ότι x > 0. Η εξίσωση
γράφεται

ln3x+ 2lnx+ 3 = 0.

Θέτουµε lnx = ω και η εξίσωση γράφεται ω3+2ω+3 = 0. Η τελευταία µε τη ϐοήθεια του
σχήµατος Horner παίρνει τη µορφή (ω + 1)(ω2 − ω + 3) = 0 και δίνει τη λύση ω = −1,
αφού η ω2−ω+ 3 = 0 έχει αρνητική διακρίνουσα και είναι αδύνατη. Παίρνουµε λοιπόν
lnx = −1⇔ x = e−1 = 1/e, που είναι δεκτή.
ϐ) Θα πρέπει x > 0 και x− 1 > 0, οπότε συµπεραίνουµε ότι x > 1. Η εξίσωση γράφεται

log(x− 1) =
logx

loge
⇔ loge · log(x− 1) = logx⇔ log(x− 1)loge = logx⇔ (x− 1)loge = x.

Η τελευταία εξίσωση είναι αδύνατη αφού για x > 1 έχουµε

(x− 1)loge < xloge < xlog10 = x1 = x.

γ) Πρέπει x > 0. Παρατηρούµε ότι

100log
√
5 = 102log

√
5 = 10log

√
5
2

= 10log5 = 5

και

xlog5 = 5logx ⇔ logxlog5 = log5logx ⇔ log5 · logx = logx · log5 , η οποία αληθεύει.

Η δοθείσα εξίσωση γράφεται (
5logx

)2 − 4 · 5logx − 5 = 0.

Θέτουµε 5logx = y και η τελευταία εξίσωση παίρνει τη µορφή y2−4y−5 = 0, η οποία έχει
λύσεις τις y = −1 ή y = 5. Για y = −1 παίρνουµε 5logx = −1, που είναι αδύνατη αφού
το πρώτο µέλος είναι ϑετικό. Για y = 5 παίρνουµε 5logx = 51 ⇔ logx = 1⇔ x = 10, που
είναι δεκτή.

Ασκήσεις για λύση

82. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 3 · 2x+5 = 24 ϐ)
5

8x
= 20 γ) 9 · 3x =

1

32x−1 δ) 52x+3 = 1 δ) 2x−3 =
1

8
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83. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 2−4x+3 =
3
√

25 ϐ) 49 · 7x−1 =
√

7 γ) 3x−1 = 9
√

3 δ)
(√

5
)x

= 5x+1

84. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 9x = 34x ϐ) 7x =
1

7x
γ) 3x−6 = 0 δ) 52x−1 + 2 = 0 ε) 5x = 1x

85. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 3 · 5x = 5 · 3x ϐ) 3 · 42x = 2 · 34x γ)
2

9
· 3x+2 +

1

3
· 3x+1 =

1

4
· 2x+2 + 8 · 2x−3

86. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 52x+1 = 9x+
1
2 ϐ) 8 · 3x+1 = 27 · 2x+1 γ) 3x − 1

40
· 5x+1 = 3 · 5x − 3

8
· 3x−1

87. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 32x − 4 · 3x + 3 = 0 ϐ) 9x − 2 · 3x − 3 = 0 γ) 2x − 5
√

2x + 4 = 0

88. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 83x − 4 · 82x = 4− 23x ϐ) 33x − 9x = 3x+1 − 3 γ) 23x + 2x+1 − 3 = 0

89. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 3 · 9x − 5 · 6x + 22x+1 = 0 ϐ) 5 · 52x + 3 · 9x = 8 · 3x · 5x

90. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) ex+1 = ex
2

ϐ)
1

ex
= e3x γ) e2 · ex =

ex+2

e−x+3
δ) e2x − (e+ 1)ex + e = 0

91. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)
(
x2 − 5x+ 5

)x+2
= 1 ϐ)

(
x2 − x− 1

)3x−2
= 1

92. Να ϐρείτε τον αριθµό x στις παρακάτω περιπτώσεις:

α) log84 = x ϐ) log4x = −2 γ) logx3 = 2 δ) lnx = e ε) logx = −3

93. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) log(x− 4) + log(x− 2) = 2log
√

3 ϐ) log(5− x) + 1 = log(x− 2)

94. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) (logx)2 − log
(
x5
)

+ 6 = 0 ϐ) (logx)3 + 1 = (logx)2 + logx

95. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) ex = 3 ϐ) ex = ln2 γ) 51−4x = e2 δ) 3logx = 10 ε) xlogx ·
√
x = 1000

96. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) 32logx − 2 · xlog3 − 100log
√
3 = 0 ϐ) 23logx + xlog2 − 100log

√
2 = 0
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