
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ Β
′
ΛΥΚΕΙΟΥ

(Τελευταία ενηµέρωση: Νοέµβριος 2016)

Ανέστης Τσοµίδης

Κατερίνη



Περιεχόµενα

1 Αναλογίες 2

1.1 Το ϑεώρηµα του Θαλή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Τα ϑεωρήµατα των διχοτόµων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Οµοιότητα 4

2.1 ΄Οµοια τρίγωνα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 ΄Οµοια πολύγωνα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3 Μετρικές σχέσεις 7

3.1 Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνιο τρίγωνο . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3.2 Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

4 Εµβαδά 9

4.1 Εµβαδά ϐασικών ευθυγράµµων σχηµάτων . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4.2 ΄Αλλοι τύποι και συµπεράσµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

5 Κανονικά πολύγωνα και µέτρηση κύκλου 12

5.1 Κανονικά πολύγωνα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

5.2 Μέτρηση κύκλου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1



1 Αναλογίες

1.1 Το ϑεώρηµα του Θαλή

1.1. Σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα να υπολογίσετε τα µήκη των τµηµάτων

x, y.

1.2. Σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα να εξετάσετε αν τα τµήµατα x, y είναι

παράλληλα.

1.3. Από τυχαίο σηµείο Ν της διαµέσου ΑΜ ενός τριγώνου ΑΒΓ, ϕέρνουµε παράλ-

ληλες προς τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ που τέµνουν την ΒΓ στα ∆, Ε αντίστοιχα. Αποδείξτε

ότι

α)
M∆

∆B
=
ME

EΓ
ϐ) ∆M = ME.

1.4. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Από την κορυφή Γ ϕέρνουµε ευθεία εκτός

αυτού, η οποία τέµνει τις ευθείες ΑΒ, Α∆ στα σηµεία Ε, Ζ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι

AB

AE
+
A∆

AZ
= 1.

1.5. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Από την κορυφή Α ϕέρνουµε ευθεία η

οποία τέµνει τις Β∆, ΒΓ, Γ∆ στα σηµεία Ε, Ζ, Θ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι

1

AE
=

1

AZ
+

1

AΘ
.

1.6. Θεωρούµε τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆. Οι ευθείες ∆Α, ΓΒ τέµνονται στο Κ.

Η παράλληλη από το Β προς την ΑΓ τέµνει την Α∆ στο Ε. Να δείξετε ότι

KA2 = K∆ ·KE.

1.7. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και ένα σηµείο Κ της διαγωνίου ΑΓ τέτοιο

ώστε KΓ = 5KA. Αν η ΒΚ τέµνει την Α∆ στο Ε, να δείξετε ότι BE = 6KE.
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1.8. ΄Εστω κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆. Αν Ε, Ζ είναι τα ϐαρύκεντρα των τριγώνων ΑΒΓ,

Α∆Γ αντίστοιχα, να δείξετε ότι EZ ‖ B∆.

1.9. Θεωρούµε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και σηµείο Ρ της πλευράς ΑΒ. Φέρνουµε

PΣ ‖ A∆ µε Σ ∈ B∆, ΣT ‖ BΓ µε T ∈ Γ∆ και TN ‖ A∆ µε N ∈ AΓ. Να δείξετε

ότι PN ‖ BΓ.

1.2 Τα ϑεωρήµατα των διχοτόµων

1.10. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε AB = 4, AΓ = 5 και BΓ = 6. Φέρνουµε την

εξωτερική διχοτόµο ΑΖ και παίρνουµε σηµείο Ε στην ΒΓ τέτοιο ώστε Z ÒAE = 90◦.
α) Να δείξετε ότι η ΑΕ είναι εσωτερική διχοτόµος του τριγώνου ΑΒΓ.

ϐ) Να υπολογίσετε τα µήκη των τµηµάτων ΖΒ, ΒΕ και ΕΓ.

1.11. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε AB = AΓ και σηµεία ∆, Ε στις προεκτάσεις της ΒΓ

προς τα µέρη των Β, Γ αντίστοιχα, τέτοια ώστε B∆ = ΓE. Αν ΒΖ, ΓΗ είναι διχοτόµοι

των τριγώνων ΑΒ∆, ΑΓΕ αντίστοιχα, να δείξετε ότι ZH ‖ BΓ.

1.12. Οι διχοτόµοι των γωνιών
ÒA και

ÒB ενός παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ τέµνουν τις

διαγωνίους του στα Ε και Ζ. Αποδείξτε ότι EZ ‖ AB.

1.13. Θεωρούµε κύκλο διαµέτρου ΑΒ και χορδή Γ∆ κάθετη στην ΑΒ. Αν Μ είναι

σηµείο της χορδής Γ∆ και οι ευθείες ΜΑ, ΜΒ τέµνουν τον κύκλο στα Ε, Ζ αντίστοιχα,

να δείξετε ότι

EΓ

E∆
=
ZΓ

Z∆
.

1.14. Θεωρούµε κύκλο διαµέτρου ΑΒ και χορδή Γ∆ κάθετη στην ΑΒ. Από ένα σηµείο

Σ του κύκλου ϕέρνουµε τις ευθείες ΣΓ και Σ∆ που τέµνουν την ΑΒ στα σηµεία Μ, Ν

αντίστοιχα. Να δείξετε ότι

AM

AN
=
BM

BN
.

1.15. Σε τρίγωνο ΑΒΓ το ύψος Α∆ και η διάµεσος ΑΜ τριχοτοµούν τη γωνία
ÒA. Να

δείξετε ότι ÒA = 90◦, ÒB = 60◦, bΓ = 30◦.

1.16. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε AB < AΓ, τη διχοτόµο του Α∆ και το µέσο Μ της

πλευράς ΒΓ. Η παράλληλη από το Μ προς την Α∆ τέµνει τις ΑΒ και ΑΓ στα Ε και Ζ

αντίστοιχα. Να δείξετε ότι

BE = ΓZ =
1

2
(β + γ).
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2 Οµοιότητα

2.1 ΄Οµοια τρίγωνα

2.1. Να αντιστοιχίσετε κάθε τρίγωνο της πρώτης γραµµής µε το όµοιό του στη δεύ-

τερη γραµµή.

2.2. Να ϐρείτε το x σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα.

2.3. Για το σχήµα 1, να δείξετε ότι ΓΕ ‖ ΑΒ. Στο σχήµα 2 τα τρίγωνα ΖΗΘ και ΖΚΙ

είναι όµοια και ακόµη ΙΚ ∦ ΗΘ. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΙΚΘΗ είναι εγγράψιµο

σε κύκλο.
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2.4. Θεωρούµε τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε
ÒA = Ò∆ = 90◦ και ΑΓ ⊥ Β∆. Αποδείξτε ότι τα

τρίγωνα ΑΒ∆ και Α∆Γ είναι όµοια και στη συνέχεια να δείξετε ότι A∆2 = AB · Γ∆.

2.5. Από την κορυφή Α παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ ϕέρνουµε ευθεία που τέµνει τις

ΒΓ, ∆Γ στα σηµεία Ε, Ζ αντίστοιχα.

α) Αποδείξτε ότι τα τρίγωνα ΑΒΕ και Α∆Ζ είναι όµοια.

ϐ) Να δείξετε ότι BE ·∆Z = AB · A∆.

2.6. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ και τα ύψη του Α∆ και ΒΕ.

α) Να δείξετε ότι τα τρίγωνα Α∆Γ και ΒΕΓ είναι όµοια.

ϐ) Αποδείξτε ότι BΓ2 = 2AΓ · EΓ.

2.7. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ ϕέρνουµε το ύψος Α∆. Θεωρούµε

σηµείο Ε της ΑΒ τέτοιο ώστε ∆E ⊥ AB. Να δείξετε ότι A∆2 = AΓ ·∆E.

2.8. Θεωρούµε κύκλο µε διάµετρο ΑΒ και τις εφαπτόµενες αυτού ε1, ε2 στα Α, Β

αντίστοιχα. Παίρνουµε τυχαίο σηµείο του κύκλου Ε και οναµάζουµε Μ, Ν τα σηµεία

τοµής των ΒΕ, ΑΕ µε τις ε1, ε2 αντίστοιχα. Να δείξετε ότι AB2 = AM ·BN .

2.9. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο Ζ της πλευράς ΒΓ. Από τις κορυφές Β, Γ

ϕέρνουµε παράλληλες προς την ΑΖ οι οποίες τέµνουν τις ΑΒ, ΑΓ στα σηµεία Η, Ε

αντίστοιχα. Να δείξετε ότι

1

AZ
=

1

BE
+

1

HΓ
.

2.10. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ ϕέρνουµε το ύψος Α∆. Ονοµά-

Ϲουµε Ε, Ζ τα µέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ

και ∆ΕΖ είναι όµοια.

2.11. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ και Μ το µέσο της πλευράς ΒΓ. Αν ∆

σηµείο της πλευράς ΑΒ και Ε σηµείο της πλευράς ΑΓ τέτοια ώστε ∆B ·EΓ = MB2
,

να δείξετε ότι

α) M
4
∆B ≈M

4
ΓE ϐ) ∆ÓME = ÒB.

2.12. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διάµεσό του Α∆. Από τυχαίο σηµείο Μ της

πλευράς ΒΓ ϕέρνουµε παράλληλη στη διάµεσο ΑΜ, η οποία τέµνει τις ΑΒ, ΑΓ στα

Κ, Λ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το άθροισµα ΜΚ + ΜΛ είναι σταθερό.

2.13. Θεωρούµε δύο κύκλους µε ακτίνες R1, R2 οι οποίοι εφάπτονται εξωτερικά στο

Α. Αν ΒΓ είναι ένα κοινό εξωτερικό εφαπτόµενο τµήµα να δείξετε ότι η απόσταση d
του Α από τη ΒΓ δίνεται από τον τύπο

d =
2R1R2

R1 +R2

.

2.14. Θεωρούµε κύκλο µε ακτίνα R και την εφαπτοµένη σε σηµείο Α αυτού. Αν Μ

είναι σηµείο του κύκλου και d η απόσταση του Μ από την εφαπτοµένη, να δείξετε

ότι MA2 = 2dR.

2.15. Τετράγωνο ΚΛΜΝ πλευράς x έχει τις κορυφές Κ, Λ στην πλευρά ΒΓ τριγώνου

ΑΒΓ και τις Μ, Ν στις πλευρές ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα.

α) Αποδείξτε ότι x(a+ υa) = a+ υa.
ϐ) Αν x/υa = 2/3, να ϐρείτε το λόγο των περιµέτρων των τριγώνων ΑΝΜ και ΑΒΓ.
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2.2 ΄Οµοια πολύγωνα

2.16. ∆ύο από τα παρακάτω τετράπλευρα T1, T2, T3 είναι όµοια. Βρείτε τα όµοια

τετράπλευρα και το x.

2.17. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Ο. Αν Κ, Μ, Μ, Ν είναι τα µέσα

των ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, Ο∆ αντίστοιχα, να δείξετε ότι το ΚΛΜΝ είναι ένα παραλληλόγραµµο

όµοιο µε το ΑΒΓ∆.

2.18. Θεωρούµε τα παραλληλόγραµµα ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ για τα οποία ισχύουν οι

σχέσεις ÒA = ÒE και
AB

EZ
=
A∆

EΘ
.

Αποδείξτε ότι τα παραλληλόγραµµα ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ είναι όµοια.

2.19. Για τους ϱόµβους ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ ισχύει
ÒA = ÒE. Αποδείξτε ότι οι ϱόµβοι

ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ είναι όµοιοι.

2.20. Οι πλευρές ενός τετραπλεύρου είναι 3, 4, 5, 6 και είναι όµοιο µε ένα τετρά-

πλευρο που η διαφορά της µικρότερης από τη µεγαλύτερη πλευρά του είναι 2. Να

ϐρείτε τις πλευρές του δεύτερου τετραπλεύρου.

2.21. Θεωρούµε τα κυρτά τετράπλευρα ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ. Τα τµήµατα ΑΒ, ΒΓ, Γ∆,

∆Α, ΑΓ είναι ανάλογα προς τα τµήµατα ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ, ΕΗ. Να δείξετε ότι τα

τετράπλευρα ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ είναι όµοια.

2.22. ∆ύο ορθογώνια έχουν ίσες τις γωνίες των διαγωνίων τους. Αποδείξτε ότι είναι

όµοια.
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3 Μετρικές σχέσεις

3.1 Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνιο τρίγωνο

3.1. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και ύψος Α∆. Αν AB = 6
και BΓ = 10, να υπολογίσετε τα µήκη των τµηµάτων ΑΓ, Β∆, ∆Γ, Α∆.

3.2. Ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ έχει πλευρά α και ύψος υ = 4
√

3. Να ϐρείτε το µήκος

της πλευράς α.

3.3. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και ύψος Α∆. Αν A∆ =
2/
√

5 και BΓ =
√

5, να υπολογίσετε τα µήκη των τµηµάτων Β∆, Γ∆.

3.4. Θεωρούµε κύκλο µε κέντρο Κ και µια ακτίνα του KΓ = R. Φέρνουµε χορδή

ΑΒ κάθετη στην ακτίνα ΚΓ, που την τέµνει στο ∆. Αν K∆ = a να δείξετε ότι:

α) AB2 = 4(R− a)(R + a) και ϐ) AΓ2 = 2R(R− a).

3.5. ∆ύο κύκλοι (K, a) και (Λ, 2a) εφάπτονται εξωτερικά στο ∆. Αν ΑΒ είναι ένα

κοινό εφαπτόµενο τµήµα τους, να δείξετε ότι το τετράπλευρο µε κορυφές Α, Β, Κ, Λ

είναι τραπέζιο και να υπολογίσετε το µήκος του ΑΒ ως συνάρτηση του a.

3.6. Θεωρούµε κύκλο µε κέντρο Κ και µια ακτίνα του KA = R. Φέρνουµε χορδή

ΒΓ του κύκλου παράλληλη προς την ΚΑ. Να δείξετε ότι AB2 + AΓ2 = 4R2
.

3.7. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και διχοτόµο Γ∆. Αν

AB = 3 και AΓ = 4, να υπολογίσετε το µήκος της διχοτόµου Γ∆.

3.8. ∆ίνεται κύκλος κέντρου Κ και µια διάµετρός του ΑΒ. Σχεδιάζουµε ακόµη ένα

κύκλο µε διάµετρο ΚΑ. Σε τυχαίο σηµείο Γ της ΚΑ ϕέρνουµε κάθετη ευθεία, που

τέµνει τον κύκλο διαµέτρου ΚΑ στο ∆ και τον κύκλο διαµέτρου ΑΒ στο Ε. Αποδείξτε

ότι AE2 = 2A∆2
.

3.9. Οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ τέµνονται κάθετα. Αποδείξτε ότι

AB2 + Γ∆2 = A∆2 +BΓ2.

3.10. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε AB < AΓ και ονοµάζουµε Η το ορθόκεντρο του

τριγώνου. Αποδείξτε ότι HΓ2 −HB2 = AΓ2 − AB2
.

3.11. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και ύψος Α∆. Αν 4AB =
3AΓ, να δείξετε ότι 16∆B = 9∆Γ.

3.12. Θεωρούµε κύκλο κέντρου Κ, διαµέτρου AB = 2R και δύο κάθετες ακτίνες

ΚΓ, Κ∆. Αν Ε, Ζ είναι οι προβολές των Γ, ∆ αντίστοιχα πάνω στην ΑΒ , να δείξετε ότι

α) K
4
EΓ = K

4
Z∆ και ϐ) KE2 +KZ2 = R2.

3.13. ∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆ και Ε σηµείο της διαγωνίου του Β∆. Να δείξετε ότι

AB2 − AE2 = EB · E∆.
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3.2 Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο

3.14. Οι πλευρές ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι AB = 3, BΓ = 5, AΓ = 7.
α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αµβλυγώνιο και να υπολογίσετε τη γωνία

ÒB.

ϐ) Να υπολογίσετε την προβολή της πλευράς ΑΒ πάνω στην ΒΓ.

γ) Να υπολογίσετε την προβολή της πλευράς ΑΒ πάνω στην ΑΓ.

3.15. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε
ÒA = 120◦ και γ = 1.

α) Να υπολογίσετε το µήκος της προβολής της πλευράς ΑΒ πάνω στην ΑΓ.

ϐ) Να δείξετε ότι a2 = β2 + β + 1.

3.16. Θεωρούµε τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆ τέτοιες ώστε Γ∆ = 2AB. Να

δείξετε ότι

AΓ2 +B∆2 = BΓ2 + Γ∆2 + ∆A2.

3.17. Θεωρούµε δύο οµόκεντρους κύκλους C1, C2 µε ακτίνες R, r αντίστοιχα και

R > r. Αν ΑΒ είναι µια διάµετρος του C2 και Μ ένα σηµείο του C1, να δείξετε ότι

MA2 +MB2 = 2(R2 + r2).

3.18. (Θεώρηµα Stewart) ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ∆ τυχαίο σηµείο της πλευράς ΒΓ,

όπως στο σχήµα που ακολουθεί.

α) Εφαρµόστε το νόµο συνηµιτόνων στα τρίγωνα Α∆Γ και ΑΒ∆ για να υπολογίσετε τα

β2
και γ2 αντίστοιχα.

ϐ) Με τη ϐοήθεια των αποτελεσµάτων του (α) να δείξετε ότι:

x2 =
µ · β2 + ν · γ2

a
− µ · ν.
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4 Εµβαδά

4.1 Εµβαδά ϐασικών ευθυγράµµων σχηµάτων

4.1. ΄Ενα ορθογώνιο µε διαστάσεις x, x + 2 και ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε µήκη

καθέτων πλευρών x, 6x είναι ισεµβαδικά. Να ϐρείτε τις διαστάσεις του ορθογωνίου

και µήκη των πλευρών του τριγώνου.

4.2. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του Α∆ και ΓΕ. Αν AB = 5, BΓ = 8 και

A∆ = 4 να ϐρείτε το µήκος του ύψους ΓE.

4.3. ΄Ενα τετράγωνο και ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς 4cm έχουν την ίδια περί-

µετρο. Να ϐρείτε το εµβαδό του τετραγώνου.

4.4. Οι διαγώνιοι ενός ϱόµβου έχουν µήκη 16cm και 12cm. Να ϐρείτε το εµβαδό του

ϱόµβου και µήκος του ύψους από µια κορυφή του.

4.5. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε A∆ = 6, Γ∆ = 8. Φέρνουµε τα ύψη

ΑΚ και ΓΛ. Να δείξετε ότι

AK

ΛΓ
=

3

4
.

4.6. ΄Ενα παραλληλόγραµµο έχει περίµετρο 48 και το ένα του ύψος είναι διπλάσιο

του άλλου. Να ϐρείτε τα µήκη των πλευρών του παραλληλογράµµου.

4.7. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε A∆ = 3, AB = 6 και σηµεία Ε, Ζ

στις πλευρές ΑΒ, ∆Γ αντίστοιχα τέτοια ώστε ∆E ‖ BZ και BE = 2. Να ϐρείτε την

απόσταση των ευθειών ∆Ε, ΒΖ.

4.8. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και κύκλος (K,R) που έχει το κέντρο του στην πλευρά ΒΓ

και εφάπτεται των πλευρών ΑΒ, ΑΓ. Να δείξετε ότι

R(β + γ) = 2(ABΓ).

4.9. Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ περιγεγραµµένο σε κύκλο µε κέντρο Κ. Αποδείξτε

ότι

(KAB) + (KΓ∆) =
1

2
(ABΓ∆).

4.10. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα µέσα ∆, Ε, Ζ των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ αντί-

στοιχα.

α) Πόσα παραλληλόγραµµα µπορείτε να ϐρείτε στο σχήµα;
ϐ) Αν (ABΓ) = 20, να ϐρείτε το εµβαδό του τριγώνου ∆ΕΖ.

4.11. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και σηµείο Ε της διαγωνίου ΑΓ. Από το

Ε ϕέρνουµε παράλληλες ευθείες προς τις πλευρές του. Αποδείξτε ότι τα παραλληλό-

γραµµα που ϐρίσκονται εκατέρωθεν της διαγωνίου ΑΓ είναι ισεµβαδικά.

4.12. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ, τη διάµεσό του Α∆ και τα µέσα Ε, Ζ των τµηµάτων

ΑΒ, Α∆ αντίστοιχα. Από το Α ϕέρνουµε ευθεία ε παράλληλη στην ΒΓ. Αν Η είναι

τυχαίο σηµείο της ε, να δείξετε ότι

(∆EZ) =
1

4
(H∆Γ).
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4.13. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και τυχαίο σηµείο Μ της πλευράς ΑΒ. Να

δείξετε ότι

(MA∆) + (MBΓ) =
1

2
(ABΓ∆).

4.14. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και τυχαίο σηµείο Μ της διαγωνίου ΑΓ. Να

δείξετε ότι τα τρίγωνα ΜΒΓ και Μ∆Γ είναι ισεµβαδικά.

4.15. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και το µέσο Μ της διαγωνίου Β∆. Από το Μ

ϕέρνουµε ευθεία ε που τέµνει τις πλευρές ΑΒ, Γ∆ στα Ε, Ζ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι

(AEZ∆) = (EBΓZ).

4.16. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆ και Μ το µέσο της διαµέσου του.

Από το Μ ϕέρνουµε ευθεία ε που τέµνει τις πλευρές ΑΒ, Γ∆ στα Ε, Ζ αντίστοιχα.

Αποδείξτε ότι (AEZ∆) = (EBΓZ).

4.17. Να υπολογίσετε το εµβαδό του γραµµοσκιασµένου µέρους του παρακάτω σχή-

µατος.

4.18. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆. Οι ευθείες Α∆ και ΒΓ τέµνονται στο

Ε. Αποδείξτε ότι τα τρίγωνα ΕΒ∆ και ΕΑΓ είναι ισεµβαδικά.

4.19. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ, AB = 4 και
bΓ = 30◦.

Φέρνουµε τη µεσοκάθετη της ΒΓ η οποία τέµνει την ΒΓ στο Μ και την ΑΓ στο Ν.

Υπολογίστε το εµβαδό του τετραπλεύρου ΑΒΜΝ.

4.20. Θεωρούµε τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις Γ∆ = a, AB = β µε a > β. Αν υ είναι το

ύψος του τραπεζίου και Κ το σηµείο τοµής των διαγωνίων ΑΓ, Β∆ να δείξετε ότι

(K∆Γ)− (KAB) =
(a− β)υ

2
.

4.21. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και σηµεία ∆, Ε στην πλευρά του ΒΓ τέτοια ώστε

B∆ = ΓE < BΓ/2. Η παράλληλη της ΑΒ από το ∆ τέµνει την ΑΓ στο Ζ και οι ΒΖ,

ΑΕ τέµνονται στο Η. Να δείξετε ότι (HAB) = (HEΓZ).

4.22. Θεωρούµε τρίγωνο ΜΑΒ και ϕέρνουµε από το Μ ευθεία ε η οποία δεν τέµνει

το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ. Παίρνουµε στην ε σηµεία Γ, ∆ τέτοια ώστε το Μ να είναι

το µέσο του Γ∆. Να δείξετε ότι (AB∆) + (ABΓ) = 2(MAB).
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4.2 ΄Αλλοι τύποι και συµπεράσµατα

4.23. ΄Ενα τρίγωνο ΑΒΓ έχει a = 3, β = 12, bΓ = 60◦ και είναι ισεµβαδικό µε

ισόπλευρο τρίγωνο ∆ΕΖ. Να ϐρείτε το µήκος της πλευράς του ισοπλεύρου τριγώνου.

4.24. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε AB = AΓ = 10 και BΓ = 12. Να υπολογίσετε το

εµβαδό του τριγώνου ΑΒΓ και στη συνέχεια να ϐρείτε τα µήκη των ακτίνων R, ρ του

περιγεγραµµένου και του εγγεγραµµένου κύκλου του ΑΒΓ αντίστοιχα.

4.25. α) ΄Ενα κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ έχει διαγωνίους µε µήκη δ1, δ2 των οποίων

η γωνία είναι ω. Να δείξετε ότι

(ABΓ∆) =
1

2
δ1δ2ηµω.

ϐ) ΄Ενα κυρτό τετράπλευρο ΕΖΗΘ έχει ίσες διαγωνίους και είναι ισεµβαδικό µε τε-

τράγωνο ΙΚΛΜ. Το µήκος της πλευράς του ΙΚΛΜ είναι ίσο µε το µισό του µήκους

µιας διαγωνίου του ΕΖΗΘ. Να ϐρείτε την οξεία γωνία των διαγωνίων του ΕΖΗΘ.

4.26. α) Για οποιουσδήποτε ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς α, ϐ να δείξετε ότι

aβ ≤
�
a+ β

2

�2

και να εξετάσετε πότε ισχύει η ισότητα.

ϐ) Να ϐρείτε τη µέγιστη τιµή του εµβαδού τριγώνου ΑΒΓ µε AB = 3, AΓ = 4.
γ) Να ϐρείτε τη µέγιστη τιµή του εµβαδού τριγώνου ΑΒΓ µε AB + AΓ = 7.

4.27. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του Α∆ προς την υποτείνουσα ΒΓ.

Αν Ε είναι σηµείο της πλευράς ΑΓ και ∆E ⊥ AΓ να δείξετε ότι τα τρίγωνα Α∆Γ και

Α∆Ε είναι όµοια και ακόµη

(A∆E)

(A∆Γ)
=
γ2

a2
.

4.28. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε β = 2γ και Μ το µέσο της πλευράς ΑΓ. Παίρνουµε

σηµείο ∆ στην πλευρά ΒΓ τέτοιο ώστε BΓ = 3B∆. Αποδείξτε ότι

α)
(BM∆)

(∆MΓ)
=

1

2
και ϐ)

(M∆Γ)

(ABΓ)
=

1

3
.

4.29. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε AB = 3, BΓ = 5, AΓ = 4. Κατασκευάζουµε εκτός

του τριγώνου τα τετράγωνα ΒΕ∆Γ, ΑΓΙΘ και ΒΑΛΚ.

α) Να υπολογίσετε τα εµβαδά των τριγώνων ΒΚΕ, Γ∆Ι και ΑΘΛ.

ϐ) Να υπολογίσετε το εµβαδό του πολυγώνου ∆ΙΘΛΚΕ.

4.30. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ. Προεκτείνουµε την πλευρά ΑΒ προς το µέρος του Β

κατά τµήµα B∆ = AB, την πλευρά ΒΓ προς το µέρος του Γ κατά τµήµα ΓE = BΓ
και την πλευρά ΓΑ προς το µέρος του Α κατά τµήµα AZ = ΓA. Να δείξετε ότι

(∆EZ) = 7(ABΓ).
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5 Κανονικά πολύγωνα και µέτρηση κύκλου

5.1 Κανονικά πολύγωνα

5.1. Αποδείξτε ότι τα µέσα των πλευρών κανονικού εξαγώνου είναι κορυφές κανονι-

κού εξαγώνου.

5.2. Αποδείξτε ότι τα σηµεία τοµής των διαγωνίων κανονικού πενταγώνου είναι κο-

ϱυφές κανονικού πενταγώνου.

5.3. Θεωρούµε κανονικό πολύγωνο µε ακτίνα R = 8 και απόστηµα aν = 4
√

3. Να

ϐρείτε την πλευρά του, το πλήθος των κορυφών του και την κεντρική του γωνία.

5.4. Να εξετάσετε αν υπάρχει κανονικό πολύγωνο µε κεντρική γωνία ίση µε 80◦.

5.5. Ο λόγος των αποστηµάτων δύο κανονικών δεκαγώνων είναι 3/4. Να ϐρείτε το

λόγο των περιµέτρων και το λόγο των εµβαδών τους.

5.6. Σε κύκλο ακτίνας R = 3 είναι εγγεγραµµένο το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και

περιγεγραµµένο το ισόπλευρο τρίγωνο ∆ΕΖ. Να ϐρείτε τα µήκη των πλευρών αυτών

των τριγώνων.

5.7. Θεωρούµε κύκλο ακτίνας R = 4 και τις χορδές του AB = λ5, BΓ = λ20.

Αποδείξτε ότι AΓ = 4
√

2 και (ABΓ) =
√
2
4
λ5λ20.

5.8. Αν aν είναι το απόστηµα ενός κανονικού ν-γώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο

ακτίνας R και R′ είναι η ακτίνα του περιγεγραµµένου στον ίδιο κύκλο κανονικού

ν-γώνου, να δείξετε ότι

R′ =
R2

aν
.

5.9. Το κανονικό ν-γωνο Π είναι εγγεγραµµένο, ενώ το κανονικό ν-γωνο Π′ περιγε-
γραµµένο στον ίδιο κύκλο ακτίνας R. Αν (Π′) = 2(Π), να δείξετε ότι ν = 4.

5.10. Θεωρούµε κανονικό εξάγωνο ΑΒΓ∆ΕΖ εγγεγραµµένο σε κύκλο (O,R). Οι

προεκτάσεις των ΑΒ, Γ∆ τέµνονται στο Η. Να ϐρείτε συναρτήσει του R το εµβαδό του

τριγώνου ΗΑ∆.

5.11. Θεωρούµε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο (O,R). Στην προ-

έκταση της ΑΒ προς το Β παίρνουµε σηµείο ∆ τέτοιο ώστε B∆ = 2AB. Από το ∆

ϕέρνουµε το εφαπτόµενο τµήµα ∆Ε του κύκλου. Να δείξετε ότι ∆E = 3λ4.

5.12. Θεωρούµε τετράγωνο ΑΒΓ∆ εγγεγραµµένο σε κύκλο (O,R). Στις προεκτάσεις

των ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α παίρνουµε τµήµατα BK = ΓΛ = ∆M = AN = R
√

3. Να

δείξετε ότι το ΚΛΜΝ είναι τετράγωνο και να ϐρείτε ως συνάρτηση του R την ακτίνα

του περιγεγραµµένου του κύκλου.

5.13. Θεωρούµε κανονικό πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε του οποίου οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΕ

τέµνονται στο Σ.

α) Αποδείξτε ότι AB ‖ ΓE και ότι τα τρίγωνα ΑΒΣ και ΣΓΕ είναι όµοια.

ϐ) Αποδείξτε ότι

BΣ

AB
=
EΣ

BE
και

1

AB
+

1

BE
=

1

BΣ
.
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5.2 Μέτρηση κύκλου

5.14. Το µήκος ενός κύκλου είναι ίσο µε την περίµετρο ενός τετραγώνου. Αποδείξτε

ότι ο κύκλος έχει το µεγαλύτερο εµβαδό.

5.15. Θεωρούµε δύο οµόκεντρους κύκλους C1, C2 µε ακτίνες R1, R2 όπου R1 > R2.

Φέρνουµε χορδή ΑΒ του C1 η οποία εφάπτεται του C2 στο Μ. Αποδείξτε ότι το εµβαδό

του κυκλικού δακτυλίου που ορίζεται από τους C1, C2 είναι ίσο µε το εµβαδό κύκλου

που έχει ακτίνα το τµήµα ΑΜ.

5.16. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ. Σχεδιάζουµε µε δια-

µέτρους τις πλευρές του τριγώνου ηµικύκλια εκτός αυτού.

α) Αποδείξτε ότι το εµβαδό του ηµικυκλίου διαµέτρου ΒΓ είναι ίσο µε το άθροισµα

των εµβαδών των ηµικυκλίων µε διαµέτρους ΑΒ, ΑΓ.

ϐ) Εξετάστε αν το µήκος του ηµικυκλίου διαµέτρου ΒΓ είναι ίσο µε το άθροισµα των

µηκών των ηµικυκλίων µε διαµέτρους ΑΒ, ΑΓ.

5.17. ∆ίνεται κύκλος (O,R) και µια ακτίνα του ΟΑ. Φέρνουµε τη χορδή ΒΓ κάθετη

στην ΟΑ στο µέσο της Μ. Αποδείξτε ότι BΓ = R
√

3 και να ϐρείτε το εµβαδό του

κυκλικού τµήµατος ΒΑΓ.

5.18. ∆ίνεται κύκλος (O,R) και τα σηµεία του Α, Β τέτοια ώστε AÒOB = 60◦. Φέρ-

νουµε την εφαπτοµένη του κύκλου στο Α και από το Β κάθετη στην εφαπτοµένη που

την τέµνει στο Γ. Να ϐρείτε την περίµετρο του µεικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ και το

εµβαδό του.

5.19. Θεωρούµε κύκλο (O,R) και δύο κάθετες ακτίνες του ΟΑ, ΟΒ. Με διάµετρο την

ΑΒ γράφουµε εκτός του κύκλου ηµικύκλιο. Να ϐρείτε το εµβαδό και την περίµετρο

του σχηµατιζόµενου µηνίσκου.

5.20. Θεωρούµε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς a. Με διάµετρο την ΒΓ γράφουµε

ηµικύκλιο που τέµνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα ∆, Ε αντίστοιχα.

α) Να ϐρείτε την περίµετρο του µεικτόγραµµου τριγώνου Α∆Ε.

ϐ) Να ϐρείτε το άθροισµα των εµβαδών των δύο κυκλικών τµηµάτων που ϐρίσκονται

εκτός του τριγώνου.

5.21. Θεωρούµε τετράγωνο ΑΒΓ∆ και σχεδιάζουµε εντός αυτού δύο ηµικύκλια µε

διαµέτρους Α∆, Γ∆ τα οποία τέµνονται στο Ε. Να δείξετε ότι το εµβαδό του µεικτό-

γραµµου τριγώνου ΑΕ∆ είναι ίσο µε το 1/4 του εµβαδού του τετραγώνου ΑΒΓ∆.

5.22. Θεωρούµε ηµικύκλιο µε κέντρο Ο και διαµέτρουAB = 2R. Στο εσωτερικό του

ηµικυκλίου γράφουµε τα ηµικύκλια διαµέτρων ΑΟ και ΟΒ και τον κύκλο κέντρου

Κ που εφάπτεται στα τρία ηµικύκλια.

α) Αποδείξτε ότι η ακτίνα του κύκλου κέντρου Κ είναι R/3.
ϐ) Να ϐρείτε το εµβαδό της επιφάνειας που ϐρίσκεται εντός του ηµικυκλίου διαµέτρου

ΑΒ και εκτός των άλλων δύο ηµικυκλίων και του κύκλου.
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