
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ

′
ΛΥΚΕΙΟΥ

(Τελευταία ενηµέρωση: Οκτώβριος 2020)

Ανέστης Τσοµίδης
Κατερίνη



Περιεχόµενα

1 Συναρτήσεις - ΄Ορια - Συνέχεια 2
1.1 Η έννοια της συνάρτησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Γραφική παράσταση συνάρτησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Ισότητα και πράξεις συναρτήσεων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Σύνθεση συναρτήσεων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5 Μονοτονία - ακρότατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.6 Αντίστροφη συνάρτηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.7 Πεπερασµένο όριο συνάρτησης στο x0 ∈ R. . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.8 Μη πεπερασµένο όριο συνάρτησης στο x0 ∈ R. . . . . . . . . . . . . . 18
1.9 ΄Οριο συνάρτησης στο ±∞. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.10Συνέχεια συνάρτησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.11Θεωρήµατα συνεχών συναρτήσεων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 ∆ιαφορικός λογισµός 26
2.1 Ορισµός παραγώγου σε σηµείο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2 Παράγωγος συνάρτηση και κανόνες παραγώγισης . . . . . . . . . . . 28
2.3 Εξίσωση εφαπτοµένης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.4 Ρυθµός µεταβολής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5 Τα ϑεωρήµατα Rolle και µέσης τιµής . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.6 Τα ϑεωρήµατα σταθερής συνάρτησης και ίσων παραγώγων . . . . . . . 36
2.7 Μονοτονία µε χρήση παραγώγων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.8 Ακρότατα µε χρήση παραγώγων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.9 Κοίλα και σηµεία καµπής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.10Κανόνες de L’ Hospital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.11Ασύµπτωτες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3 Ολοκληρωτικός λογισµός 46
3.1 Αρχική συνάρτηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.2 Ορισµένο ολοκλήρωµα και ιδιότητες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.3 Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού . . . . . . . . . 49
3.4 Μέθοδοι ολοκλήρωσης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.5 Ανισοτικές σχέσεις στα ολοκληρώµατα. . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6 Εµβαδά επιπέδων χωρίων. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

1



1 Συναρτήσεις - ΄Ορια - Συνέχεια

1.1 Η έννοια της συνάρτησης

1.1. Σε καθένα από τα παρακάτω ϐελοδιαγράµµατα να εξετάσετε αν η αντιστοιχία
από το σύνολο Α στο σύνολο Β είναι συνάρτηση. Στις περιπτώσεις που είναι, να
γράψετε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών.

1.2. Ποιες από τις παρακάτω αντιστοιχίες είναι συναρτήσεις;
α) Μαθητής ενός σχολείου −→ Ηµέρα γενεθλίων
ϐ) Μαθητής ενός σχολείου −→ ∆ιδασκόµενα µαθήµατα στο σχολείο
γ) ΄Ελληνας πολίτης −→ Α.Μ.Κ.Α.
δ) ΄Ελληνας πολίτης −→ Αριθµός αστυνοµικής ταυτότητας.

1.3. Να ϐρείτε τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) =
4
√

3x− 6

x− 5
ϐ) g(x) =

√
x · ln

(
x2 − 5x+ 6

)
γ)h(x) =

√
3−
√
x

1.4. Να ϐρείτε τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) =

√
9− x2

x3 − x2 + x− 1
ϐ) g(x) = ln (|x− 1| − 2) γ)h(x) =

√
3− lnx
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1.5. Να ϐρείτε τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) =

√
x3 + x2 − 2

ex − 3
ϐ) g(x) = log (log (2− |x− 2|)) γ)h(x) =

lnx

logx

1.6. Να ϐρείτε τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) = ln (9x − 4 · 3x + 3) ϐ) g(x) = ln

(
1− ex

ex − e

)
γ)h(x) =

4√
lnx− 1

1.7. Να ϐρείτε τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) =
ex + 2x

2συνx+ 1
ϐ) g(x) =

x2 + x√
2ηµx+ 1

γ)h(x) =

√
1− συνx

3ηµx− 4

1.8. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =

{
2lnx, x ≥ 1√

4− x2, −2 ≤ x < 1
.

α) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της f και να υπολογίσετε τις τιµές f(1), f(−1), f(e).
ϐ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του x ισχύει f(x) = 1/2.

1.9. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =

{
x2 + 1, x ∈ [−4, 4]

−
√
x+ 1, x > 4

.

α) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της f και να υπολογίσετε τις τιµές f(4), f(16), f(−2).
ϐ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του x ισχύει f(x) = 5.

1.10. ΄Εχουµε περιφράξει µε συρµατόπλεγµα µήκους 200 µέτρων, ένα οικόπεδο
σχήµατος ορθογωνίου, από τις τρεις πλευρές του. Η τέταρτη πλευρά είναι τοίχος
µήκους x µέτρων. Να ϐρείτε το εµβαδό του οικοπέδου ως συνάρτηση του x.

1.11. Κόβουµε ένα σύρµα µήκους 10 σε δύο κοµµάτια. Με το πρώτο κοµµάτι
κατασκευάζουµε κύκλο και µε το δεύτερο τετράγωνο. Να ϐρείτε το άθροισµα των
εµβαδών των δύο σχηµάτων ως συνάρτηση του µήκους x του πρώτου κοµµατιού.

1.12. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε A(−2, 5), B(−2, 0), Γ (8, 0). ΄Εστω τυ-
χαίο σηµείο Μ της ΑΓ µε τετµηµένη x. Να ϐρείτε το εµβαδό του τριγώνου ΜΒΓ ως
συνάρτηση του x.

1.13. Θεωρούµε τα σηµεία A(0, 5) και B(−4, 0). Μια ευθεία ε είναι κάθετη στον
άξονα x′x και τέµνει τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και ΟΒ στα σηµεία Γ, ∆ αντίστοιχα,
όπου Ο η αρχή των αξόνων. Να ϐρείτε το εµβαδό του χωρίου ΒΓ∆ ως συνάρτηση της
τετµηµένης x του σηµείου ∆.
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1.2 Γραφική παράσταση συνάρτησης

1.14. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) =
√
x− 1.

α) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f και να ϐρείτε το σύνολο τιµών της.
ϐ) Να ϐρείτε την τιµή της παραµέτρου λ ώστε το σηµείο M(2, λ − 1) να ανήκει σ᾿
αυτή.

1.15. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x2 − 1 , x ∈ [−2, 3].
α) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f και να ϐρείτε το σύνολο τιµών της.
ϐ) Να ϐρείτε την τιµή της παραµέτρου λ ώστε το σηµείο M(0, λ + 3) να ανήκει σ᾿
αυτή.

1.16. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να σχεδιάσετε τη γραφική πα-
ϱάσταση της f και να ϐρείτε το σύνολο τιµών της.

α) f(x) =

{
lnx, x ≥ 1

2x2, x < 1
ϐ) f(x) =

{
ηµx, x ∈ [0, 2π]

−x, x < 0
γ) f(x) =


2

x
, x ≥ 1

ex, x < 1

1.17. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να σχεδιάσετε τη γραφική πα-
ϱάσταση της f και να ϐρείτε το σύνολο τιµών της.

α) f(x) = |x| 2
x

x
ϐ) f(x) =

|x− 2|
x− 2

γ) f(x) = |3x− 6|−3x δ) f(x) =
|lnx|+ lnx

2

1.18. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να σχεδιάσετε τη γραφική πα-
ϱάσταση της f και να ϐρείτε το σύνολο τιµών της.

α) f(x) =
√

9− x2 ϐ) f(x) =
√
x2 + 1 γ) f(x) =

√
x2 − 1 δ) f(x) =

√
1− 4x2

1.19. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να σχεδιάσετε τη γραφική πα-
ϱάσταση της f και να ϐρείτε το σύνολο τιµών της.

α) f(x) = x2 − 6x+ 1 ϐ) f(x) = −x2 + 4x γ) f(x) = 4ηµ2x δ) f(x) = 3συν
x

2

1.20. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να ϐρείτε το πεδίο ορισµού, το
σύνολο τιµών και τον τύπο της συνάρτησης µε τη δοθείσα γραφική παράσταση.
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1.21. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να ϐρείτε το πεδίο ορισµού, το
σύνολο τιµών και τον τύπο της συνάρτησης µε τη δοθείσα γραφική παράσταση.

1.22. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = lnx. Σε καθεµία από τις παρακάτω περι-
πτώσεις να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων τις γραφικές παραστάσεις
των συναρτήσεων f(x) και g(x).

α) g(x) = −lnx ϐ) g(x) = ln(−x) γ) g(x) = lnx− 2 δ) g(x) = ln(x− 2)

1.23. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = ex. Σε καθεµία από τις παρακάτω περι-
πτώσεις να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων τις γραφικές παραστάσεις
των συναρτήσεων f(x) και g(x).

α) g(x) = −ex ϐ) g(x) = e−x γ) g(x) = ex + 1 δ) g(x) = ex+1

1.24. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστηµα
συντεταγµένων τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) και g(x) = |f(x)|.

α) f(x) = lnx ϐ) f(x) = ηµx γ) f(x) = συνx δ) f(x) = x− 2 ε) f(x) = x2 − 4

1.25. Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης f µε
τους άξονες x′x, y′y σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = 2x3 − 7x2 + 7x− 2 ϐ) f(x) = log(x− 2)− 3 γ) f(x) = 4
√
x− 4 + 7

1.26. Να ϐρείτε για ποιες τιµές του x, η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
ϐρίσκεται κάτω από τον άξονα x′x, σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = 5 |x− 3| − 10 ϐ) f(x) = 4x− x3 γ) f(x) = 9− |x| δ) f(x) = x2 − 16

1.27. Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα σηµεία τοµής των γραφικών παραστάσεων των
συναρτήσεων f και g, σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = 3x2 − 4x+ 3, g(x) = 2x2 ϐ) f(x) = 5x2 + x+ 5, g(x) = 3x2 + 2
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1.28. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = e2x − ex και g(x) = 5ex − 5. Να ϐρείτε
για ποιες τιµές του x η γραφική παράσταση της f ϐρίσκεται πάνω από την γραφική
παράσταση της g.

1.29. Παρακάτω δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f .

α) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης f .
ϐ) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = −2 και την ανίσωση f(x) < 0.
γ) Να λύσετε τις εξισώσεις f 2(x) = 2f(x) και f(f(x)) = 1.
δ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές της παραµέτρου κ η εξίσωση f(x) = κ έχει τέσσερις
ακριβώς λύσεις.

1.30. Παρακάτω δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f .

α) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης f .
ϐ) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = −3 και την ανίσωση f(x) > 0.
γ) Να λύσετε τις εξισώσεις f 2(x) = 3f(x) και f(f(x)) = −2.
δ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές της παραµέτρου κ η εξίσωση f(x) = κ έχει δύο ακριβώς
λύσεις.
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1.3 Ισότητα και πράξεις συναρτήσεων

1.31. Να εξετάσετε σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις αν οι συναρτήσεις f
και g είναι ίσες. Αν δεν είναι, να ϐρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του R στο οποίο να
είναι ίσες.

α) f(x) =
lnx5

5
, g(x) =

lnx3

3
ϐ) f(x) = 2ln (x− 1) , g(x) = ln (x− 1)2

1.32. Να εξετάσετε σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις αν οι συναρτήσεις f
και g είναι ίσες. Αν δεν είναι, να ϐρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του R στο οποίο να
είναι ίσες.

α) f(x) =

√
4x− 4

x− 1
, g(x) =

2√
x− 1

ϐ) f(x) =
(√

x+ 3
)2

, g(x) = x

(
3

x
+ 1

)
1.33. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x+2 , x ∈ (1, 13) και g(x) = x2−4 , x ∈ [0, 10].
Να ορίσετε τις συναρτήσεις f + g , f − g , f · g , f/g.

1.34. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = 4x
√
x και g(x) = xln(2 − x). Να ορίσετε τις

συναρτήσεις f · g και f/g.

1.35. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ln(x− 2) και g(x) = ln(x− 3). Να ορίσετε τις
συναρτήσεις f + g και f − g.

1.36. Θεωρούµε τις συναρτήσεις

f(x) =

{
4, x ≥ 0

0, x < 0
, g(x) =

{
0, x ≥ 0

5, x < 0
.

α) Να ορίσετε τη συνάρτηση f(x) · g(x).
ϐ) Εξετάστε την ορθότητα της πρότασης: ῾῾Αν f(x) · g(x) = 0 για κάθε x ∈ R τότε
f(x) = 0 για κάθε x ∈ R ή g(x) = 0 για κάθε x ∈ R.᾿᾿

1.37. Θεωρούµε τις συναρτήσεις

f(x) =

{
−5, x ≥ 0

5, x < 0
, g(x) = 5 , x ∈ R.

α) Να δείξετε ότι f 2(x) = g2(x) για κάθε x ∈ R.
ϐ) Εξετάστε την ορθότητα της πρότασης: ῾῾Αν f 2(x) = g2(x) για κάθε x ∈ R τότε
f(x) = g(x) για κάθε x ∈ R ή f(x) = −g(x) για κάθε x ∈ R.᾿᾿

1.38. Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f σε καθεµία από τις παρακάτω περι-
πτώσεις.

α) f 3(x) + f(x)− x2 = x2f 2(x) , x ∈ R ϐ) f 3(x) + 4f(x) = 3xf 2(x) + 12x , x ∈ R
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1.4 Σύνθεση συναρτήσεων

1.39. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) =
√

1− x2 και g(x) = 3
√
x − 2. Να ορίσετε

τις συναρτήσεις f ◦ g, g ◦ f , f ◦ f και g ◦ g.

1.40. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = ln(x − e) και g(x) =
√
x− 1. Να ορίσετε

τις συναρτήσεις f ◦ g, g ◦ f , f ◦ f και g ◦ g.

1.41. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) =
2x+ 3

x− 2
και g(x) =

x

x− 1
. Να ορίσετε τις

συναρτήσεις f ◦ f και g ◦ g και στη συνέχεια να εξετάσετε αν αυτές είναι ίσες.

1.42. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) =

{
3x− 1, x ≥ 2

x2, x < 2

Να ορίσετε τις συναρτήσεις f ◦g και g ◦f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) g(x) =
√
x ϐ) g(x) =

{
2x+ 1, x ≥ 0

3x− 4, x < 0
γ) g(x) =

{√
x, x ≥ 1

−x+ 2, x < 1

1.43. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = x2 + 1, g(x) = ax + β. Να ϐρείτε τους
πραγµατικούς αριθµούς a, β ώστε να ισχύει η σχέση f ◦ g = g ◦ f .

1.44. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = lnx, g(x) =
√
x − 1 και ϕ(x) = 3

√
x. Να

ορίσετε τις συναρτήσεις f ◦ g ◦ ϕ και g ◦ ϕ ◦ f .

1.45. Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα [−2, 3]. Να ϐρείτε το πεδίο
ορισµού της συνάρτησης g σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) g(x) = f(3x− 4) ϐ) g(x) = f(lnx) γ) g(x) = f (ex) δ) g(x) = f
(
x2 − 5

)
1.46. Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) = 2x − 4. Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης
f : R → R σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις (οι σχέσεις ισχύουν για κάθε
πραγµατικό αριθµό x):

α) f(g(x)) = x2−3x ϐ) g(f(x)) = x2−3x γ) f(g(x)) = 8x−1 δ) g(f(x)) = 8x−1

1.47. Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : (0,+∞) → R σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f
(
1/
√
x
)

=
x2 + 1

x2
, x > 0 ϐ) f(ex) = 2x− ex , x ∈ R

1.48. Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : R→ R για την οποία για κάθε x ∈ R
ισχύουν οι σχέσεις

(f ◦ f) (x) = 4x+ 3 και (f ◦ f ◦ f) (x) = 8x+ 7.
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1.49. Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : R→ R σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) 5f(x) + f(2− x) = x , x ∈ R ϐ) 3f(1− x) + f(x) = 4 + x2 , x ∈ R

1.50. Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : R→ R σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x−2)−4f(3−x) = 10x−31 , x ∈ R ϐ) f(5−x)+2f(x+4) = x+19 , x ∈ R

1.51. ΄Εστω η συνάρτηση g(x) = ex − 1. Βρείτε τρεις τουλάχιστον συναρτήσεις f µε
πεδίο ορισµού το R ώστε να ισχύει (f ◦ g)(x) = ex για κάθε x ∈ R.

1.52. ΄Εστω η συνάρτηση g(x) = 1 + ηµx. Βρείτε τρεις τουλάχιστον συναρτήσεις f
µε πεδίο ορισµού το R ώστε να ισχύει (f ◦ g)(x) = συν2x για κάθε x ∈ R.

1.53. Αποδείξτε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f : R → R τέµνει τον
άξονα x′x σε δύο τουλάχιστον σηµεία, σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις (οι
σχέσεις ισχύουν για κάθε πραγµατικό αριθµό x):

α) f
(
x2
)

+ f(x) = 0 ϐ) f
(
x2 + 6

)
+ f(5x) = 0 γ) f(ηµx) + f(συνx) = 0

1.54. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R τέτοια ώστε για κάθε x, y ∈ R να ισχύει

f(x+ y) = f(x) + f(y).

Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f(−x) = −f(x) και f(3x) = 3f(x).

1.55. Θεωρούµε τη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το R και f(0) 6= 0, τέτοια ώστε
για κάθε x, y ∈ R να ισχύει

f(x+ y) = f(x) · f(y).

Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f(−x) = (f(x))−1 και f(3x) = (f(x))3.

1.56. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R τέτοια ώστε για κάθε x ∈ R να ισχύει

f (f(x)) = x2 − 2x+ 2.

α) Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f (x2 − 2x+ 2) = f 2(x)− 2f(x) + 2.
ϐ) Αν είναι γνωστό ότι η γραφική παράσταση της f δεν διέρχεται από το σηµείο (1, 2),
να υπολογίσετε την τιµή f(1).

1.57. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R τέτοια ώστε για κάθε x ∈ R να ισχύει

f (f(x)) = x2 − 8x+ 20.

α) Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f (x2 − 8x+ 20) = f 2(x)− 8f(x) + 20.
ϐ) Αν είναι γνωστό ότι η γραφική παράσταση της f δεν διέρχεται από το σηµείο (4, 5),
να υπολογίσετε την τιµή f(4).
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1.5 Μονοτονία - ακρότατα

1.58. Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = 3
√

2x− 1 + 5 ϐ) f(x) = −2ln(x− 1) + 4 γ) f(x) =
4√

5− x
+ 13

1.59. Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = −2
√
x+

5

ex + 1
ϐ) f(x) = 2 (x− 3)5 + 4ex+2 γ) f(x) = x2 +

√
−2− x

1.60. Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

{
−2x, x ≥ 2

5x− 1, x < 2
ϐ) f(x) =

{
2x2, x ≤ 0

−2x4, x > 0
γ) f(x) =

{√
x, x ≥ 0

x+ 5, x < 0

1.61. Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο R και η συνάρτηση g γνησίως
ϕθίνουσα στο R.
α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση ϕ1(x) = 3f(x)− 2g(x) είναι γνησίως αύξουσα στο R.
ϐ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση ϕ2(x) = −5f(x) + 4g(x) είναι γνησίως ϕθίνουσα στο
R.

1.62. Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο R και η συνάρτηση g γνησίως
ϕθίνουσα στο R.
α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση ϕ1(x) = (f ◦ g)(x) + (g ◦ f)(x) είναι γνησίως ϕθίνουσα
στο R.
ϐ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση ϕ2(x) = (f ◦ f)(x) + (g ◦ g)(x) είναι γνησίως αύξουσα
στο R.

1.63. Να λύσετε τις παρακάτω ανισώσεις:

α) 32x−1 − 3−3x+4 < (−3x+ 4)3 − (2x− 1)3 ϐ)
(

1

2

)x2
−
(

1

2

)3x

> x2 − 3x

1.64. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) ex−2 = 3− x ϐ)x7 + 2x5 = 4− x γ) ee−x = lnx δ)
(

3

5

)x
= 1−

(
4

5

)x
1.65. Θεωρούµε τη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το R, τέτοια ώστε f(x) ·2f(x) = ex

για κάθε x ∈ R.
α) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f ϐρίσκεται πάνω από τον άξονα x′x.
ϐ) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.
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1.66. Θεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη στο R, τέτοια ώστε 2x = −f(x)3−f(x) για
κάθε x ∈ R.
α) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f ϐρίσκεται κάτω από τον άξονα x′x.
ϐ) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο R.

1.67. Θεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη και γνησίως ϕθίνουσα στο R. Αποδείξτε
ότι για κάθε x > 0 ισχύει

f(x) + f(4x) > f(2x) + f(8x).

1.68. Θεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη και γνησίως αύξουσα στο R. Αποδείξτε
ότι για κάθε x < 0 ισχύει

f(2x) + f(4x) > f(3x) + f(5x).

1.69. Θεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη και γνησίως ϕθίνουσα στο (0,+∞). Να
λύσετε τις εξισώσεις:

α) f
(
x2
)

+ f
(
x5
)

= f
(
x3
)

+ f
(
x6
)

ϐ) f
(
x5
)

+ f
(
x8
)

= f
(
x7
)

+ f
(
x10
)

1.70. α) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f(x) = x2 − 2x + 30 έχει ελάχιστο στη ϑέση 1.
Ποιο είναι το ελάχιστο της f ;

ϐ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f(x) =
4x

x2 + 4
έχει µέγιστο το 1.

1.71. α) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f(x) = −x2 + 4x − 1 έχει µέγιστο στη ϑέση 2.
Ποιο είναι το µέγιστο της f ;

ϐ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f(x) =
2x

x2 + 1
+ 4 έχει ελάχιστο το 3.

1.72. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις, αποδείξτε ότι η συνάρτηση f έχει
ολικό ελάχιστο το οποίο να ϐρείτε.

α) f(x) = 3 |x− 2|+4 ϐ) f(x) = 2
√
x− 2+5 γ) f(x) = (x−1)2 +2(x−1)4−3

1.73. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις, αποδείξτε ότι η συνάρτηση f έχει
ολικό µέγιστο το οποίο να ϐρείτε.

α) f(x) = − (x− 5)4 + 3 ϐ) f(x) = −ln2x+ 2 γ) f(x) = −2 |x− 1| −
∣∣x2 − 1

∣∣
1.74. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f και µε τη ϐοήθεια
αυτής να ϐρείτε το ολικό ακρότατό της, σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

{
x2 − 1, x ≥ 0

−x+ 1, x < 0
ϐ) f(x) =

{
lnx, x ≥ 1

ex, x < 1
γ) f(x) =

{
−ex, x > 0

−x2, x ≤ 0

1.75. Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) = x9 + ex + 5 και τη συνάρτηση f ορισµένες
στο R. ∆ίνεται ότι για κάθε x ∈ R ισχύει

f 9(x) + ef(x) + 5 = x4.

Αποδείξτε ότι η συνάρτηση g γνησίως αύξουσα στο R και ότι η συνάρτηση f παρου-
σιάζει ολικό ελάχιστο.

11



1.6 Αντίστροφη συνάρτηση

1.76. Στις παρακάτω περιπτώσεις να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι 1-1.

α) f(x) = −2
√
x− 4 + 11 ϐ) f(x) = ln(3− x) + 4 γ) f(x) = 2 |x+ 5| − 1

1.77. Στις παρακάτω περιπτώσεις να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι 1-1.

α) f(x) = x3 + 2x− 1 ϐ) f(x) = ex + x5 − 9 γ) f(x) = (x− 1)(x+ 5) + 1

1.78. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α)
(
x2 − x

)5
+
(
x2 − x

)3
= (2x− 2)5 + (2x− 2)3 ϐ) ex

4−x2 =
1

x2

1.79. Να λύσετε τις εξισώσεις:

α) ln
(
x2 + 1

)
+ex

2+1 = ln
(
2x2 − x+ 1

)
+e2x

2−x+1 ϐ) ln
(
x2 + x+ 1

x2 − x+ 5

)
= −2x+4

1.80. Να εξετάσετε αν η f είναι 1-1 στο R σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις
(οι σχέσεις αληθεύουν για κάθε x ∈ R):

α) f(f(x)) = 4x− 1 ϐ) f(f(x)) = x9 γ) f(f(x)) = x4 δ) f(f(x)) = 2

1.81. ΄Εστω η συνάρτηση f µε f(f(x)) = 2x+f(x), για κάθε x ∈ R. Αποδείξτε ότι η
f είναι 1-1 και στη συνέχεια να εξετάσετε αν η γραφική παράσταση της f διέρχεται
από την αρχή των αξόνων.

1.82. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f , g µε πεδίο ορισµού το R τέτοιες ώστε για κάθε
x ∈ R

(g ◦ g)(x) = ag(x) + βf(x5 + 2x)

όπου α, ϐ µη µηδενικοί πραγµατικοί αριθµοί. Με δεδοµένο ότι η f είναι 1-1, να
δείξετε ότι η g είναι 1-1.

1.83. ΄Εστω η συνάρτηση f µε f(f(x)) = x5, για κάθε x ∈ R.
α) Να δείξετε ότι η f είναι 1-1.
ϐ) Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει (f(x))5 = f (x5).
γ) Να ϐρείτε τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης της f µε την ευθεία y = x.
δ) Να δείξετε ότι (f(−1))5 + (f(1))5 = f(0).

1.84. Θεωρούµε τη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το (0,+∞), τέτοια ώστε για κάθε
x, y ∈ (0,+∞) να ισχύει

f(x · y) = f(x) + f(y).

Με δεδοµένο ότι η γραφική παράσταση της f έχει µόνο ένα κοινό σηµείο µε τον
άξονα x′x , το A(1, 0), να δείξετε ότι η f είναι 1-1.

1.85. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = x2 + 1 µε πεδίο ορισµού το A = [0,+∞).
α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι 1-1 και να ϐρείτε την αντίστροφη f−1 της f .
ϐ) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των f , f−1 στο ίδιο σύστηµα συντετα-
γµένων.
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1.86. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) =
√
x− 1 + 2.

α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι 1-1 και να ϐρείτε την αντίστροφη f−1 της f .
ϐ) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των f , f−1 στο ίδιο σύστηµα συντετα-
γµένων.

1.87. Να ϐρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f , αν υπάρχει, σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = 5x− 6 ϐ) f(x) =
x− 1

x− 3
γ) f(x) = 5

√
x− 2 δ) f(x) = −2x4 + 1

1.88. Να ϐρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f , αν υπάρχει, σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = ex−1 + 2 ϐ) f(x) = ln(x+ 5) γ) f(x) = x3 δ) f(x) = |x− 4|

1.89. Να ϐρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f , αν υπάρχει, σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =
x√

1− x2
ϐ) f(x) = x+

√
x2 + 1 γ) f(x) = x3 + 3x2 + 3x+ 5

1.90. Να ϐρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f , αν υπάρχει, σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

{
x+ 1, x ≥ 0

x− 1, x < 0
ϐ) f(x) =

{
lnx, x ≥ 1

2x, x < 1
γ) f(x) =

{
ex, x ≥ 0

2x, x < 0

1.91. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι αντιστρέψιµη και να ϐρείτε τα κοινά ση-
µεία των γραφικών παραστάσεων των f και f−1, αν υπάρχουν, σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = 4
√
x ϐ) f(x) = 2

√
x γ) f(x) = 5− x , x ∈ [0, 5] δ) f(x) =

√
x− 2

1.92. ΄Εστω η συνάρτηση f µε f(2f(x)) = x+ 6 + f(x), για κάθε x ∈ R.
α) Αποδείξτε ότι η f είναι αντιστρέψιµη.
ϐ) Αποδείξτε ότι η γραφική παράσταση της f−1 διέρχεται από το σηµείο (−3,−6).
γ) Για κάθε x που ανήκει στο σύνολο τιµών της f , να δείξετε ότι f(2x)−f−1(x) = x+6.

1.93. ΄Εστω η αντιστρέψιµη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού και σύνολο τιµών το R
τέτοια ώστε f(x) + f−1(x) = 2x, για κάθε x ∈ R. Αποδείξτε ότι f−1(0) = −f(0) και
ότι για κάθε x ∈ R ισχύουν οι σχέσεις

α) (f ◦ f)(x)− 2f(x) = −x ϐ) f(2x− f(x)) = x

1.94. α) Θεωρούµε συνάρτηση f γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισµού της A. Απο-
δείξτε ότι η εξίσωση (f ◦ f)(x) = x είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση f(x) = x.
ϐ) Αν f(x) = ex + x − 2, να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιµη και στη συνέχεια να
ϐρείτε τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των f και f−1.
γ) Με τη ϐοήθεια κατάλληλου παραδείγµατος, να δείξετε ότι αν µια συνάρτηση g
είναι γνησίως ϕθίνουσα στο πεδίο ορισµού της A, τότε οι εξισώσεις (g ◦ g)(x) = x και
g(x) = x δεν είναι ισοδύναµες.
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1.7 Πεπερασµένο όριο συνάρτησης στο x0 ∈ R.

1.95. Στο σχήµα που ακολουθεί δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f .

α) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης f .
ϐ) Να ϐρείτε (αν υπάρχουν) τα όρια:

α) lim
x→−1

f(x) ϐ) lim
x→1

f(x) γ) lim
x→3

f(x) δ) lim
x→6

f(x)

1.96. Στο σχήµα που ακολουθεί δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f .

α) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης f .
ϐ) Να ϐρείτε (αν υπάρχουν) τα όρια:

α) lim
x→−2

f(x) ϐ) lim
x→0

f(x) γ) lim
x→1

f(x) δ) lim
x→5

f(x)

1.97. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→−1

(
2x4 − 4x10

)
ϐ) lim

x→π
(συνx+ 2)20 γ) lim

x→0

x+ συνx√
x2 + 9

δ) lim
x→π

xηµx

3− x

1.98. Με δεδοµένο ότι το όριο της f(x) όταν το x→ 2 είναι ίσο µε −1, να ϐρείτε τα
παρακάτω όρια:

α) lim
x→2

(
x2f(x)− x3

)
ϐ) lim

x→2

(
(f(x)− 3x)2 |f(x)− 3|

)
γ) lim

x→2

(f(x) + x)12

3
√
f(x) + 9
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1.99. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→2

x2 − 3x+ 2

2x2 − 8
ϐ) lim

x→1

2x3 − x− 1

x4 − 1
γ) lim

x→0

2x4 − 4x2 − x
x2 + 2x

δ) lim
x→0

x4 + x− 2

x− 1

1.100. Να ϐρείτε τα όρια των παρακάτω συναρτήσεων, αν υπάρχουν, στο x0 = 0:

α) f(x) =


x3 − x
x

, x 6= 0

2, x = 0
ϐ) f(x) =

{
5x2 + (2x− 3)ηµx, x ≥ 0

(x3 + 4x2 − 5x)συνx, x < 0

1.101. Θεωρούµε τις συναρτήσεις

f(x) =

{
ax2 + β, x ≥ 2

x3 − 5, x < 2
και g(x) =

{
ax+ x2, x ≥ 1

2x+ β, x < 1
.

Να ϐρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς a, β ώστε οι συναρτήσεις f , g να έχουν όριο
στο 2 και στο 1 αντίστοιχα.

1.102. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→1

√
3x+ 5−

√
x+ 7

x2 − 1
ϐ) lim

x→4

√
x− 2√

5−
√
x+ 1

γ) lim
x→2

√
x+ 2−

√
5x+ 6 + 2

x− 2

1.103. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→1

x− 1√
x− 1

ϐ) lim
x→1

√
x+ 8 +

√
x− 4

x− 1
γ) lim

x→8

3
√
x− 2

x− 8
δ) lim

x→1

3
√
x−
√
x

x− 1

1.104. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→π

συνx− συν3x
ηµx

ϐ) lim
x→ 3π

2

συν2x

1 + ηµx
γ) lim

x→0

ηµx

x5 + x
δ) lim

x→0

x2

ηµx
ε) lim

x→0

εφx

3x

1.105. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→9

ηµ

(
2π√
x
− π

)
ϐ) lim

x→1
συν

πx2 − πx
x2 − 1

γ) lim
x→0

ηµ(3x)

4x
δ) lim

x→5

ηµ(2x− 10)

3x− 15

1.106. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→0

συν3x− 3συνx+ 2

συνx− 1
ϐ) lim

x→π
2

ηµ4x− 3ηµ3x+ 2

συν2x
γ) lim

x→1

x+ 3
√
x− 2

x · 3
√
x− 1

1.107. Θεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη στο R, τέτοια ώστε το όριο της f(x) όταν
το x→ 2 είναι ίσο µε −3. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→1

(f(5x− 3) + x) ϐ) lim
x→−1

(
x2f(−2x) + 5

)
γ) lim

x→5
(f(7− x) + f(x− 3))
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1.108. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 2x5 − 3x2 − 4. Να δείξετε ότι η f(x) έχει
αρνητικό πρόσηµο κοντά στο 1 και στη συνέχεια να ϐρείτε το όριο:

lim
x→1

|2x5 − 3x2 − 4| − 5

x2 − 1

1.109. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = −2ηµx− 3συνx+ 4. Να δείξετε ότι η f(x)
έχει ϑετικό πρόσηµο κοντά στο 0 και στη συνέχεια να ϐρείτε το όριο:

lim
x→0

|−2ηµx− 3συνx+ 4|+ 3συνx− 4

x2 − x

1.110. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια (αν υπάρχουν):

α) lim
x→0

|x21 + ηµx− 3| − 3

2x
ϐ) lim

x→2

|x2 − 2x|+ x− 2

x2 − 4
γ) lim

x→3

√
x2 − 6x+ 9

4x− 12

1.111. Για τη συνάρτηση f ισχύει ηµ2x ≤ f(x) − συνx ≤ 1 + συν2x, για κάθε
x ∈ R. ∆ίνεται ότι το όριο της f(x) όταν το x→ π είναι ίσο µε m ∈ R. Να δείξετε ότι
−1 ≤ m ≤ 1.

1.112. Για τη συνάρτηση f ισχύει −2(x − 3)2 ≤ f(x) − x ≤ 5(x − 3)2, για κάθε
x ∈ R. ∆ίνεται ότι το όριο της f(x) όταν το x→ 2 είναι ίσο µε m ∈ R. Να δείξετε ότι
0 ≤ m ≤ 7.

1.113. Να ϐρείτε το όριο της f(x) όταν το x → 1 σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) −2x+3 ≤ f(x)−x2 ≤ x2−4x+4 , x ∈ R ϐ) (x−1)4 ≤ f(x)+x ≤ 3(x−1)4 , x > 0

1.114. Θεωρούµε τη συνάρτηση f τέτοια ώστε |f(x)− 2x| ≤ x2, για κάθε x ∈ R.
Να ϐρείτε τα όρια:

α) lim
x→0

f(x) ϐ) lim
x→0

f(x)

x

1.115. Θεωρούµε τη συνάρτηση f τέτοια ώστε |f(x)− x2συνx| ≤ x4, για κάθε
x ∈ R. Να ϐρείτε τα όρια:

α) lim
x→0

f(x) ϐ) lim
x→0

f(x)

x2

1.116. Να ϐρείτε το όριο της f(x) όταν x → 0 σε καθεµία από τις παρακάτω περι-
πτώσεις (οι σχέσεις ισχύουν στο σύνολο R):

α) f 2(x)− ηµ2x ≤ x2 ϐ) f 2(x)− 2f(x) ≤ x2 − 1 γ) f 2(x) ≤ 8xf(x)

1.117. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→0

(
x3ηµ

1

x

)
ϐ) lim

x→2

((
x3 − 8

)
συν
−2x+ 5

x2 − 4

)
γ) lim

x→0

(√
x · ηµx+ 1√

x

)
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1.118. Να ϐρείτε το όριο της f(x) όταν το x → 0 σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) lim
x→0

(3f(x) + συνx) = 5 ϐ) lim
x→0

(
−4f(x)− x5

)
= 2 γ) lim

x→0

f(x)− 3

2x
= 4

1.119. Να ϐρείτε το όριο της f(x) όταν το x → 2 σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) lim
x→2

(
3xf(x) + x2

)
= −2 ϐ) lim

x→2
((x+ 1)f(x)− 6x) = 15 γ) lim

x→2

f(x) + 1

x− 2
= 1

1.120. Να ϐρείτε τα όρια των συναρτήσεων f(x), g(x) όταν x → 2 αν είναι γνωστό
ότι

lim
x→2

(f(x)− g(x)) = −1 και lim
x→2

(5f(x)− 2g(x)) = 4.

1.121. Να ϐρείτε τα όρια των συναρτήσεων f(x), g(x) όταν x → 1 αν είναι γνωστό
ότι

lim
x→1

(2f(x)− g(x)) = 3 και lim
x→1

(−4f(x) + g(x)) = −5.

1.122. Να ϐρείτε το όριο της συνάρτησης f(x)g(x) όταν το x → 1, αν είναι γνωστό
ότι

lim
x→1

f(x)

x2 − 1
= 4 και lim

x→1

(
g(x)

(
x2 − 3x+ 2

))
= 5.

1.123. Να ϐρείτε το όριο της συνάρτησης f(x)g(x) όταν το x → 3, αν είναι γνωστό
ότι

lim
x→3

f(x)

x− 3
= 2 και lim

x→3

(
g(x)

(
x2 − 3x

))
= 6.

1.124. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R για την οποία είναι γνωστό ότι ισχύει

lim
x→3

f(x)− 2

x− 3
= −2.

Να υπολογίσετε τα όρια:

α) lim
x→3

f(x) ϐ) lim
x→3

2x− 6

f(x)− 2
γ) lim

x→3

x2f(x)− 18

x− 3
δ) lim

x→3

|f(x)− x| − 1

x2 − 9

1.125. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R για την οποία είναι γνωστό ότι ισχύει

lim
x→0

f(x)− 1− ηµx
x2 − x

= 5.

Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→0

f(x) ϐ) lim
x→0

f(x)− 1

ηµx
γ) lim

x→0

f(x)− 1

x
δ) lim

x→0

|3− 5f(x)| − 2

x2 − x
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1.8 Μη πεπερασµένο όριο συνάρτησης στο x0 ∈ R.

1.126. Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→0

1

x10
ϐ) lim

x→0

1

x3
γ) lim

x→2

1

(x− 2)4
δ) lim

x→5

1

10− 2x
ε) lim

x→3

1

(x− 3)5

1.127. Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→2

x2 − 1

(x− 2)2
ϐ) lim

x→2

1− 5x

|x2 − 5x+ 6|
γ) lim

x→−1

3x+ 1

(x+ 1)3
δ) lim

x→1

√
x− 4

x2 − 3x+ 2

1.128. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) =
1

|x− 1|
και g(x) =

1

|x2 − 1|
.

i) Να ϐρείτε τα όρια:

α) lim
x→1

f(x) ϐ) lim
x→1

g(x) γ) lim
x→1

(f(x) + g(x)) δ) lim
x→1

(f(x)g(x))

ii) Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα όρια:

α) lim
x→1

(f(x)− g(x)) ϐ) lim
x→1

f(x)

g(x)
γ) lim

x→1

g(x)

f(x)
δ) lim

x→1

(
(x2 − 3x+ 2)f(x)

)
1.129. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) =

x2 − 1

(x− 5)4
και g(x) =

2x

(x− 5)4
.

i) Να ϐρείτε τα όρια:

α) lim
x→5

f(x) ϐ) lim
x→5

g(x) γ) lim
x→5

(f(x) + g(x)) δ) lim
x→5

(f(x)g(x))

ii) Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα όρια:

α) lim
x→5

(f(x)− g(x)) ϐ) lim
x→5

f(x)

g(x)
γ) lim

x→5

g(x)

f(x)
δ) lim

x→5

(
(x2 − 5x)f(x)

)
1.130. Να ϐρείτε το όριο της συνάρτησης f(x) όταν x → 3 σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) lim
x→3

(
x2f(x)

)
= +∞ ϐ) lim

x→3
(2x− f(x)) = +∞ γ) lim

x→3

√
x+ 1− 2

(x− 3)f(x)
= −∞

1.131. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) =
x2 − 3x+ 2

(x− 2)m
, όπουm ϑετικός ακέραιος. Να

ϐρείτε το όριο της f (αν υπάρχει) όταν x → 2 στις περιπτώσεις που είναι m = 1,
m = 2, m = 3.

1.132. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια για τις διάφορες τιµές του λ ∈ R:

α) lim
x→5

x2 − 10x+ λ

(x− 5)2
ϐ) lim

x→3

2x2 − 3λ

|x− 3|
γ) lim

x→2

x2 − 5λ

x− λ
δ) lim

x→0

2ηµx+ 3x

ηµx− x+ λ
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1.9 ΄Οριο συνάρτησης στο ±∞.

1.133. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→−∞

(
7x5 + 2x2 − 5

)
ϐ) lim

x→+∞

3x4 − 2x+ 3

4x6 + 3x− 2
γ) lim

x→−∞

|x5 − x− 3| − 5

x4 − 6x2 − 2

1.134. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

(x2 −
√
x) ϐ) lim

x→−∞
(x+

√
4x2 + 3) γ) lim

x→−∞

√
x2 − 2x+ 5 + 3x

2x− 1

1.135. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

(√
x2 + x− x

)
ϐ) lim

x→−∞

(√
x2 + 5 + x

)
γ) lim

x→−∞

(√
4x2 − 1 + 2x

)
1.136. Να ϐρείτε το όριο της f(x) όταν x → +∞ σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) =
√

9x2 + 1 +
√
x2 − 5x− 4x+ 2 ϐ) f(x) =

√
x2 + 1− 3

√
x3 + 2x+ 4

1.137. Να ϐρείτε το όριο της f(x) όταν x → +∞ σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις (οι σχέσεις ισχύουν για κάθε x > 0):

α) f(x) ≥ x4 − x+ 2 ϐ) f(x) ≤ −x2 + 2x− 3 γ)
∣∣(1 + x3

)
f(x)− 2x2

∣∣ ≤ x

1.138. Για τις συναρτήσεις f , g και για κάθε x ∈ R ισχύει xf(x) ≥ (2x+ 1)g(x).
α) Αν lim

x→+∞
g(x) = +∞, να δείξετε ότι lim

x→+∞
f(x) = +∞.

ϐ) Αν lim
x→−∞

g(x) = −∞, να δείξετε ότι lim
x→−∞

f(x) = −∞.

1.139. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→−∞

ηµx

x
ϐ) lim

x→+∞

συνx

x2
γ) lim

x→+∞

(
3x+ 2

x2 − 1
ηµx

)
δ) lim

x→+∞

x+ ηµx

x+ συνx

1.140. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

(
lnx+ x2 − 3

)
ϐ) lim

x→−∞

(
ex −

(
1

2

)x)
γ) lim

x→+∞

(
2logx+ 3x · 5−x

)
1.141. Να ϐρείτε τα όρια της f(x) όταν x→ +∞ και όταν x→ −∞ σε καθεµία από
τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =
3x + 4

2x − 5
ϐ) f(x) =

3x+2 − 5ex

4 · 3x + ex+1
γ) f(x) =

2 · 5x − 3x+1

4 · 5x + 6x

1.142. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

ln
(
x2 − 3x

)
ϐ) lim

x→−∞
ex

4−x+1 γ) lim
x→+∞

ηµ
1
3
√
x

δ) lim
x→−∞

(
xηµ

1

x

)
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1.143. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = ln(5 − x) − ln(x − 2). Να ϐρείτε το πεδίο
ορισµού της f και στη συνέχεια τα όρια

lim
x→2

f(x) και lim
x→5

f(x) .

1.144. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = ln (x2 − 2x+ 1)− 5ln(x− 1). Να ϐρείτε το
πεδίο ορισµού της f και στη συνέχεια τα όρια

lim
x→+∞

f(x) και lim
x→1

f(x) .

1.145. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = ln
ex − e
ex − 1

. Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της

f και στη συνέχεια τα όρια

α) lim
x→+∞

f(x) ϐ) lim
x→−∞

f(x) γ) lim
x→0

f(x) δ) lim
x→1

f(x)

1.146. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = lnx και g(x) = logx. Να ϐρείτε τα όρια:

α) lim
x→+∞

(f(x)− g(x)) ϐ) lim
x→+∞

f(x)

g(x)
γ) lim

x→+∞
f(g(x)) δ) lim

x→+∞

f−1(x)

g−1(x)

1.147. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = ex+lnx και g(x) =
√
x2 + 1− x. Να ϐρείτε

τα όρια:

α) lim
x→+∞

f(x) ϐ) lim
x→+∞

g(x) γ) lim
x→+∞

(f(x)g(x)) δ) lim
x→+∞

f(x)

g(x)

1.148. Να ϐρείτε για τις διάφορες τιµές του λ ∈ R τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→−∞

(
(λ− 1)x4 − x3 + 2x− 5

)
ϐ) lim

x→+∞

(λ− 2)x3 + (λ+ 3)x+ 5

(λ− 5)x2 + x+ 1

1.149. Να ϐρείτε για τις διάφορες τιµές του λ ∈ R τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→−∞

(√
x2 − 4x+ 3− λx

)
ϐ) lim

x→+∞

(√
x2 − 3x+ 2− (λ− 1)x− 12

)
1.150. Να ϐρείτε για τις διάφορες τιµές του λ ∈ (0,+∞) τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

λx + 4

2 · λx + 3
ϐ) lim

x→+∞

λx + 5 · 3x

4 · λx + 3x+1
γ) lim

x→+∞

2λx + 3 · 2x

λx + 5x

1.151. Να ϐρείτε το όριο της f(x) όταν x → +∞ σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) =
2ηµx+ lnx

ηµx− 2lnx
ϐ) f(x) =

3συνx+ ex

5συνx− ex
γ) f(x) ≥ lnx+ ex

2 + 6ηµ2x
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1.10 Συνέχεια συνάρτησης

1.152. Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f .

α) Να ϐρείτε τα σηµεία όπου η f δεν είναι συνεχής, αιτιολογώντας την απάντησή σας.
ϐ) Είναι η f συνεχής στο διάστηµα [−1, 3] ;

1.153. Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f .

α) Να ϐρείτε τα σηµεία όπου η f δεν είναι συνεχής, αιτιολογώντας την απάντησή σας.
ϐ) Είναι η f συνεχής στο διάστηµα [4, 7] ;

1.154. Αποδείξτε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς:

α) f(x) =
(
x2 − 3x+ 1

)
ex ϐ) g(x) = lnx+ ηµx γ)h(x) =

√
x2 + συνx+ 2

21



1.155. Να µελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις παρακάτω συναρτήσεις:

f(x) =


x3 − 1

x− 1
, x 6= 1

3, x = 1
, g(x) =

{ηµx
x
, x > 0

2x− 3, x ≤ 0
, h(x) =


−x+ 2, x < 0

2 + ln2, x = 0

x2 + 2, x > 0

.

1.156. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να ϐρείτε τις παραµέτρους a, β
ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της:

α) f(x) =

3a · x−3 + 1, x ∈ (0, 2]

1−
√
x− 1

x2 − 4
, x > 2

ϐ) f(x) =


3aex+1 + x, x ≤ −1

2x2 − ax+ 3β, x ∈ (−1, 0)

βηµx+ aσυνx, x ≥ 0

1.157. ΄Εστω συνάρτηση f συνεχής στο 0. Να ϐρείτε το f(0) σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) xf(x) + x2 = 3ηµx− 5x2 , x ∈ R ϐ) xf(x) = x2f(x) + 2
(
x3 − x2

)
, x ∈ R

1.158. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι
συνεχής στο 0:

α) f 2(x) + 4 ≤ 4ηµ2x− 4f(x) , x ∈ R ϐ) 4f 2(x) + 9 ≤ 12f(x) + x2 , x ∈ R

1.159. Θεωρούµε τη συνάρτηση f για την οποία για κάθε x ∈ [0, π] ισχύει

2 (1 +
√
ηµx) ≤ f(x) ≤ 3 + ηµx.

α) Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο π/2.

ϐ) Να ϐρείτε το όριο της συνάρτησης g(x) =
συν2x

f(x)− 4
όταν x→ π

2
.

1.160. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να δείξετε ότι οι συναρτήσεις f , g
είναι συνεχείς στο x0:

α) f 2(x) + g2(x) ≤ (x− x0)2 , x ∈ R ϐ) |f(x)|+ |g(x)| ≤ |x− x0| , x ∈ R

1.161. Θεωρούµε τη συνάρτηση f τέτοια ώστε για κάθε x, y ∈ R να ισχύει η σχέση

f(x+ y) = f(x) + f(y)− 1.

Αποδείξτε ότι αν η f είναι συνεχής σε κάποιο a ∈ R, τότε είναι συνεχής στο R.

1.162. Θεωρούµε τη συνάρτηση f τέτοια ώστε για κάθε x, y ∈ (0,+∞) να ισχύει η
σχέση

f(x · y) = f(x) + f(y)− ln2.

Αποδείξτε ότι αν η f είναι συνεχής σε κάποιο a ∈ (0,+∞), τότε είναι συνεχής στο
(0,+∞).
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1.11 Θεωρήµατα συνεχών συναρτήσεων

1.163. Αποδείξτε ότι καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις έχει µία τουλάχιστον ϱίζα
στο διάστηµα (0, 2) :

α) (x+ 1)2x+1 = 3 ϐ) e · x3 = x2 + 2 γ) 5(x− 2)2 + συνx = 0

1.164. Αποδείξτε ότι καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις έχει µία τουλάχιστον ϱίζα
στο διάστηµα (−2, 2) :

α)x4 + 3x+ 1 = 0 ϐ)x6 = −4x3 − 1 γ) − x2 + 2 + ηµx = 0

1.165. Αποδείξτε ότι καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις έχει µία τουλάχιστον ϱίζα
στο διάστηµα (1, 2) :

α)
x5

x− 1
+

ex

x− 2
= 0 ϐ)

x2 + 5

x− 1
+

lnx

x− 2
= 0 γ)

ηµx

x− 1
=

x2

2− x

1.166. Αποδείξτε ότι καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις έχει µία τουλάχιστον ϱίζα
στο αντίστοιχο διάστηµα ∆:

α) 5logx+ 2x = 0 ,∆ = (0, 1) ϐ) lnx+ ex = 0 ,∆ = (0, 1) γ)x11 +x−5 = 0 ,∆ = R

1.167. Αποδείξτε ότι καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις έχουν δύο τουλάχιστον
ϱίζες στο αντίστοιχο διάστηµα:

α)x3 + 3 = 6x2 στο (−1, 1) ϐ)
1

x− 2
+

2

x− 3
=

3

4− x
στο (2, 4)

1.168. Αποδείξτε ότι καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις έχει µία ακριβώς ϱίζα στο
αντίστοιχο διάστηµα ∆:

α) 5x5+25x = 11 ,∆ = (0, 1) ϐ) ex = −x9 ,∆ = (−1, 0) γ) 2συνx = 3x ,∆ = (0, π)

1.169. ΄Εστω η συνάρτηση f , συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [a, β]. Αποδείξτε ότι
υπάρχει ένας τουλάχιστον ξ ∈ (a, β) τέτοιος ώστε

3f(ξ) = f(a) + f(β) + f(
a+ β

2
).

1.170. ΄Εστω η συνάρτηση f µε f(1)f(3) + 3 < 3f(1) + f(3), συνεχής στο [1, 3].
Αποδείξτε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον ξ ∈ (1, 3) τέτοιος ώστε f(ξ) = ξ.

1.171. ΄Εστω η συνάρτηση f συνεχής στο [0, 5], τέτοια ώστε 0 < f(x) < 1 για κάθε
x ∈ [0, 5]. Αποδείξτε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x) = f(5x) − x
έχει ένα τουλάχιστον κοινό σηµείο µε τον άξονα x′x.

1.172. ΄Εστω η συνάρτηση f , συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [0, 1], τέτοια ώστε
f(1) = 1/2. Αποδείξτε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g(x) = 2f(x)
και h(x) = (1 − x)συν2x, έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σηµείο µε τετµηµένη x0 ∈
(0, 1).
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1.173. ΄Εστω η συνάρτηση f , συνεχής στο [0, 2], τέτοια ώστε 3f(0) + 4f(2) = 0. Να
δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα [0, 2].

1.174. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = (α−β)ηµx+(β−α)συνx, όπου α, ϐ πραγµατικοί
αριθµοί. Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα[
0,
π

2

]
.

1.175. ΄Εστω η συνάρτηση f , περιττή και συνεχής στο R. Να δείξετε ότι η εξίσωση
f(x)(ex − 1) + f(x− 2) = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα [0, 2].

1.176. ΄Εστω η συνάρτηση f , συνεχής στο R, τέτοια ώστε f(0) = f(4). Αποδείξτε ότι
υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ [0, 2] τέτοιο ώστε f(ξ) = f(ξ + 2).

1.177. Να ϐρείτε το πρόσηµο των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) = 2συνx−
√

2 , x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
ϐ) g(x) = ηµx−

√
3συνx , x ∈ [0, 2π]

1.178. Σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις να λυθεί η εξίσωση f(x) = 0 και
να ϐρεθεί το πρόσηµο της συνάρτησης f :

α) f(x) = 2lnx+ x− 1 ϐ) f(x) = ex + x− 1 γ) f(x) = logx+ 2x−10 − 2

1.179. Θεωρούµε τη συνάρτηση f , συνεχή στο R, της οποίας η γραφική παράσταση
διέρχεται από το σηµείο A(3, 1) και δεν έχει κοινό σηµείο µε τον άξονα x′x.
α) Να δείξετε ότι f(x) > 0, για κάθε x ∈ R.
ϐ) Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = (2 − x)(x − 5) έχει δύο τουλάχιστον ϱίζες στο
(2, 5).

1.180. Θεωρούµε συνάρτηση f , συνεχή στο R, τέτοια ώστε f 2(x) = x4 + 1, για κάθε
x ∈ R.
α) Να ϐρείτε τους πιθανούς τύπους της συνάρτησης f .
ϐ) Αν επιπλέον γνωρίζουµε ότι f(0) = −1, ποιος είναι ο τύπος της f ;

1.181. Θεωρούµε συνάρτηση f , συνεχή στο R, τέτοια ώστε f 2(x) = e2x, για κάθε
x ∈ R.
α) Να ϐρείτε τους πιθανούς τύπους της συνάρτησης f .
ϐ) Αν επιπλέον γνωρίζουµε ότι f(0) = 1, ποιος είναι ο τύπος της f ;

1.182. Θεωρούµε συνάρτηση f , συνεχή στο R, τέτοια ώστε f 2(x) = (x − 3)2, για
κάθε x ∈ R.
α) Να ϐρείτε τους πιθανούς τύπους της συνάρτησης f .
ϐ) Αν επιπλέον γνωρίζουµε ότι f(0) = 3 και f(5) = −2, ποιος είναι ο τύπος της f ;

1.183. Θεωρούµε συνάρτηση f , συνεχή στο R, τέτοια ώστε f 2(x) = (ex − e)2, για
κάθε x ∈ R.
α) Να ϐρείτε τους πιθανούς τύπους της συνάρτησης f .
ϐ) Αν επιπλέον γνωρίζουµε ότι f(−2) > 0 και f(3) > 0, ποιος είναι ο τύπος της f ;
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1.184. Να ϐρείτε τον τύπο της συνεχούς στο R συνάρτησης f , µε f(1) > 0 και

f 2(x) + 2f(x) = x2 + x+ 1 , για κάθε x ∈ R.

1.185. Να ϐρείτε τον τύπο της συνεχούς στο R συνάρτησης f , µε f(0) = −1 και

f 2(x) + 4x2 = 4xf(x) + x2 + ex , για κάθε x ∈ R.

1.186. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:
α) Η f έχει πεδίο ορισµού το [1, 3], f(1) = 2, f(3) = 5 και η γραφική παράσταση
της f δεν τέµνει την ευθεία y = 4.
ϐ) Η f έχει πεδίο ορισµού το [0, 5] και σύνολο τιµών το [0,+∞).
γ) Η f έχει πεδίο ορισµού το (1, 3) και σύνολο τιµών το (−∞, 1) ∪ (1, 2).
δ) Η f έχει πεδίο ορισµού το (1, 3) και σύνολο τιµών το {5}.

1.187. Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) = ex + x ϐ) f(x) =
√
x−
√

4− x γ) f(x) = lnx−
√
e− x

1.188. Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) =
4√
x

ϐ) f(x) = 4e−x −
√
x γ) f(x) = −2lnx+

√
1− x

1.189. Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) = 2x5 − x4ηµx+ 3x− 1 ϐ) f(x) = −3x5 + 5x3συνx− x+ 5

1.190. Θεωρούµε συνάρτηση f συνεχή στο [a, β] και τους αριθµούς x1, x2 του
διαστήµατος [a, β]. Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ [a, β] τέτοιο ώστε

4f(x1) + 5f(x2) = 9f(ξ).

1.191. Θεωρούµε συνάρτηση f συνεχή στο [a, β] και τους αριθµούς x1, x2, x3 του
διαστήµατος [a, β]. Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ [a, β] τέτοιο ώστε

2f(x1) + 3f(x2) + 5f(x3) = 10f(x0).
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2 ∆ιαφορικός λογισµός

2.1 Ορισµός παραγώγου σε σηµείο

2.1. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f και να ϐρείτε την παράγωγο της f
στο x0 = 1, αν υπάρχει, σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =
√
x− 1 ϐ) f(x) =

√
x− 1 γ) f(x) = |x− 1|+ 2

2.2. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) =

{
2
√
x, x ≥ 1

−x2 + 3, x < 1
. Να σχεδιάσετε τη γραφική

παράσταση της f και να εξετάσετε αν ορίζεται η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της
A(1, f(1)).

2.3. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) =

{
ηµx, x > 0

x2 + x, x ≤ 0
. Να σχεδιάσετε τη γραφική πα-

ϱάσταση της f και να εξετάσετε αν ορίζεται η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της
A(0, f(0)).

2.4. Η ϑέση ενός υλικού σηµείου, το οποίο κινείται σε άξονα, δίνεται από τον τύπο
x(t) = t3 − 1, t ∈ [0, 3], όπου το t µετριέται σε sec και το x(t) σε m.
α) Να ϐρείτε τη µέση ταχύτητα του υλικού σηµείου στο χρονικό διάστηµα [0, 3].
ϐ) Να ϐρείτε τη στιγµιαία ταχύτητα του υλικού σηµείου τις χρονικές στιγµές 1 και 2.

2.5. Να ϐρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f στο x0 = 0, αν υπάρχει, σε καθεµία
από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

x2ηµ
1

x
, x 6= 0

0, x = 0
ϐ) f(x) =

{
x, x > 0

x3, x ≤ 0
γ) f(x) =

{
ηµx, x > 0

συνx, x ≤ 0

2.6. Θεωρούµε τη συνάρτηση f τέτοια ώστε για κάθε πραγµατικό αριθµό x να ισχύει:

−5(x− 2)2 − 4 ≤ f(x)− 3x ≤ 6(x− 2)2 − 4 .

α) Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο 2.
ϐ) Να εξετάσετε αν η f είναι παραγωγίσιµη στο 2.

2.7. Θεωρούµε τη συνάρτηση f τέτοια ώστε για κάθε πραγµατικό αριθµό x να ισχύει:

|x− 3|3 + x ≤ f(x)− 1 ≤ 2 |x− 3|3 + x .

α) Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο 3.
ϐ) Να εξετάσετε αν η f είναι παραγωγίσιµη στο 3.

2.8. Θεωρούµε τις παραγωγίσιµες στο 2 συναρτήσεις f , g τέτοιες ώστε f(2) = g(2)
και για κάθε πραγµατικό αριθµό x ισχύει f(x) ≤ g(x). Να δείξετε ότι f ′(2) = g′(2).

2.9. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη στο 0 συνάρτηση f , τέτοια ώστε f(0) = 0 και για
κάθε πραγµατικό αριθµό x να ισχύει f(x) ≤ x2. Να δείξετε ότι f ′(0) = 0.
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2.10. Με δεδοµένο ότι f(3) = 4 και f ′(3) = 2, να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→3

2f(x)− 8

x2 − 9
ϐ) lim

x→3

3− x
f(x)− 4

γ) lim
x→3

f(x)− 4
√
x−
√

3
δ) lim

h→0

h2 + 5h

f(3 + h)− 4

2.11. Με δεδοµένο ότι f(1) = 2 και f ′(1) = −3, να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→1

f 3(x)− 4f(x)

x3 − 1
ϐ) lim

h→0

f 2(1 + h)− 4√
1 + h− 1

γ) lim
h→0

f 2(1 + h)− f 2(1− h)

h

2.12. Να ϐρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς α, ϐ ώστε η συνάρτηση f να είναι
παραγωγίσιµη στο x0, σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

{
3x2 + 2, x < 1

ax− β, x ≥ 1
, x0 = 1 ϐ) f(x) =

{
x2 + ax, x < 2

3x− β, x ≥ 2
, x0 = 2

2.13. Θεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη στο R και συνεχή στο 0, τέτοια ώστε

lim
x→0

f(x)

x
= 3.

Αποδείξτε ότι f(0) = 0 και f ′(0) = 3 και στη συνέχεια να υπολογίσετε τα όρια

lim
x→0

3x2 + f 2(x)

4x2 + 2ηµ2x
και lim

x→−5

f(x+ 5)

x2 − 25
.

2.14. Θεωρούµε τη συνάρτηση f ορισµένη στο R και συνεχή στο 1, τέτοια ώστε

lim
x→1

f(x)− x2 + 4

x2 − 1
= 2.

Αποδείξτε ότι f(1) = −3 και f ′(1) = 6 και στη συνέχεια να υπολογίσετε τα όρια

lim
x→5

f(11− 2x) + 3

x− 5
και lim

h→0

f(1− 2h) + 3

h
.

2.15. ΄Εστω η συνάρτηση f ορισµένη σε διάστηµα (a, β) και παραγωγίσιµη στο
x0 ∈ (a, β) µε x0 6= 0. Να ϐρείτε συναρτήσει των x0, f(x0), f ′(x0) τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→x0

f 2(x)− f 2(x0)

x2 − x20
ϐ) lim

x→x0

xf(x0)− x0f(x)

x− x0
γ) lim

x→x0

xf(x)− x0f(x0)

x− x0

2.16. ΄Εστω η συνάρτηση f µε f(0) 6= 0, παραγωγίσιµη στο 0, τέτοια ώστε για κάθε
x, y ∈ R να ισχύει f(x + y) = f(x)f(y). Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιµη σε
κάθε σηµείο του R.
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2.2 Παράγωγος συνάρτηση και κανόνες παραγώγισης

2.17. Να ϐρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) = 3
√
x+

1
3
√
x5
−4 ϐ) f(x) = exlnx+

1

x5
+
√

2 γ) f(x) =

√
xlnx+ 2

ηµx− συνx+ 3

2.18. Να ϐρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) = ln
(
x2 − 4

)
− 21−x ϐ) f(x) = ηµ3x+ ηµx3 γ) f(x) = (συνx+ 2)x−1

2.19. Να ϐρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) =
3
√
x2 − x+ 1 ϐ) f(x) = ηµ2xσυνx+συν3x γ) f(x) = logx+xx+4x+ ln3

2.20. Να ϐρείτε την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης f σε καθεµία
από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =
x2

x+ 1
ϐ) f(x) = 5e−x + ln(2x) γ) f(x) = ln(lnx) δ) f(x) = ηµ4x

2.21. Να ϐρείτε την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης f σε καθεµία
από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

{
3x2 − 5x+ 6, x ≤ 1

2
√
x2 + 3 , x > 1

ϐ) f(x) = 5 |x− 4|+ 2x γ) f(x) =
5
√
x4

2.22. Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f . Να
ϐρείτε την παράγωγο της f .
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2.23. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f , µε f(0) = 0 και µε την ιδιότητα

f 2(x) + 3ef(x) = f
(
x2
)

+ 3ex , για κάθεx ∈ R.

Να δείξετε ότι f ′(0) = 1.

2.24. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f , g παραγωγίσιµες στο R, µε g(0) = g′(0) = 1, τέτοιες
ώστε

(f(x))3 − (g(x))2 + x = 0 , για κάθεx ∈ R.

Να δείξετε ότι f ′(0) = 1/3.

2.25. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιµες στο R, µε f(−4) = 2 και
f ′(−4) = −1/2, τέτοιες ώστε

f 2(3x− 4)− 2exg(2x+ 5) = ln
(
x2 + 1

)
, για κάθεx ∈ R.

Να ϐρείτε την τιµή g′(5).

2.26. Θεωρούµε την άρτια και παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f και τη συνάρτηση
g(x) = (x4 + 2) f(x) + ax, όπου a πραγµατικός αριθµός.
α) Αποδείξτε ότι f ′(0) = 0.
ϐ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο R και g′(0) = a.

2.27. Θεωρούµε την περιττή και δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f µε
f ′(0) = −a και τη συνάρτηση g(x) = ηµxf(x) + ax2, όπου a πραγµατικός αριθµός.
α) Αποδείξτε ότι f ′′(0) = 0.
ϐ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση g είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R και g′′(0) = 0.

2.28. Να ϐρείτε την πολυωνυµική συνάρτηση f , µε f(0) = 9, για την οποία για
κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση (f ′(x))2 = f(x).

2.29. Να ϐρείτε την πολυωνυµική συνάρτηση f , µε f(1) = 2, για την οποία για
κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση x (f ′(x))2 = 3 (f(x) + 1).

2.30. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (0,+∞) → R, τέτοια ώστε
f(xy) = f(x) + f(y), για κάθε x, y ∈ (0,+∞). Να δείξετε ότι για κάθε x > 0
ισχύει f ′(x) = f ′(1)/x.

2.31. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R, τέτοια ώστε για κάθε
x, y ∈ R να ισχύει f(x+ y) = eyf(x) + exf(y). Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει
f ′(x) = f(x) + f ′(0)ex.

2.32. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = aηµx + βηµ(2x) + γηµ(3x), όπου α, ϐ, γ
πραγµατικοί αριθµοί, τέτοια ώστε |f(x)| ≤ |ηµx|, για κάθε x ∈ R. Αποδείξτε ότι
|a+ 2β + 3γ| ≤ 1.

2.33. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = a(e2x−1)+β(e3x−1), όπου α, ϐ πραγµατικοί
αριθµοί, τέτοια ώστε |f(x)| ≤ x2ex, για κάθε x ∈ R. Αποδείξτε ότι 2a+ 3β = 0.
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2.3 Εξίσωση εφαπτοµένης

2.34. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x3 + 2.
α) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο
σηµείο της A(1, f(1)).
ϐ) Να εξετάσετε αν η εφαπτόµενη στο Α έχει άλλο κοινό σηµείο µε τη γραφική
παράσταση της f .

2.35. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x3 − x− 2 και το σηµείο A(−2, f(−2)).
α) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο Α.
ϐ) Να ϐρείτε το εµβαδό του τριγώνου που ορίζεται από την εφαπτοµένη του ερωτήµα-
τος (α) και τους άξονες x′x, y′y.

2.36. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = −2/x µε πεδίο ορισµού το Df = (0,+∞) και το
σηµείο M(2, f(2)) της γραφικής παράστασης της f .
α) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο Μ.
ϐ) Αν Α, Β είναι τα σηµεία τοµής της παραπάνω εφαπτοµένης µε τους άξονες x′x, y′y
αντίστοιχα, να δείξετε ότι το Μ είναι το µέσο του ΑΒ.

2.37. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f µε f(1) = −1 και f ′(1) = 2.
α) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο
σηµείο της A(1, f(1)).
ϐ) Αν g(x) = f (x4) − f 3(x), να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής
παράστασης της g στο σηµείο (1, g(1)).

2.38. Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο
σηµείο της A(1, f(1)) (αν ορίζεται), σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

{
x2 + 3, x ≤ 1

4
√
x , x > 1

ϐ) f(x) =

−x
2 + 1, x < 1

−1

x
+ 1 , x ≥ 1

2.39. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 2x2 − x+ 1.
α) Να ϐρείτε σε ποιο σηµείο της γραφικής παράστασης της f η κλίση της είναι ίση
µε −5, καθώς και την εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο αυτό.
ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f η οποία
είναι παράλληλη στον άξονα x′x.
γ) Να ϐρείτε το σηµείο της γραφικής παράστασης της f στο οποίο η εφαπτόµενη
σχηµατίζει µε τον άξονα x′x γωνία γωνία 135◦.

2.40. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x2 − 4x. Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτο-
µένης της γραφικής παράστασης της f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) Η εφαπτόµενη είναι παράλληλη στην ευθεία 2x+ y − 9 = 0.
ϐ) Η εφαπτόµενη είναι κάθετη στην ευθεία x+ 4y − 4 = 0.
γ) Η εφαπτόµενη διέρχεται από το σηµείο H(0,−2).
δ) Η εφαπτόµενη ορίζει µε τους άξονες x′x, y′y ισοσκελές τρίγωνο.

2.41. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2−4x+5 και η ευθεία ε µε εξίσωση y = −2x+4.
Αποδείξτε ότι η ε εφάπτεται της γραφικής παράστασης της f .
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2.42. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ex και η ευθεία ε µε εξίσωση y = x+1. Αποδείξτε
ότι η ε εφάπτεται της γραφικής παράστασης της f .

2.43. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + 1 και η ευθεία ε µε εξίσωση y = 3x+ 3. Να
δείξετε ότι η Cf και η ε έχουν δύο κοινά σηµεία και να ϐρείτε σε ποιο απ᾿ αυτά η ε
εφάπτεται της Cf .

2.44. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ex + 5 και η ευθεία ε µε εξίσωση y = λx + 5,
όπου λ ∈ R. Να ϐρείτε το λ ώστε η ε να εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f
και να προσδιορίσετε το σηµείο επαφής.

2.45. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x2 − x και g(x) = ex − 2.
α) Αποδείξτε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο
x0 = 1 είναι η ευθεία ε µε εξίσωση y = x− 1.
ϐ) Αποδείξτε ότι η ευθεία ε εφάπτεται της γραφικής παράστασης της g. Να ϐρείτε το
σηµείο επαφής.

2.46. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x2 και g(x) = 2lnx + 1. Να δείξετε ότι έχουν
κοινή εφαπτοµένη στο κοινό τους σηµείο A(1, 1).

2.47. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ex και g(x) = ln(x + 1) + 1. Να δείξετε ότι
έχουν κοινή εφαπτοµένη στο κοινό τους σηµείο A(0, 1).

2.48. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ex και g(x) = exηµx. Να δείξετε ότι έχουν
κοινή εφαπτοµένη σε κάθε κοινό τους σηµείο.

2.49. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = ax2 + β και g(x) = ex. Οι γραφικές παρα-
στάσεις των f και g, έχουν κοινή εφαπτόµενη στο κοινό σηµείο τους µε τετµηµένη
x0 = 1. Να ϐρείτε τα α, ϐ και την εξίσωση της κοινής εφαπτοµένης.

2.50. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = x2 + 1 και g(x) = −2x2 − 2.
α) Αποδείξτε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f και g δεν έχουν κοινό σηµείο.
ϐ) Να ϐρείτε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτοµένων των γραφικών παραστάσεων των
f και g.

2.51. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = 1/x και g(x) = −x2.
α) Αποδείξτε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f και g στο κοινό τους σηµείο δεν
έχουν κοινή εφαπτοµένη.
ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της κοινής εφαπτοµένης των γραφικών παραστάσεων των f
και g.

2.52. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = 2x2 και g(x) = 2/x.
α) Αποδείξτε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f και g στο κοινό τους σηµείο δεν
έχουν κοινή εφαπτοµένη.
ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της κοινής εφαπτοµένης των γραφικών παραστάσεων των f
και g.

2.53. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) = x2 και g(x) = x2 − 4x + 5. Να ϐρείτε
τις εξισώσεις των κοινών εφαπτοµένων των γραφικών παραστάσεων των f και g (αν
υπάρχουν).
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2.4 Ρυθµός µεταβολής

2.54. α) Θεωρούµε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε διαστάσεις x, x + 1, x + 2. Να
ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής εµβαδού της επιφάνειάς του και του όγκου του, ως προς
x, όταν x = 1.
ϐ) Θεωρούµε κύλινδρο µε ακτίνα x και ύψος 2x− 1. Να ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής
εµβαδού της επιφάνειάς του και του όγκου του, ως προς x, όταν x = 2.

2.55. ΄Ενας γεωργός προσθέτει x µονάδες λιπάσµατος σε µια αγροτική καλλιέργεια
και συλλέγει g(x) µονάδες του παραγόµενου προϊόντος. Αν για κάθε x ≥ 0 είναι
g(x) = M0 +M (1− e−µx) όπου M0, M και µ είναι ϑετικές σταθερές, να εκφράσετε
το ϱυθµό µεταβολής του παραγόµενου προϊόντος ως συνάρτηση της g(x). Ποια είναι
η σηµασία της σταθεράς M0 ;

2.56. Η ϑέση x(t) (σε cm) ενός κινητού πάνω σε άξονα δίνεται συναρτήσει του χρόνου
t ≥ 0 (σε sec) από τον τύπο x(t) = 2t3 − 9t2 + 12t− 4.
α) Να ϐρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού.
ϐ) Να ϐρείτε το πρόσηµο της ταχύτητας του κινητού για κάθε t ≥ 0.
γ) Να ϐρείτε το διάστηµα που έχει διανύσει το κινητό στο χρονικό διάστηµα (σε sec)
[0, 3].

2.57. Η ϑέση x(t) (σε cm) ενός κινητού πάνω σε άξονα δίνεται συναρτήσει του χρόνου
t ≥ 0 (σε sec) από τον τύπο x(t) = 2t3 − 15t2 + 24t+ 2.
α) Να ϐρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού.
ϐ) Να ϐρείτε το πρόσηµο της ταχύτητας του κινητού για κάθε t ≥ 0.
γ) Να ϐρείτε το διάστηµα που έχει διανύσει το κινητό στο χρονικό διάστηµα (σε sec)
[0, 3].

2.58. ΄Εστω ότι f(t) είναι η ποσότητα ενός αντιβιοτικού που έχει απορροφηθεί από
το ανθρώπινο σώµα κατά τη χρονική στιγµή t ≥ 0 µε f(t) = 1− 2−

t
200 . Να ϐρεθεί η

χρονική στιγµή t1 κατά την οποία ο ϱυθµός απορρόφησης του αντιβιοτικού από το
ανθρώπινο σώµα είναι ίσος µε το 1/16 του ϱυθµού απορρόφησης κατά τη χρονική
στιγµή t0 = 0.

2.59. Η ποσότητα f(t) µιας ϱαδιενεργούς ουσίας σε gr που ϑα έχει αποµείνει µετά
από t έτη, δίνεται από τον τύπο f(t) = 8 · 2− t

1600 , t ≥ 0.
α) Να ϐρείτε την αρχική ποσότητα της ουσίας.
ϐ) Να ϐρεθεί η χρονική στιγµή t1 κατά την οποία ο ϱυθµός µεταβολής της ποσότητας
της ουσίας είναι ίσος µε το 1/8 του ϱυθµού µεταβολής αυτής κατά τη χρονική στιγµή
t0 = 0.

2.60. ∆ίνεται η ορθή γωνία xÔy και το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µήκους 10m του
οποίου τα άκρα Α και Β ολισθαίνουν πάνω στις πλευρές Oy και Ox αντιστοίχως.
Το σηµείο Β κινείται µε σταθερή ταχύτητα 2 m/sec και η ϑέση του πάνω στην Ox
δίνεται από τη συνάρτηση x(t) = 2t, t ∈ [0, 5], όπου t ο χρόνος (σε sec).
α) Να ϐρεθεί το εµβαδόν E(t) του τριγώνου ΑΟΒ ως συνάρτηση του χρόνου.
ϐ) Ποιος είναι ο ϱυθµός µεταβολής του εµβαδού E(t) τη στιγµή κατά την οποία το
µήκος του τµήµατος ΟΑ είναι 6 m;
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2.61. Σε ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων ϑεωρούµε το ορθογώνιο τρίγωνο
ΟΑΒ , όπου Ο η αρχή των αξόνων, A(4, 0) και B(0, 3). ΄Εστω M(x, 0) εσωτερικό
σηµείο του τµήµατος ΟΑ µε x = x(t) = 2t (το x σε cm και το t σε sec). Η κάθετη
από το Μ στον άξονα x′x τέµνει το τµήµα ΑΒ στο Ν.
α) Να ϐρείτε το εµβαδόν E(t) του τραπεζίου ΟΜΝΒ ως συνάρτηση του χρόνου.
ϐ) Ποιος είναι ο ϱυθµός µεταβολής του εµβαδού E(t) τη στιγµή κατά την οποία το
µήκος του τµήµατος ΟΜ είναι 2 cm;

2.62. ∆ίνεται σφαίρα της οποίας η ακτίνα R(t) (σε cm) µεταβάλλεται συναρτήσει του
χρόνου t (σε sec) σύµφωνα µε τον τύπο R(t) = 2t+ 1, µε t ≥ 0.
α) Να ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής του εµβαδού της επιφάνειας της σφαίρας τη χρονική
στιγµή t = 2 sec.
ϐ) Να ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής του όγκου της σφαίρας τη χρονική στιγµή t = 1 sec.

2.63. ∆ίνεται σφαίρα της οποίας η ακτίνα R(t) (σε cm) µεταβάλλεται συναρτήσει του
χρόνου t ≥ 0 (σε sec) µε ϱυθµό 4cm/sec.
α) Να ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής του εµβαδού της επιφάνειας της σφαίρας τη χρονική
στιγµή κατά την οποία η ακτίνα είναι ίση µε 5cm.
ϐ) Να ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής του όγκου της σφαίρας τη χρονική στιγµή κατά την
οποία η ακτίνα είναι ίση µε 10cm.

2.64. Οι διαστάσεις x, y ενός ορθογωνίου αυξάνουν µε ϱυθµό 4 cm/sec και 5 cm/sec
αντιστοίχως. Να ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής του εµβαδού Ε ως προς το χρόνο t κατά
τη χρονική στιγµή που οι διαστάσεις του είναι x = 30 cm, y = 50 cm.

2.65. Θεωρούµε ορθή γωνία xÔy. Ο Αλέξανδρος (Α) κινείται πάνω στην πλευρά Oy
µε κατεύθυνση προς το Ο µε ταχύτητα 3 km/h και ο Βαγγέλης (Β) κινείται πάνω
στην Ox µε ταχύτητα 2 km/h αποµακρυνόµενος από το Ο. Τη χρονική στιγµή κατά
την οποία OA = 6 km και OB = 8 km να ϐρείτε:
α) Το ϱυθµό µεταβολής της απόστασης ΑΒ.
ϐ) Το ϱυθµό µεταβολής της γωνίας OB̂A.

2.66. ΄Ενα σηµείο Μ κινείται πάνω στην καµπύλη y =
√
x, x ≥ 0.

α) Αποδείξτε ότι τη χρονική στιγµή κατά την οποία η τετµηµένη του Μ είναι ίση µε
1/4, οι ϱυθµοί µεταβολής των συντεταγµένων του Μ είναι ίσοι.
ϐ) Τη χρονική στιγµή που το Μ έχει τετµηµένη 4, ο ϱυθµός µεταβολής της τεταγµένης
του Μ είναι ίσος µε 5. Να ϐρείτε αυτή τη χρονική στιγµή το ϱυθµό µεταβολής της
τετµηµένης του Μ.

2.67. ΄Ενα σηµείο Α κινείται πάνω στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) =√
x, x ≥ 1. Συµβολίζουµε µε a(t) την τετµηµένη του Α τη χρονική στιγµή t ≥ 0.

Ισχύει a′(t) = 2a(t), t ≥ 0 και η εφαπτόµενη της Cf στο Α τέµνει τον άξονα x′x στο
Μ. Να ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής της τετµηµένης του Μ όταν η τετµηµένη του Α
είναι ίση µε 4.
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2.5 Τα ϑεωρήµατα Rolle και µέσης τιµής

2.68. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = (x− 3) (ex − 1) + 8.
α) Αποδείξτε ότι η γραφική παράσταση της f έχει µια τουλάχιστον εφαπτόµενη πα-
ϱάλληλη στον άξονα x′x.
ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 3) τέτοιο ώστε ξ − 2 = ε−ξ.

2.69. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x4ex − x− 1.
α) Αποδείξτε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο (−1, 0) και µία
τουλάχιστον ϱίζα στο (0, 1).
ϐ) Αποδείξτε ότι η εξίσωση 4x3ex+x4ex−1 = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο (−1, 1).

2.70. Θεωρούµε τη συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [a, β], παραγωγίσιµη
στο (a, β) και f(a) = f(β) = 0.
α) Να δείξετε για τη συνάρτηση g(x) = f(x)/(x − c), όπου c /∈ [a, β], ότι υπάρχει
x0 ∈ (a, β) τέτοιο ώστε g′(x0) = 0.
ϐ) Για τα c, x0 του ερωτήµατος (α) να δείξετε ότι η εφαπτόµενη της γραφικής πα-
ϱάστασης της f στο M (x0, f(x0)), διέρχεται από το σηµείο N(c, 0).

2.71. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f , g οι οποίες είναι συνεχείς στο [a, β], παραγω-
γίσιµες στο (a, β) και f(β)g(a) − f(a)g(β) = 0. Ακόµη για κάθε x ∈ [a, β] είναι
g(x) 6= 0.
α) Αποδείξτε ότι για τη συνάρτηση h(x) = f(x)/g(x) ισχύουν οι προϋποθέσεις του
ϑεωρήµατος Rolle στο [a, β].
ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (a, β) τέτοιο ώστε

f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(ξ)

g(ξ)
.

2.72. Θεωρούµε τους πραγµατικούς αριθµούς α, ϐ, γ, δ µε a/3+β/2+γ = 0. ΄Εστω
η συνάρτηση

f(x) =
ax3

3
+

(
β

2
+ δ

)
x2 + (γ − δ)x+ δ .

Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης
της f στο σηµείο M (ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη στον άξονα x′x.

2.73. Να δείξετε ότι καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις έχει το πολύ δύο ϱίζες στο
R.

α)x10 − 20x+ 4 = 0 ϐ)συνx+ 2x = 0 γ) ηµx+ 3x2 = 5 δ) 5ex + x2 = 23

2.74. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 3x11 − 5x9 + 4. Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα
τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε η εφαπτόµενη της γραφικής παράστασης της f
στο σηµείο M(ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη στην ευθεία y = −2x+ 5.

2.75. Θεωρούµε τη συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [a, β], παραγωγίσιµη
στο (a, β) και f(a) = f(β). Αποδείξτε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (a, β) µε ξ1 6= ξ2, τέτοια
ώστε f ′(ξ1) + f ′(ξ2) = 0.
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2.76. Θεωρούµε τη συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [0, 10], παραγωγίσιµη
στο (0, 10) και f(0) = 2, f(10) = 12.
α) Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 10) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 1.
ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (0, 10) µε ξ1 6= ξ2 τέτοια ώστε f ′(ξ1) + f ′(ξ2) = 2.
γ) Αποδείξτε ότι υπάρχουν x1, x2 ∈ (0, 10) µε x1 6= x2 τέτοια ώστε 4f ′(x1)+f ′(x2) = 5.

2.77. ΄Εστω η συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο [a, β] και
ισχύει

f

(
a+ β

2

)
=
f(a) + f(β)

2
.

Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (a, β) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.

2.78. ΄Εστω συνάρτηση f συνεχής στο [2, 3], παραγωγίσιµη στο (2, 3) µε την ιδιότη-
τα f(2)f(3) < 0. Αποδείξτε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (2, 3) µε ξ1 6= ξ2, τέτοια ώστε
f ′(ξ1)f

′(ξ2) > 0.

2.79. Θεωρούµε τη συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [a, β], παραγωγίσιµη
στο (a, β) και f(a) = 2β, f(β) = 2a.
α) Αποδείξτε ότι η εξίσωση f(x) = 2x έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο (a, β).
ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (a, β) µε ξ1 6= ξ2, τέτοια ώστε f ′(ξ1)f ′(ξ2) = 4.

2.80. Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες:

α) lnπ − ln3 <
π

3
− 1 ϐ) ηµ(a+ h) < ηµa+ hσυνa µε 0 < a < a+ h < π/2

2.81. Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες:

α) 5 · e4(π − e) < π5 − e5 < 5 · π4(π − e) ϐ) 1 + x < ex < 1 + ex µε x ∈ (0, 1)

2.82. Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες:

α) ln(x+ 1)− lnx < 1

x
µε x > 0 ϐ)

x

x+ 1
< ln(x+ 1) < x µε x > 0

2.83. ΄Εστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R τέτοια ώστε f(4) = 8 και |f ′(x)| ≤ 2,
για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι:

α) |f(x+ 1)− f(x)| ≤ 2 , x ∈ R ϐ) 4 ≤ f(6) ≤ 12 γ) 4 < f(t) < 12 , t ∈ (4, 6)

2.84. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη στο [0,+∞) συνάρτηση f τέτοια ώστε f(0) = 0. Θεω-
ϱούµε ακόµη ότι η συνάρτηση f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞). Να δείξετε ότι
για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει

f ′(x) >
f(x)

x
.

2.85. Θεωρούµε τη συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R τέτοια ώστε η συνάρτηση f ′

να είναι γνησίως αύξουσα στο R. Να δείξετε ότι:

α) f(3) <
f(1) + f(5)

2
ϐ) f(2) <

3f(1) + f(5)

4
γ) f(2x) ≤ f(x) + f(3x)

2
, x ∈ R
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2.6 Τα ϑεωρήµατα σταθερής συνάρτησης και ίσων παραγώγων

2.86. ΄Εστω η παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f , τέτοια ώστε f ′(x) = f(x)2x, για
κάθε x ∈ R. Αποδείξτε ότι η g(x) = f(x)e−x

2 είναι σταθερή στο R.

2.87. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f , g παραγωγίσιµες στο (0,+∞), τέτοιες ώστε για
κάθε x > 0

f ′(x) =
2

g(x)
και g′(x) = − 1

f(x)
.

Να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) = f(x)g2(x) είναι σταθερή στο (0,+∞).

2.88. ΄Εστω η παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f , τέτοια ώστε f 5(x)f ′(x) = 0, για
κάθε x ∈ R. Αποδείξτε ότι η g(x) = f 9(x) είναι σταθερή στο R.

2.89. ΄Εστω συνάρτηση f δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R τέτοια ώστε f(0) = 2,
f ′(0) = 3 και για κάθε x ∈ R να ισχύει f ′′(x) + f(x) = 0. Για κάθε x ∈ R ορίζουµε

g(x) = f(x)− 3ηµx− 2συνx.

Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ R (c µη αρνητική σταθερά):

α) g′′(x) + g(x) = 0 ϐ) (g′(x))
2

+ (g(x))2 = c γ) f(x) = 3ηµx+ 2συνx

2.90. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f είναι σταθερή στοR σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις (οι σχέσεις για κάθε x, y ∈ R):

α) |f(x)− f(y)| ≤ 3(x− y)4 ϐ) |f(x)− f(y)| ≤ 4(x− y)2

2.91. Να ϐρείτε τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις (οι
σχέσεις για κάθε x ∈ R):

α) f ′(x) = 2x+ 1 , f(0) = 3 ϐ) f ′(x) = 5συνx , f(π) = 0 γ) f ′(x) = 5x4 , f(−1) = 2

2.92. ΄Εστω η συνεχής στο R συνάρτηση f . Να ϐρείτε τον τύπο της f σε καθεµία
από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f ′(x) =

{
2x, x > 1

ex, x < 1
, f(1) = 0 ϐ) f ′(x) =

{
ηµx, x > 0

συνx, x < 0
, f(0) = 5

2.93. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f , g µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆ το οποίο
περιέχει το 0, για τις οποίες υποθέτουµε ότι έχουν ίσες δεύτερες παραγώγους στο ∆
και ακόµη f(0) = g(0).
α) Να δείξετε ότι υπάρχει πραγµατική σταθερά c, τέτοια ώστε για κάθε x ∈ ∆ να
ισχύει

f(x)− g(x) = cx.

ϐ) Αν η εξίσωση f(x) = 0 έχει δύο ετερόσηµες ϱίζες x1, x2 µε x1 < x2, να δείξετε ότι
η εξίσωση g(x) = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο [x1, x2].
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2.7 Μονοτονία µε χρήση παραγώγων

2.94. Να ϐρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης f σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = x3− 3x ϐ) f(x) =
ex

x− 1
γ) f(x) =

√
x− x2 δ) f(x) = ln(1− x2)

2.95. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως µονότονη, σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = x3 +x2 + 5x ϐ) f(x) = e−x + 2−x−x γ) f(x) = −2συνx−x2 + 2ln
1

x

2.96. Να ϐρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης f σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

{
x2 − 2x, x ≥ 0

x3 + 2x, x < 0
ϐ) f(x) =

{
ηµx+ 2x+ 1, x ≥ 0

x2 + 4x− 1, x < 0

2.97. Να ϐρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης f σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =
√
ln2x− lnx ϐ) f(x) =

∣∣x2 − 4
∣∣ γ) f(x) = e2x − 4ex − 5

2.98. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = −x3 + ax2 − x + 3, όπου a ∈ R. Να ϐρείτε για
ποιες τιµές του a η συνάρτηση f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο R.

2.99. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [1, e] και για κάθε x ∈ [1, e] ισχύουν
οι σχέσεις 0 < f(x) < 1 και f ′(x) ≥ 0, να δείξετε ότι υπάρχει ένας µόνο αριθµός
x0 ∈ (1, e) τέτοιος ώστε f(x0) + x0lnx0 = x0.

2.100. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x4 − 2x2 + a, όπου a ∈ (0, 1). Αποδείξτε ότι η
εξίσωση f(x) = 0 έχει µία ακριβώς λύση στο διάστηµα (−1, 0).

2.101. Θεωρούµε τις παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f , g τέτοιες ώστε για κάθε
x ∈ R να ισχύουν οι σχέσεις f ′(x) = g(x) και g′(x) = −f(x). Αν x1, x2 είναι δύο
ϱίζες της εξίσωσης f(x) = 0 µε x1 < x2 και f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ (x1, x2), να δείξετε
ότι η εξίσωση g(x) = 0 έχει µία µόνο ϱίζα στο διάστηµα (x1, x2).

2.102. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x3 + 2x− 1− ηµ(2x).
α) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο R.
ϐ) Αποδείξτε ότι η εξίσωση x3 + 2x − 1 = ηµ(2x) έχει µία µόνο ϱίζα στο διάστηµα
(0, 1).

2.103. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

α) (x− 20)20 = x20 + 2020 ϐ) lnx = 1− x2 γ) 2ex + 2x = 2− x3
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2.104. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x− ηµx+ x5.
α) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο R.
ϐ) Αποδείξτε ότι η γραφική παράσταση της f έχει ένα µόνο κοινό σηµείο µε τον άξονα
x′x.

2.105. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = ax − x, όπου 0 < a < 1.
α) Να µελετηθεί συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία.
ϐ) Να ϐρείτε τις τιµές του λ ∈ R, για τις οποίες ισχύει aλ2−4 − aλ−2 = λ2 − λ− 2.

2.106. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = lnx− x.
α) Να µελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία.
ϐ) Να λυθεί η ανίσωση ln (x2 + 2)− x2 − 2 < ln (x2 + ex + 1)− (x2 + ex + 1).
γ) Αν 0 < a < β < 1, να δείξετε ότι aeβ < βea.
δ) Αν κ, λ είναι αριθµοί µεγαλύτεροι του 1 και ισχύει lnκ− lnλ = κ− λ, να δείξετε
ότι κ = λ.

2.107. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = xex − 3ex.
α) Να µελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία.
ϐ) Να λυθεί η ανίσωση (x2 + x4 + 5) ex

2+x4+5 − 3ex
2+x4+5 > (x4 + 9) ex

4+9 − 3ex
4+9.

γ) Αν a < β < 2, να δείξετε ότι a− 3 > (β − 3)eβ−a.
δ) Αν κ, λ είναι αριθµοί µεγαλύτεροι του 2 και ισχύει κeκ − 3eκ = λeλ − 3eλ, να
δείξετε ότι κ = λ.

2.108. Να λύσετε την εξίσωση(
x2 + x+ 1

)11 − (2x2 − x+ 1
)7

+
(
x2 + x+ 1

)7 − (2x2 − x+ 1
)11

= x2 − 2x.

2.109. α) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f(x) = 2lnx+ 5x ως προς τη µονοτονία.
ϐ)Να λύσετε την ανίσωση

2ln
2x2 + x+ 9

x2 + 4x+ 7
+ 5

(
x2 − 3x+ 2

)
< 0.

2.110. Για κάθε x > 0, να δείξετε ότι: α) ηµx < 2x ϐ) ηµx > x− x3

3

2.111. α) Να δείξετε ότι για κάθε x ≥ 0 ισχύει

ln(x+ 1) > x− x2

2
− 1

5
.

ϐ) Θεωρούµε συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο [0,+∞), για την οποία για κάθε x ≥ 0
ισχύει

f 5(x) + 2f 3(x) + 3f(x) = (x+ 1)ln(x+ 1)− 4

5
x− x2

2
+
x3

6
+ 182.

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞).

2.112. Θεωρούµε τις παραγωγίσιµες συναρτήσεις f , g µε πεδίο ορισµού το [0,+∞)
για τις οποίες ισχύει η σχέση

f ′(x) = g′(x) + ηµ2x+ ex , x ∈ [0,+∞).

Αποδείξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει f(0) + g(x) < g(0) + f(x).
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2.8 Ακρότατα µε χρήση παραγώγων

2.113. Να ϐρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης
f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = x7 − 7x ϐ) f(x) =
x− 1

x2
γ) f(x) =

√
x2 − 25 δ) f(x) =

{
x2, x 6= 0

1, x = 0

2.114. Να ϐρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης
f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

{
x3 − 3x, x ≤ 2

6− x2, x > 2
ϐ) f(x) =

{
eηµx − 1, x ∈ [0, π)
√
−x, x < 0

2.115. Να ϐρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης
f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = |ex − 1| ϐ) f(x) =
√
ln2x− 2lnx+ 1 γ) f(x) = (x−2)x−2, µε x > 2

2.116. Να ϐρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης
f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =
x2

4
(2lnx− 1)− 2x(lnx− 1) ϐ) f(x) = ηµ2x−

√
2ηµx+ 2

√
2, x ∈

[
0,
π

2

]
2.117. Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες:

α) e2x ≥ 2x+ 1, x ∈ R ϐ) lnx ≤ x

e
, x > 0 γ) x2 ≥ 3− 2

x
, x > 0

2.118. Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες:

α) ex ≥ xe, x > 0 ϐ) xx(4−x)4−x ≥ 16, x ∈ (0, 4) γ) xx(2−x)2−x ≥ 1, x ∈ (0, 2)

2.119. Να ϐρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης
f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = 3ex + x2 − 3x+ 5 ϐ) f(x) = x− xlnx− ex + ex

2.120. Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις
παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = ex − 1

2
x2 + x ϐ) f(x) =

ln(1 + x)

x
γ) f(x) = (x− 1)x+1 , x > 1

2.121. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x + 1. Να ϐρείτε το σύνολο
τιµών της f και το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = 0.

2.122. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x4 − 4x3 + 5x2 − 1. Να ϐρείτε το σύνολο
τιµών της f και το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = 0.
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2.123. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 3x/(x2 + 1). Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της
f και το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = 2011/2012.

2.124. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x3 − 6x2 + 9x+ 1.
α) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f .
ϐ) Να ϐρείτε το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = a για τις διάφορες πραγµατικές
τιµές του a.

2.125. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x2 − |x| − 2.
α) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f .
ϐ) Να ϐρείτε το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = a για τις διάφορες πραγµατικές
τιµές του a.

2.126. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2+2a/x+β, όπου a, β πραγµατικοί αριθµοί. Η
f παρουσιάζει στη ϑέση 2 τοπικό ακρότατο και η γραφική της παράσταση διέρχεται
από το σηµείο A(1, 0).
α) Να ϐρείτε τους αριθµούς a, β.
ϐ) Να ϐρείτε το είδος του ακροτάτου και την τιµή του.

2.127. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ax3 − βx2 + x + 2, όπου a, β πραγµατικοί
αριθµοί. Η f παρουσιάζει στις ϑέσεις −1 και 1 τοπικά ακρότατα.
α) Να ϐρείτε τους αριθµούς a, β.
ϐ) Να ϐρείτε το είδος κάθε ακροτάτου και την τιµή του.

2.128. Θεωρούµε συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R τέτοια ώστε για κάθε x ∈ R να
ισχύει η σχέση

f 3(x) + f(x) = x3 + 3x2 + 4x+ 2.

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα.

2.129. ∆ίνεται ότι για κάθε ϑετικό πραγµατικό αριθµό x ισχύει η σχέση

1 + alnx ≤ x

όπου a πραγµατική σταθερά. Αποδείξτε ότι a = 1.

2.130. ∆ίνεται ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό x ισχύει η σχέση

ax + βx + γx ≥ 3x+ 3

όπου a, β, γ ϑετικές πραγµατικές σταθερές. Αποδείξτε ότι aβγ = e3.

2.131. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη στο (0,+∞) συνάρτηση f , τέτοια ώστε f(e) = 1
και για κάθε x > 0 να ισχύει η σχέση f(x) ≤ lnx. Να ϐρείτε την εξίσωση της
εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο A(e, f(e)).

2.132. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f , τέτοια ώστε f(π) = 0
και για κάθε x ∈ R να ισχύει η σχέση f(x) ≥ ηµx. Να ϐρείτε την εξίσωση της
εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο A(π, f(π)).
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2.133. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f και g παραγωγίσιµες στο [0, 2], τέτοιες ώστε

g(0) = g(2) = 0 και g(x)f ′(x) + f(x) = 4 , x ∈ [0, 2].

Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ [0, 2] ισχύει f(x) = 4.

2.134. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f και g παραγωγίσιµες στο [−3, 3], τέτοιες ώστε

g(−3) = g(3) = 0 και g2(x)f ′(x)− f(x) = −2 , x ∈ [−3, 3].

Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ [−3, 3] ισχύει f(x) = 2.

2.135. Μια ϐιοµηχανία παράγει x ποσότητα από ένα προϊόν µε κέρδος που δίνεται
από τη συνάρτηση f(x) = x2 − ax3/4, όπου το x διατρέχει το ανοικτό διάστηµα
(0,+∞) και η παράµετρος a παίρνει τιµές στο κλειστό διάστηµα [2/9, 9/2].
α) Να ϐρείτε την ποσότητα x0 για την οποία έχουµε το µέγιστο κέρδος, το οποίο
συµβολίζουµε µε M(a).
ϐ) Να ϐρείτε την τιµή του a ∈ [2/9, 9/2] για την οποία τοM(a) γίνεται µέγιστο, καθώς
και το µέγιστο αυτό κέρδος.

2.136. Μία ώρα µετά τη λήψη x mgr ενός αντιπυρετικού, η µείωση της ϑερµοκρα-
σίας ενός ασθενούς σε ◦C δίνεται από τη συνάρτηση

T (x) =
1

5

(
x2 − x3

12

)
, 0 < x < 10.

Να ϐρείτε ποια πρέπει να είναι η δόση του αντιπυρετικού ώστε:
α) Η µείωση της ϑερµοκρασίας ως προς x να είναι µέγιστη.
ϐ) Ο ϱυθµός µεταβολής της µείωσης της ϑερµοκρασίας ως προς x να είναι µέγιστος.

2.137. Με 200 µέτρα συρµατόπλεγµα ϑέλουµε να περιφράξουµε µια περιοχή σχήµα-
τος ορθογωνίου παραλληλογράµµου, µε σκοπό να κατασκευαστεί σ᾿ αυτή ένα ϑερµο-
κήπιο. Να ϐρείτε ποιες πρέπει να είναι οι διαστάσεις του ορθογωνίου ώστε το εµβαδό
του να είναι το µέγιστο δυνατό.

2.138. Η ηµερήσια παραγωγή µιας περιοχής µε 30 πηγάδια άντλησης πετρελαίου
είναι 6000 ϐαρέλια. ΄Ολα τα πηγάδια έχουν την ίδια ηµερήσια παραγωγή. Για κάθε
νέο πηγάδι που ανοίγεται η ηµερήσια παραγωγή κάθε πηγαδιού µειώνεται κατά 5
ϐαρέλια.
α) Να εκφράσετε την ολική παραγωγή ως συνάρτηση του αριθµού x των νέων πηγα-
διών.
ϐ) Να ϐρείτε τον αριθµό των νέων πηγαδιών ώστε να έχουµε τη µέγιστη ηµερήσια
παραγωγή.

2.139. Θεωρούµε κύκλο (K,R), ένα σηµείο του Α και την εφαπτόµενη του κύκλου
στο Α. ΄Εστω ακόµη χορδή ΒΓ του κύκλου παράλληλη στην παραπάνω εφαπτόµενη.
Να ϐρείτε ποια πρέπει να είναι η απόσταση της χορδής ΒΓ από την εφαπτόµενη στο
Α, ώστε το εµβαδό του τριγώνου ΑΒΓ να είναι µέγιστο.
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2.9 Κοίλα και σηµεία καµπής

2.140. Να µελετήσετε ως προς τα κοίλα και τα σηµεία καµπής τη συνάρτηση f σε
καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) = x4 − 6x2 ϐ) f(x) = −ex + lnx γ) f(x) = 2x+ ln
(
x2 + 1

)
2.141. ∆ίνονται οι a, β ∈ R µε a < β και η συνάρτηση f(x) = (x− a)5(x− β)3.
α) Αποδείξτε ότι για κάθε x 6= a και x 6= β ισχύει η σχέση

f ′(x)

f(x)
=

5

x− a
+

3

x− β
.

ϐ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση g(x) = ln |f(x)| είναι κοίλη στο διάστηµα (a, β).

2.142. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ax3 + βx2 − 1, όπου a, β πραγµατικοί αριθµοί.
Να ϐρείτε τους αριθµούς a, β ώστε το M(1, 3) να είναι σηµείο καµπής της γραφικής
παράστασης της f .

2.143. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x4 + 2x3 + 6ax2, όπου a πραγµατικός αριθµός.
Να ϐρείτε για ποιες τιµές του a η f είναι κυρτή στο R.

2.144. ΄Εστω η συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο (a, β), τρεις
ϕορές παραγωγίσιµη στο x0 ∈ (a, β), τέτοια ώστε

f ′′(x0) = 0 και f (3)(x0) < 0.

Να δείξετε ότι το M(x0, f(x0)) είναι σηµείο καµπής της της γραφικής παράστασης
της f .

2.145. ΄Εστω η συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο (a, β), τρεις
ϕορές παραγωγίσιµη στο x0 ∈ (a, β), τέτοια ώστε

f ′′(x0) = 0 και f (3)(x0) > 0.

Να δείξετε ότι το M(x0, f(x0)) είναι σηµείο καµπής της της γραφικής παράστασης
της f .

2.146. α) ∆ίνεται η δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το
(−3, 3), τέτοια ώστε για κάθε x ∈ (−3, 3) να ισχύει η σχέση f 2(x)− 4f(x) = 5− x2.
α) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f δεν έχει σηµείο καµπής.
ϐ) Αν για τη συνάρτηση του ερωτήµατος (α) γνωρίζουµε ότι f(0) < 0, να ϐρείτε τον
τύπο της.

2.147. Θεωρούµε τη συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R και
τη συνάρτηση g, τέτοιες ώστε για κάθε x ∈ R να ισχύουν οι σχέσεις

f ′(x) 6= 0 και g(x)f ′(x) = 2f(x).

Η γραφική παράσταση της f έχει σηµείο καµπής το A(ξ, f(ξ)). Αποδείξτε ότι η
εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της g στο σηµείο B(ξ, g(ξ)) είναι παράλληλη
στην ευθεία −2x+ y + 5 = 0.
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2.148. Θεωρούµε τη συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R και
συνάρτηση g η οποία είναι συνεχής στο R. Για κάθε x ∈ R ισχύουν οι σχέσεις

f ′′(x) = (ex + x2)g(x) και g(x) 6= 0.

α) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f δεν έχει σηµείο καµπής.
ϐ) Αν g(1) = −3, να δείξετε ότι η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο R.

2.149. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x4 + ex − 3x.
α) Αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο R και να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης
της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο A(0, f(0)).

ϐ) Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει η σχέση
1

2
(x4 + ex − 3x) ≥ −x+

1

2
.

γ) Να λυθεί η εξίσωση x4 + ex = x+ 1.

2.150. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ln(lnx).
α) Αποδείξτε ότι η f είναι κοίλη στο (1,+∞) και να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτο-
µένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο A(e, f(e)).
ϐ) Αποδείξτε ότι για κάθε x > 1 ισχύει η σχέση e ≤ x− e · ln(lnx).
γ) Να λυθεί η εξίσωση e · ln(lnx) = x− e.

2.151. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ax2 − 2xlnx, όπου a ϑετική σταθερά.
α) Να ϐρείτε τα διαστήµατα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη.
ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο
σηµείο A(1, f(1)) και να προσδιορίσετε το a, ώστε η εφαπτοµένη αυτή να διέρχεται
από την αρχή των αξόνων.
γ) Για την τιµή του a που ϐρήκατε στο ερώτηµα (ϐ), να δείξετε ότι f(x) ≥ 2x για κάθε
x > 1/2.

2.152. Θεωρούµε τη συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R,
στο x0 ∈ R παρουσιάζει τοπικό ακρότατο το 0 και για κάθε x ∈ R ικανοποιεί τη
σχέση

f ′′(x) > 4 (f ′(x)− f(x)) .

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f(x)e−2x είναι κυρτή στο R.
ϐ) Να αποδείξετε ότι για κάθε x ∈ R :

α) g(x) ≥ 0 ϐ) f(x) ≥ 0 γ) g(2) <
g(0) + g(4)

2

2.153. Θεωρούµε τη συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R,
τέτοια ώστε για κάθε x ∈ R να ισχύουν οι σχέσεις

f(x) > 0 και f ′′(x)f(x)− (f ′(x))
2
> 0.

α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = ln (f(x)) είναι κυρτή στο R.
ϐ) Να δείξετε ότι f(3) <

√
f(0)f(6).
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2.10 Κανόνες de L’ Hospital

2.154. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→0

8x − 4x

x2 + x
ϐ) lim

x→1

x21 − x5 + x− 1

x2 − 1
γ) lim

x→−∞

x2 + ex

2x2 + 5
δ) lim

x→+∞

x2 + 5

ex + x

2.155. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→0

συν2x · ηµ(2x) + (ex − 4)ηµ(2x)

x2 + x
ϐ) lim

x→0

(ηµ2x+ 3) (ex − 1)

(2x · ηµx+ x) (x4 + x3 + x2 − 5)

2.156. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→0

ηµ(2x) + x

ηµ(5x) + x2
ϐ) lim

x→π
2

ηµ(συνx)

2συνx
γ) lim

x→+∞

exlnx

ex + x
δ) lim

x→+∞

xlnx− 1

ex + x2

2.157. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

(
5x2 − 3lnx+ 5

)
ϐ) lim

x→+∞

(
3ex − x2 − 4

)
γ) lim

x→0

(
1

x
− 1

ηµx

)
2.158. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

(
e−xln(x+ 1)− 2

)
ϐ) lim

x→0

(
ηµx · lnx+ ex+2

)
γ) lim

x→0
((ex − 1)lnx)

2.159. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→0+

xx ϐ) lim
x→+∞

(ex + 1)2/x γ) lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
δ) lim

x→0

x2ηµ(1/x)

ηµx

2.160. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = lnx− x+ 5. Να ϐρείτε τα όρια της f στο 0
και στο +∞ και το σύνολο τιµών της f .

2.161. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη στο (0,+∞) συνάρτηση f , τέτοια ώστε να είναι

lim
x→+∞

f(x) = a ∈ R? και lim
x→+∞

(xf ′(x) + f(x)) = 4.

Να δείξετε ότι το όριο της f(x) όταν x→ +∞ είναι ίσο µε 4.

2.162. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f , τέτοια ώστε να ισχύουν

lim
x→+∞

f(x) = a ∈ R? και lim
x→+∞

(f ′(x) + f(x)) = 2.

Να δείξετε ότι το όριο της f(x) όταν x→ +∞ είναι ίσο µε 2.

2.163. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f , g παραγωγίσιµες στο R µε f(2) = g(2) = 0 ,
f ′(2) = g′(2) = 0. Αν υπάρχουν οι δεύτερες παράγωγοι των f , g στο 2 και ισχύει
f ′′(2) = 4g′′(2) 6= 0, να ϐρείτε το όριο της f(x)/g(x) όταν x→ 2.

2.164. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f , µε f(0) = f ′(0) = 0. Αν
υπάρχει η δεύτερη παράγωγος της f στο 0 και ισχύει f ′′(0) = −4, να ϐρείτε το όριο
της f(x)/x2 όταν x→ 0.
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2.11 Ασύµπτωτες

2.165. Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f σε
καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =

√
x2 + 1

x− 3
ϐ) f(x) =

4x2 − 5x+ 6

x2 + x+ 1
γ) f(x) =

{
x2, x ≥ 0

5/x, x < 0

2.166. Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f σε
καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) f(x) =
xex

ex − 1
ϐ) f(x) =

lnx

ex
γ) f(x) =

x√
lnx

δ) f(x) =
x

lnx

2.167. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f έχει ασύµπτωτη στο +∞ την ευθεία
y = 5x+ 2. Να ϐρείτε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

2f(x) + 3x− 2

xf(x)− 5x2 − x+ 7
ϐ) lim

x→+∞

2xf(x)− 10x2 − 8

f(x) + 3x+ 2

2.168. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f , g τέτοιες ώστε να ισχύει f(x) − g(x) = x − 4
για κάθε x ∈ R. ∆ίνεται ότι η ευθεία y = 3x − 7 είναι ασύµπτωτη της γραφικής
παράστασης της f στο +∞.
α) Να ϐρείτε τα όρια

lim
x→+∞

g(x)

x
και lim

x→+∞

g(x) + 3x+ ηµ(2x)

xf(x)− 3x2 + 1
.

ϐ) Να δείξετε ότι η ευθεία y = 2x−3 είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της
g στο +∞.

2.169. Η ευθεία y = 2x + 5 είναι ασύµπτωτη στο +∞ της γραφικής παράστασης
της συνάρτησης f και ισχύει

lim
x→+∞

µf(x) + 4x

xf(x)− 2x2 + 3x
= 1

όπου µ πραγµατική σταθερά. Να ϐρείτε τον αριθµό µ.

2.170. Η ευθεία y = 2x − 1 είναι ασύµπτωτη στο +∞ της γραφικής παράστασης
της συνάρτησης

f(x) =
ax2 + βx

x− 2

όπου a, β πραγµατικές σταθερές. Να ϐρείτε τις τιµές των παραµέτρων a, β.

2.171. Οι ευθείες x = 1 και x = 3 είναι κατακόρυφες ασύµπτωτες της γραφικής
παράστασης της συνάρτησης

f(x) =
5x

x2 + λx+ µ

όπου λ, µ πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρείτε τις τιµές των παραµέτρων λ, µ.
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3 Ολοκληρωτικός λογισµός

3.1 Αρχική συνάρτηση

3.1. Να ϐρείτε µια αρχική για τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) =
5
√
x9 ϐ) f(x) =

2x2 − 5x+ 3

2x2
γ) f(x) =

1√
x+ 3−

√
x

3.2. Να ϐρείτε µια αρχική για τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) = x2ex + 2xex ϐ) f(x) =
xex − ex

x2
γ) f(x) =

1

ηµ2x · συν2x

3.3. Να ϐρείτε µια αρχική για τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) = (2x+ 1)συν
(
x2 + x

)
ϐ) f(x) = x

(
2x2 − 1

)3 γ) f(x) = xex
2

3.4. Να ϐρείτε µια αρχική για τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) =
x3

x4 + 1
ϐ) f(x) =

x

(x2 + 1)5
γ) f(x) =

3x+ 6
3
√
x2 + 4x+ 8

3.5. Να ϐρείτε µια αρχική για τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) =
1

xlnx
ϐ) f(x) =

1

x(lnx)2
γ) f(x) =

1

εφx
δ) f(x) = εφ3x

3.6. Να ϐρείτε µια αρχική για τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω
περιπτώσεις:

α) f(x) =
2x+ 3

x− 1
ϐ) f(x) =

x2

x+ 1
γ) f(x) =

1

x2 − 3x+ 2
δ) f(x) =

x+ 2

x2 − 1

3.7. Να ϐρείτε τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) Για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = ex + x2 και f(0) = 5.
ϐ) Για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x)− 2ηµx = 0 και f(π) = 3, f ′(π) = 2.
γ) Για κάθε x > 0 ισχύει xf ′(x) + f(x) = 1/x και f(1) = 5.
δ) Για κάθε x ∈ (0, π) ισχύει f ′(x)ηµx− f(x)συνx = ηµ2x και f(π/2) = π/2.

3.8. Να ϐρείτε τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) Για κάθε x ∈ (0, π) ισχύει f ′(x)ef(x) = συνx και f(π/2) = 0.
ϐ) Για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x)f 2(x) = 8x2 και f(0) = 0.
γ) Για κάθε x ∈ (−1/4,+∞) ισχύει f ′(x) + f 5(x) = 0, f ′(x) 6= 0, f(0) = −1.
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3.9. Να ϐρείτε τη συνάρτηση f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) Για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) + 5f(x) = 1 και f(0) = 6/5.
ϐ) Για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) = 2f(x) και f(0) = 3.
γ) Για κάθε x ∈ R ισχύει f ′(x) + f(x)συνx = −συνx και f(0) = 1.

3.10. Θεωρούµε τις παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f , g τέτοιες ώστε f(0) =
g(0) = 1 και για κάθε x ∈ R να ισχύουν οι σχέσεις

f ′(x)g(x) = 1 και f(x)g′(x) = −1.

α) Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f(x)g(x) = 1.
ϐ) Να ϐρείτε τους τύπους των συναρτήσεων f , g.

3.11. Θεωρούµε τις παραγωγίσιµες στο (0,+∞) συναρτήσεις f , g τέτοιες ώστε f(1) =
g(1) = 1 και για κάθε x ∈ (0,+∞) να ισχύουν οι σχέσεις

f ′(x)g(x) = f(x)g′(x) = 2x3 και g(x) 6= 0.

α) Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει f(x) = g(x).
ϐ) Να ϐρείτε τους τύπους των συναρτήσεων f , g.

3.12. Θεωρούµε τις παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f , g τέτοιες ώστε f ′(0) =
f(0) = 1 και για κάθε x ∈ R να ισχύουν οι σχέσεις

f ′(x) + g(x) = ex + x και f(x) + g′(x) = ex + 1.

α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R και για κάθε
x ∈ R ισχύει f ′′(x) = f(x).
ϐ) Να ϐρείτε τους τύπους των συναρτήσεων f , g.

3.13. Με δεδοµένο ότι a/4+β/3+γ/2+ δ = 0, να δείξετε ότι η γραφική παράσταση
της συνάρτησης f(x) = ax3 + βx2 + γx + δ έχει ένα τουλάχιστον σηµείο τοµής µε
τον άξονα x′x, µε τετµηµένη αριθµό του διαστήµατος (0, 1).

3.14. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = 4x− π2ηµx έχει
ένα τουλάχιστον σηµείο τοµής µε τον άξονα x′x, µε τετµηµένη αριθµό του διαστήµα-
τος (0, π).

3.15. ΄Εστω η παραγωγίσιµη στο [a, β] συνάρτηση f µε f(a) − f(β) = a3 − β3.
Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (a, β) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 3ξ2.

3.16. ΄Εστω η παραγωγίσιµη στο [a, β] συνάρτηση f µε f(a) − f(β) = lna − lnβ,
όπου 0 < a < β. Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (a, β) τέτοιο ώστε
f ′(ξ) = 1/ξ.

3.17. Θεωρούµε την παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f . Να δείξετε ότι η εξίσωση
f ′(x)ηµx+ f(x)συνx = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα (π, 2π).

3.18. Θεωρούµε τη συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R τέτοια ώστε f(2) = 2f(1). Να
δείξετε ότι η εξίσωση xf ′(x)−f(x) = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα (1, 2).
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3.2 Ορισµένο ολοκλήρωµα και ιδιότητες

3.19. Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = 2x+ 4 και
g(x) = 2 και µε τη ϐοήθεια αυτών να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ 1

−2
f(x)dx ϐ)

∫ 1

−2
g(x)dx γ)

∫ 1

−2
(2f(x)− 5g(x)) dx

3.20. Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = x + 1 και
g(x) = −x+ 2 και µε τη ϐοήθεια αυτών να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ 2

0

f(x)dx ϐ)
∫ 2

0

g(x)dx γ)
∫ 2

0

(2g(x)− 3f(x)) dx

3.21. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
√

4− x2. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση
της f και στη συνέχεια να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ 2

0

√
4− x2dx ϐ)

∫ 2

−2

√
4− x2dx γ)

∫ 2

√
3

√
4− x2dx

3.22. Αποδείξτε ότι

α)
∫ e

1

ln
e

x
dx =

∫ 1

e

(lnx− 1)dx ϐ)
∫ 1

0

2ex

ex + 1
dx+

∫ 1

0

2

ex + 1
dx = 2

3.23. Αποδείξτε ότι

α)
∫ 1

0

x dx =
1

2
ϐ)
∫ 1

0

x3 − 5x2 + 10x− 3

x2 + x+ 1
dx− 3

∫ 0

1

2x2 − 3x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

1

2

3.24. Θεωρούµε τη συνεχή στο R συνάρτηση f , για την οποία είναι γνωστό ότι∫ 5

1

f(x)dx = 2,

∫ 10

7

f(x)dx = 3,

∫ 1

10

f(x)dx = −4.

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα

α)
∫ 10

5

f(x)dx ϐ)
∫ 7

1

f(x)dx γ)
∫ 7

5

f(x)dx

3.25. Με τη ϐοήθεια των γραφικών παραστάσεων των αντίστοιχων συναρτήσεων να
υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα

α)
∫ 2π

0

ηµx dx ϐ)
∫ 2π

0

συνx dx γ)
∫ 3

0

(−x+ 1)dx δ)
∫ 3

0

(x− 2)dx
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3.3 Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού

3.26. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ 1

0

(
√
x+ x)dx ϐ)

∫ 0

−1

3x

x2 + 1
dx γ)

∫ 1

0

x2
(
x3 + 1

)2
dx δ)

∫ 2

1

x+ 2

x2
dx

3.27. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ 1

0

x
√
x2 + 1 dx ϐ)

∫ 1

0

x
3
√
x2 + 4 dx γ)

∫ π/3

π/4

εφx dx δ)
∫ π/3

π/4

σφx dx

3.28. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ 2

0

|x− 1| dx ϐ)
∫ 2

−2

∣∣1− x2∣∣ dx γ)
∫ 1

0

∣∣x3 − 1
∣∣ dx δ)

∫ 2

0

|x− 2|
|x− 1|+ 1

dx

3.29. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =

{
x+ ex, x ≤ 0

συνx, x > 0
.

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και στη συνέχεια να υπολογίσετε
το ολοκλήρωµα ∫ π

−1
f(x)dx.

3.30. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =

{
xex + ex, x ≤ −1

ex+1 − 1, x > −1
.

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και στη συνέχεια να υπολογίσετε
το ολοκλήρωµα ∫ 0

−2
f(x)dx.

3.31. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ 1

0

3x− 2

x2 + 5x+ 6
dx ϐ)

∫ 1

0

x+ 2

x2 + 4x+ 3
dx γ)

∫ 0

−1

x3

x2 − 3x+ 2
dx

3.32. Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σηµείο µε
τετµηµένη x = a σχηµατίζει µε τον άξονα x′x γωνία π/3, ενώ στο σηµείο µε τετµηµένη
x = β γωνία π/4. Αν η f ′′ είναι συνεχής στο [a, β] να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα∫ β

a

f ′′(x)dx.
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3.33. Η συνάρτηση f έχει συνεχή παράγωγο στο διάστηµα [0, π], f(π) = e−π και∫ π

0

(f(x) + f ′(x)) exdx = 2.

Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f διέρχεται από το σηµείο
(0,−1).

3.34. Η συνάρτηση f έχει συνεχή παράγωγο στο [a, β] και ικανοποιεί την ισότητα∫ β

a

f ′(x)ef(x)dx = 0.

Αποδείξτε ότι η γραφική παράσταση της f έχει µία τουλάχιστον εφαπτόµενη παράλ-
ληλη στον άξονα x′x.

3.35. Θέτουµε

Iν =

∫ π/4

0

εφνxdx

όπου ν ϑετικός ακέραιος αριθµός. Να δείξετε ότι Iν+2 = 1
ν+1
− Iν και στη συνέχεια

να υπολογίσετε το I5.

3.36. Να ϐρείτε τη συνεχή στο R συνάρτηση f για την οποία για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση

f(x) = x2 + x3 ·
∫ 1

0

f(t)dt.

3.37. Να ϐρείτε τη συνεχή στο R συνάρτηση f για την οποία για κάθε x ∈ R ισχύει
η σχέση ∫ 1

0

e1−tf(t)dt = f(x) + ex.

3.38. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

∫ 2

1

(
ext + 1

)
dt ϐ) lim

x→0

∫ π

0

συν
(
x2t
)
dt γ) lim

x→+∞

∫ 1

0

x+ 3

2x2 + x+ 5
etdt

50



3.4 Μέθοδοι ολοκλήρωσης

3.39. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ e

1

(
x2 + 1

)
lnx dx ϐ)

∫ 1

0

xηµ(3x)dx γ)
∫ 1

0

x2e3xdx δ)
∫ e

1

ln2(3x)dx

3.40. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ π/2

0

exηµ(2x)dx ϐ)
∫ π/3

π/4

x

ηµ2x
dx γ)

∫ π

0

συν2x dx δ)
∫ π

0

ηµ2x dx

3.41. Θεωρούµε τη συνάρτηση µε συνεχή δεύτερη παράγωγο στο R. Αν η f παρου-
σιάζει τοπικό ακρότατο το f(1) = 0, να δείξετε ότι∫ 1

0

x2f ′′(x)dx = 2

∫ 1

0

f(x)dx.

3.42. Θέτουµε

Iν =

∫ e

1

x4(lnx)νdx

όπου ν ϑετικός ακέραιος αριθµός. Να δείξετε ότι 5Iν+1 = e5 − (ν + 1)Iν και στη
συνέχεια να υπολογίσετε το I3.

3.43. ΄Εστω µια συνάρτηση f η οποία έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο R, παρου-
σιάζει τοπικό ακρότατο στο 2 και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σηµείο
A(0, 1). Αν ισχύει ∫ 2

0

[xf ′′(x) + 3f ′(x)] dx = −8

3

να υπολογίσετε το f(2).

3.44. ΄Εστω µια συνάρτηση f η οποία έχει συνεχή παράγωγο στο [0, 1] και ικανοποιεί
τη σχέση ∫ 1

0

xf ′(x)dx = 3−
∫ 1

0

f(x)dx.

Να ϐρείτε την τιµή της συνάρτησης f στο 1.

3.45. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ 3

0

x
√
x+ 1dx ϐ)

∫ 1

0

1

ex + 1
dx γ)

∫ ln3

0

e2x

ex + 1
dx δ)

∫ 1

0

x

(x+ 1)3
dx

3.46. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

α)
∫ π/3

π/6

συνx

(ηµx− 1)(ηµx+ 3)
dx ϐ)

∫ π/3

π/6

1

ηµx
dx γ)

∫ π/3

π/6

1

ηµxσυνx
dx
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3.47. ∆ίνεται η συνεχής στο R συνάρτηση f µε f(x5 + x3) = 2x, για κάθε x ∈ R.
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫ 2

0

f(x)dx.

3.48. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x5 + x. Να δείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη της
f και στη συνέχεια να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα∫ 2

0

f−1(x)dx.

3.49. Αποδείξτε ότι για κάθε a ≥ 0:

α)
∫ a

0

√
1 + e2tdt =

∫ ea

1

√
1 + t2

t2
dt ϐ)

∫ a

−a

t2

et + 1
dt =

∫ ea

e−a

(lnt)2

t2 + t
dt

3.50. Θεωρούµε τη συνεχή στο διάστηµα [a, β] συνάρτηση f . Να δείξετε ότι ισχύουν

α)
∫ β

a

f(x)dx =

∫ β

a

f(a+ β − x)dx ϐ)
∫ β

a

f(x)

β − a
dx =

∫ 1

0

f (a+ (β − a)x) dx

3.51. α) Θεωρούµε την περιττή και συνεχή στο διάστηµα [−a, a] συνάρτηση f , όπου
a ϑετικός πραγµατικός αριθµός. Να δείξετε ότι∫ a

−a
f(x)dx = 0.

ϐ) Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:

I1 =

∫ 1

−1

3ηµx

x4 + x2 + 1
dx και I2 =

∫ π/3

−π/3

5ηµ3x+ 3x5 + 2

συν2x
dx.

3.52. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [a, β] µε f(x) + f(a+ β − x) = c, για κάθε
x ∈ [a, β], όπου c πραγµατικός αριθµός. Να δείξετε ότι∫ β

a

f(x)dx = (β − a)f

(
a+ β

2

)
=
β − a

2
(f(a) + f(β)) .

3.53. Θεωρούµε τη συνεχή στο [a, β] συνάρτηση f µε f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ [a, β].
Θέτουµε

I1 =

∫ β

a

f(x)

f(a+ β − x) + f(x)
dx και I2 =

∫ β

a

f(a+ β − x)

f(a+ β − x) + f(x)
dx.

α) Να δείξετε ότι I1 = I2.
ϐ) Να υπολογίσετε συναρτήσει των a, β το ολοκλήρωµα I1.
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3.5 Ανισοτικές σχέσεις στα ολοκληρώµατα.

3.54. Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες:

α)
∫ 0

−1

√
x2 − 4x dx ≤

√
5 ϐ)

∫ 2

−1
ln
(
x2 + e2

)
dx ≥ 6 γ)

∫ 3

0

ex
2−2x dx ≤ 3e3

3.55. Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες:

α)
∫ π

0

2

1 + συν10x
dx ≤ 2π ϐ)

∫ 2

1

eσυνxdx ≤ e γ)
3

2
≤
∫ 2

1

2x

1 + ηµ4x
dx ≤ 3

3.56. Αποδείξτε τις παρακάτω ανισότητες:

α)
∫ 2

1

ln(x− ηµx)dx <
1

2
ϐ)
∫ 1

0

ex
4

dx >
6

5
γ)
∫ 1

0

ηµx2dx <
1

3

3.57. Θεωρούµε τη συνεχή στο [0, 2] συνάρτηση f , τέτοια ώστε 1 < f(x) < 2, για
κάθε x ∈ [0, 2].Να δείξετε ότι:

2

5
<

∫ 2

0

1

f 2(x) + 1
dx < 1

3.58. Θεωρούµε την δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R τέτοια ώστε
f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ R. ΄Εστω a, β πραγµατικοί αριθµοί µε a < β.
α) Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ [a, β] ισχύει η σχέση f(x)− f(a) ≤ f ′(β)(x− a).
ϐ) Να δείξετε ότι

2

∫ β

a

f(x)dx ≤ f ′(β)(β − a)2 + 2f(a)(β − a).

3.59. Θεωρούµε τις συνεχείς στο R συναρτήσεις f και g, τέτοιες ώστε για κάθε x ∈ R
να ισχύει f(x) ≤ g(x) + 4x. Επιπλέον η f είναι κυρτή στο R και έχει εφαπτοµένη σε
κάποιο σηµείο της γραφικής της παράστασης την ευθεία y = 2x+ 1. Να δείξετε ότι

2 ≤
∫ 1

0

f(x)dx ≤
∫ 1

0

g(x)dx+ 2 .

3.60. Θεωρούµε τη συνεχή και γνησίως ϕθίνουσα στο R συνάρτηση f . Για κάθε
πραγµατικό αριθµό a να δείξετε ότι:

α)
∫ a+2

a

f(x)dx >

∫ a+4

a+2

f(x)dx ϐ)
∫ a

a−1
f(x)dx <

∫ a−3

a−4
f(x)dx

3.61. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια:

α) lim
x→+∞

∫ 1

0

txet
2

dt ϐ) lim
x→+∞

∫ 2

1

(
x2 + t2

)5
dt γ) lim

x→+∞

∫ 1

0

1√
1 + t4 + x4

dt

3.62. Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το [0, 1]. Να ϐρείτε τον
τύπο της f σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α)
∫ 1

0

f 2(x) dx+
1

3
=

∫ 1

0

2xf(x) dx ϐ)
∫ 1

0

f 2(x) dx+
e2 − 1

2
=

∫ 1

0

2exf(x) dx
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3.6 Εµβαδά επιπέδων χωρίων.

3.63. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2− 4x+ 3. Να ϐρείτε το εµβαδό του χωρίου που
περικλείεται:
α) από τη Cf , τον άξονα x′x και τις ευθείες x = 2, x = 3
ϐ) από τη Cf , τον άξονα x′x και τις ευθείες x = 0, x = 1
γ) από τη Cf , τον άξονα x′x και τις ευθείες x = −1, x = 4
δ) από τη Cf και τον άξονα x′x.

3.64. ∆ίνεται η συνάρτηση f : (0,+∞)→ R µε τύπο

f(x) =
√
x− lnx

2
√
x
.

Να ϐρείτε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη Cf , τον άξονα x′x και τις
ευθείες x = 1, x = 4.

3.65. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =

e
x − e, x < 1√
lnx

x
, x ≥ 1

.

Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής και να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που
περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f , τον άξονα x′x και τις ευθείες x = 0
και x = e.

3.66. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = 2x2 + 5x, g(x) = x2 + 8x − 2. Να ϐρείτε το
εµβαδό του χωρίου που περικλείεται:
α) από τη Cf , τη Cg και τις ευθείες x = 0, x = 4
ϐ) από τη Cf , τη Cg και τις ευθείες x = −1, x = 1
γ) από τη Cf και τη Cg.

3.67. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) =
√
x, g(x) = 2x − 1. Να ϐρείτε το εµβαδό του

χωρίου που περικλείεται από τις Cf , Cg και την ευθεία x = 0.

3.68. Οι συναρτήσεις f , g είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµες στο R, f ′(1) = g′(1),
f(2) = g(2) και για κάθε x ∈ R ισχύει f ′′(x) − g′′(x) = 4. Να ϐρείτε το εµβαδό του
χωρίου που περικλείεται από τις Cf , Cg.

3.69. Να ϐρείτε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση
της συνάρτησης f(x) = ex, τον άξονα y′y και τις ευθείες y = x, y = e.

3.70. Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x) =
√
x και g(x) = lnx.

α) Αποδείξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει f(x) > g(x).
ϐ) Να ϐρείτε εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από το µεικτόγραµµο τετράπλευρο
που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , g, της ευθείας µε
εξίσωση y = 1/2 και τον άξονα x′x.
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3.71. ∆ίνεται η συνάρτηση f : [−π/4, π/4]→ R µε τύπο f(x) = συν(2x).
α) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο
x0 = π/8.
ϐ) Να ϐρείτε το εµβαδό του που περικλείεται από την παραπάνω εφαπτόµενη, τη
γραφική παράσταση της f και τους ηµιάξονες Ox, Oy.

3.72. α) Να ϐρείτε το εµβαδό E(a) του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική
παράσταση της συνάρτησης

f(x) = 3x+
1

2x2

και τις ευθείες y = 3x, x = 1, x = a, όπου a > 1.
ϐ) Να υπολογίσετε το όριο του εµβαδού E(a) του ανωτέρου χωρίου όταν το a τείνει
στο +∞.

3.73. ΄ΕστωE(a) το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση
της συνάρτησης f(x) = lnx , τον άξονα x′x και τις ευθείες x = 1, x = a, όπου a > 0.
Να υπολογίσετε τα όρια του E(a) όταν a→ +∞ και όταν a→ 0+.

3.74. Θεωρούµε µια άρτια συνάρτηση f και µια περιττή συνάρτηση g, συνεχείς στο
R, τέτοιες ώστε

f(x) + g(x) = ex.

α) Να ϐρείτε το εµβαδό E(a) του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παρα-
στάσεις των συναρτήσεων f , g και τις ευθείες x = 0, x = a, όπου a > 0.
ϐ) Να υπολογίσετε το όριο του εµβαδού E(a) του ανωτέρου χωρίου όταν το a τείνει
στο +∞.

3.75. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ex.
α) Να ϐρείτε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη Cf , τον άξονα x′x και
τις ευθείες x = 0, x = ln(2e− 1).
ϐ) Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό λ ώστε η ευθεία x = λ να χωρίζει το παραπάνω
χωρίο σε δύο ισεµβαδικά χωρία.

3.76. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =

{
6x2, x ≥ 0

−3x2, x < 0

α) Να ϐρείτε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη Cf , τον άξονα x′x και
τις ευθείες x = −1, x = 1.
ϐ) Να ϐρείτε τον πραγµατικό αριθµό λ ώστε η ευθεία x = λ να χωρίζει το παραπάνω
χωρίο σε δύο ισεµβαδικά χωρία.

3.77. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = ex
2. Αποδείξτε ότι το εµβαδό του χωρίου που

περικλείεται από από τη γραφική παράσταση της f , τον άξονα x′x και τις ευθείες
x = 0 και x = 1 είναι µεγαλύτερο του 4/3.
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