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3. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ 

 

I. ΚΥΚΛΟΣ 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

1. Εύρεση Εξίσωσης Κύκλου :  

 α) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση κύκλου µε γνωστό κέντρο Κ και ο 

οποίος διέρχεται από γνωστό σηµείο Α, τότε θα ισχύει ότι ρKA ==== και 

έτσι η εξίσωση του κύκλου γίνεται γνωστή. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 87, Άσκηση Α΄ 5 i). 

 β) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση κύκλου που διέρχεται από δύο 

αντιδιαµετρικά σηµεία Α, Β, τότε θα έχουµε ότι το κέντρο του κύκλου 

θα είναι το µέσο του ΑΒ ενώ για την ακτίνα ρ θα ισχύει ότι 
2

ΑΒ
ρ ==== . 

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε τη ζητούµενη εξίσωση. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 87, Άσκηση Α΄ 5 ii). 

 γ) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση κύκλου µε γνωστή ακτίνα ρ και ο 

οποίος διέρχεται από δύο γνωστά σηµείο Α και Β, τότε θεωρούµε τη 

γενική µορφή του κύκλου 22
0

2
0 ρ)yy()xx( ====−−−−++++−−−−  και απαιτούµε 

να την επαληθεύουν τα σηµεία Α και Β. Έτσι καταλήγουµε σε σύστηµα 

δύο εξισώσεων ως προς x0 και y0. Λύνοντας το σύστηµα 

προσδιορίζουµε το κέντρο και στη συνέχεια τη ζητούµενη εξίσωση. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 87, Άσκηση Α΄ 5 iii). 

 δ) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση κύκλου ο οποίος διέρχεται από τρία 

γνωστά σηµείο Μ, Λ και Ρ, τότε θεωρούµε τη γενική µορφή του κύκλου 
22

0
2

0 ρ)yy()xx( ====−−−−++++−−−−  και απαιτούµε να την επαληθεύουν τα 

τρία γνωστά σηµεία. Έτσι καταλήγουµε σε σύστηµα τριών εξισώσεων 

ως προς x0, y0 και ρ. Λύνοντας το σύστηµα προσδιορίζουµε το κέντρο 

και την ακτίνα και κατά συνέπεια τη ζητούµενη εξίσωση. Ένας άλλος 

τρόπος είναι να θεωρήσουµε την εξίσωση 

0ΓByAxyx 22 ====++++++++++++++++ , να απαιτήσουµε η εξίσωση να 

ικανοποιείται από τα σηµεία Μ, Λ και Ρ και έτσι να καταλήξουµε σε 

σύστηµα ως προς Α, Β και Γ. Η λύση του συστήµατος προσδιορίζει τη 
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ζητούµενη εξίσωση. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 87, Άσκηση Α΄ 5 iv). 

 ε) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση κύκλου µε γνωστό κέντρο Κ και ο 

οποίος εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε), τότε θα ισχύει ότι        d(K, 

(ε))=ρ. Από την τελευταία εξίσωση προσδιορίζουµε την ακτίνα ρ και 

έτσι και τη ζητούµενη εξίσωση. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 87, Άσκηση Α΄ 1 iii). 

 στ) Ανάλογα µε την υπόθεση του προβλήµατος θα θεωρούµε τη γενική 

µορφή του κύκλου 22
0

2
0 ρ)yy()xx( ====−−−−++++−−−−  και θα καταλήγουµε 

σε σύστηµα ως προς τους αγνώστους που έχουµε. (Συντεταγµένες 

κέντρου ή την ακτίνα). Η λύση κάθε φορά του συστήµατος θα οδηγεί 

και στη ζητούµενη εξίσωση. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 87, Άσκηση Α΄ 5 vi), vii). 

2. Εύρεση Εξίσωσης Εφαπτοµένης Κύκλου : 

 α) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση εφαπτοµένης κύκλου κέντρου (0, 0) 

σε γνωστό του σηµείο Α(x1, y1),  τότε (από θεωρία) η εφαπτοµένη θα 

έχει εξίσωση xx1+yy1=ρ
2.  

 β) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση εφαπτοµένης κύκλου γνωστού κέντρου 

Κ(x0, y0) σε γνωστό του σηµείο Α(x1, y1),  τότε θεωρούµε ένα τυχαίο 

σηµείο Μ(x, y) της εφαπτοµένης και απαιτούµε να ισχύει η σχέση 

0ΚΜΑΜ ==== . Κάνοντας τις πράξεις καταλήγουµε στη ζητούµενη 

εξίσωση. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 88, Άσκηση Α΄ 7i). 

 γ) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση εφαπτοµένης γνωστού κύκλου η οποία 

ικανοποιεί κάποια συγκεκριµένη ιδιότητα αλλά δεν δίνεται το σηµείο 

επαφής, τότε το υποθέτουµε ως Μ(x1, y1) και από την ιδιότητα καθώς 

και από το ότι το σηµείο Μ θα ικανοποιεί την εξίσωση του κύκλου, 

καταλήγουµε σε σύστηµα ως προς x1, y1. Βρίσκοντας έτσι το σηµείο 

επαφής προσδιορίζουµε και τη ζητούµενη εξίσωση. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 87, Άσκηση Α΄ 2. 

3. Εάν ζητείται να βρεθεί η σχετική θέση δύο γνωστών κύκλων, τότε 

εξετάζουµε το µήκος της διακέντρου τους σε σχέση µε το άθροισµα και τη 

διαφορά των δύο ακτινών. Ανάλογα µε τη σύγκριση θα έχουµε και τη 

σχετική θέση των δύο κύκλων. 
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Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 88, Άσκηση Α΄ 8. 

4. Εάν ζητείται να δειχθεί ότι γνωστή ευθεία εφάπτεται σε γνωστό κύκλο, 

τότε αποδεικνύουµε ότι η απόσταση του κέντρου του κύκλου από τη 

δοσµένη ευθεία είναι ίση µε την ακτίνα του κύκλου. 

 Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 87, Άσκηση Β΄ 2. 

5. ∆ίνεται γενική µορφή εξίσωσης κύκλου συναρτήσει παραµέτρου µε την 

παράµετρο να διατρέχει το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Εάν 

ζητείται να δειχθεί ότι όλοι αυτοί οι κύκλοι διέρχονται από το ίδιο σηµείο 

(ή από τα ίδια σηµεία) για κάθε τιµή της παραµέτρου, τότε 

ανακατασκευάζουµε την εξίσωση ως προς τις δυνάµεις της παραµέτρου 

(από τη µεγαλύτερη δύναµη προς τη µικρότερη) και απαιτούµε όλοι οι 

συντελεστές των δυνάµεων της παραµέτρου καθώς και ο σταθερός όρος 

να είναι ίσοι µε το µηδέν. Το σύστηµα αυτό θα έχει ως λύση τα ζητούµενα 

σταθερά σηµεία. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 129, Γενικές Ασκήσεις 1. 

 
B. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΣΤΟΝ ΚΥΚΛΟ  

1.  Να γράψετε και να αποδείξετε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο   

Κ(0, 0) και ακτίνα ρ. 

2.  Να γράψετε και να αποδείξετε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο  

Κ(x0, y0) και ακτίνα ρ. 

3.  Να εξετασθεί πότε η εξίσωση x2+y2+Ax+By+Γ=0 παριστάνει κύκλο. Να 

βρεθεί το κέντρο του και η ακτίνα του. 

4.  Να αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη ε του κύκλου C: x2+y2=ρ2 σε ένα σηµείο 

του Α(x1, y1) έχει εξίσωση xx1+yy1=ρ
2.  

5.  Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή 

απάντηση. 

∆ίνεται o κύκλος x2+y2=10 και το σηµείο του Μ(1, -3). Η εφαπτοµένη 

του κύκλου στο σηµείο Μ έχει εξίσωση: A. x+3y=10, B. 5x-y=8,  Γ.      

x-3y=10, ∆. 3x+2y=3,  E. x+y=5 

6.  Στη Στήλη Α δίνονται οι εξισώσεις που παριστάνουν κύκλους και στη 

Στήλη Β τα κέντρα των κύκλων και οι ακτίνες τους. Να γράψετε στο 

τετράδιό σας το γράµµα της Στήλης Α και δίπλα σε κάθε γράµµα τον 

αριθµό της Στήλης Β που αντιστοιχεί στη σωστή εξίσωση του κύκλου. 
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Στήλη Α Στήλη Β 

α. x2+y2-6x+4y-3=0 1. Κ (0, -1), ρ=2 

β. x2+(y + 1)2=4 2. Κ (3, -2), ρ=1 

  3. Κ (3, -2), ρ=4 

7.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο 

τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που 

αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

 α)  Το σηµείο (1, -1) ανήκει στον κύκλο x2+y2=2.  

 β)  Ο κύκλος x2+y2=4 και η ευθεία y=2x εφάπτονται. 

 γ)  Η εξίσωση x2+y2+λ2=0, όπου λ πραγµατικός αριθµός, είναι εξίσωση 

κύκλου. 

  

Γ. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΟΝ ΚΥΚΛΟ 

1.  ∆ίνεται  ο  κύκλος  C : 222 ρyx ====++++   και  η  εφαπτοµένη  του  (ε)  στο  

σηµείο  του  Γ(xΓ,  yΓ). Εάν η εφαπτοµένη  τέµνει  τους  άξονες  στα   

σηµεία   Α  και  Β  και   Μ(xM,  yM)   είναι  το µέσο του ΑΒ  να  δειχθεί ότι 

22
M

2
M ρ

4

y

1

x

1
====++++  .                                                                                

2. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων µε εξίσωση :  

0λyλ8xλ2yx 2222 ====++++−−−−++++++++  µε ℜℜℜℜ∈∈∈∈λ *.                                                   

3. ∆ίνεται η εξίσωση x2+y2–2xσυνθ–2yηµθ–1=0, 0≤θ<<<<2π.   

 α) Να αποδείξετε ότι για κάθε θ η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο, του 

οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα.  

 β) Εάν 
2

π
  θ ==== ,  να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου στο 

σηµείο Μ(1, 2).  

 γ) Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιµές του θ τα κέντρα των 

παραπάνω κύκλων βρίσκονται σε κύκλο µε κέντρο Ο(0, 0) και ακτίνα 

ρ=1.  
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4. ∆ίνονται οι οµόκεντροι κύκλοι C1 : 4)3y()2x( 22 ====−−−−++++−−−−  και C2 : 

9)3y()2x( 22 ====−−−−++++−−−−  µε Κ το κοινό κέντρο. Εάν για τα σηµεία Μ 

και Ν των δύο κύκλων αντίστοιχα ισχύει ότι 
3

π2
)ΚΝ,ΚΜ( ====  τότε :  

 α) Να βρεθεί η τιµή του ℜℜℜℜ∈∈∈∈x  ώστε γΚΜ ⊥⊥⊥⊥  µε .ΚΝΚΜxγ ++++====   

 β) Να βρεθεί η γωνία των διανυσµάτων ΚΝ,δ  µε ΚΝ2ΚΜ3δ ++++====  και Κ 

το κοινό κέντρο. 

5.  Το µετρό µίας πόλης αποτελείται από 20 γραµµές, κάθε µία από τις 

οποίες περιγράφεται από την εξίσωση :    

20,.......3,2,1λ),yx(λ2yx 22 ====++++====++++ . 

 α) Να δειχθεί ότι όλες οι γραµµές είναι κύκλοι και να βρεθεί το κέντρο 

και η ακτίνα τους.  

 β) Να δειχθεί ότι µπορεί να κατασκευασθεί ένας µόνο σταθµός από τον 

οποίο ένας επιβάτης µπορεί να επιλέξει οποιαδήποτε γραµµή. 

 γ) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας πάνω στην οποία βρίσκονται τα 

κέντρα όλων των κύκλων καθώς επίσης και την µέγιστη δυνατή 

απόσταση δύο σταθµών του µετρό. 

6. Φορτηγό πλοίο κινούµενο στον Ατλαντικό εξέπεµψε S.O.S. από περιοχή η 

περίµετρος της οποίας περιγράφεται από την εξίσωση : 

.0611y72x28y36x36 22 ====++++−−−−−−−−++++  Εάν οι συντεταγµένες του 

ναυαγοσωστικού που ξεκίνησε από το πλησιέστερο προς την περιοχή 

λιµάνι είναι 0t),2t3,1t2(Ν ≥≥≥≥++++++++  τότε : 

 α) Να βρεθεί η γραµµή πάνω στην οποία κινείται το ναυαγοσωστικό. 

 β) Να εξετασθεί εάν είναι σωστή η πορεία του ναυαγοσωστικού. 

 γ) Να βρεθεί µεταξύ ποιων ηµιευθειών µε αρχή το λιµάνι θα πρέπει να 

βρίσκεται η πορεία του ναυαγοσωστικού ώστε να βρεθεί στην περιοχή 

του ναυαγίου. 

7. ∆ίνονται δύο σηµεία A και Β του επιπέδου.  

 α) Να βρεθεί σηµείο Κ τέτοιο ώστε να ισχύει .0ΚΒΚΑ2 ====++++   

 β) Να αποδείξετε ότι το άθροισµα 
222

ΜΚ3ΜΒΜΑ2 −−−−++++  είναι σταθερό 

για οποιοδήποτε σηµείο Μ του επιπέδου.  
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 γ) Εάν ισχύει 2001ΑΒ ====  να αποδείξετε ότι το σηµείο Μ για το οποίο 

ισχύει 
222

ΑΒΜΒΜΑ2 ====++++  κινείται σε κύκλο µε κέντρο το σηµείο Κ 

και ακτίνα 667. 

8.  Να βρεθεί η εξίσωση κύκλου που εφάπτεται στην ευθεία (ε1) : 

x+y+13=0 και στην (ε2) : 7x-y-5=0 στο σηµείο της Α(1, 2). 

9.  ∆ίνονται οι κύκλοι C :  .λ,0y)10λ3(xλyx 22 ℜℜℜℜ∈∈∈∈====++++−−−−++++++++  

 α)  Na δειχθεί ότι όλοι οι κύκλοι αυτής της οικογένειας διέρχονται από 

δύο σταθερά σηµεία. 

 β)  Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των παραπάνω κύκλων. 

 γ)  Να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές τα δύο σταθερά 

σηµεία και το κέντρο του κύκλου που διέρχεται από το σηµείο        

Α(1, -1). 

10. ∆ίνονται η ευθεία ε : 2xy ++++====  και ο κύκλος C : 

.λ,0yλxλyx 22 ℜℜℜℜ∈∈∈∈====−−−−++++++++  

 α) Να βρεθούν οι τιµές του λ ώστε η ευθεία να τέµνει τον κύκλο. 

 β) Να βρεθεί η τιµή του λ ώστε η χορδή που ορίζει η ευθεία ε στον κύκλο 

να φαίνεται από την αρχή των αξόνων υπό ορθή γωνία. 

11. ∆ίνεται η εξίσωση x2+ y2+6µx+8λy=0, όπου µ, λ πραγµατικοί αριθµοί 

διάφοροι του µηδενός.  

 α) Να δείξετε ότι, για κάθε τιµή των µ, λ, η παραπάνω εξίσωση 

παριστάνει κύκλο που διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο. 

 β) Έστω ότι για τους πραγµατικούς αριθµούς µ, λ ισχύει η σχέση     

3µ+2λ =0. 

  ι)  Να δείξετε ότι, όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση  

x2+y2+6µx+8λy=0 για τις διάφορες τιµές των µ και λ, έχουν τα 

κέντρα τους σε ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

  ιι)  Να βρείτε τα µ, λ έτσι, ώστε, αν Α, Β είναι τα σηµεία τοµής του 

αντίστοιχου κύκλου µε την ευθεία x+y+2=0, να ισχύει 

0  OB  OA ====⋅⋅⋅⋅ . 

  ιιι) Για τις τιµές των µ, λ που βρήκατε στο ερώτηµα ιι) να υπολογίσετε 

το εµβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ. 

12. Εάν τα σηµεία Α(α1, α2) και Β(β1, β2) είναι αντιδιαµετρικά σηµεία ενός 

κύκλου που εφάπτεται του άξονα  y’y να δειχθεί ότι (α2-β2)
2=4α1β1. 



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Β΄ ΤΑΞΗΣ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  ΘΕΤΙΚΗ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ 

 

 ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ 

13. ∆ίνεται ο κύκλος x2+y2=4. Na βρεθεί σηµείο Μ του κύκλου τέτοιο ώστε η 

εφαπτόµενη του κύκλου στο Μ να τέµνει τους θετικούς ηµιάξονες στα 

σηµεία Α και Β και να ισχύει .4ΑΒ ====   

14. ∆ίνονται οι κύκλοι Κ1 : x2+y2-4x=0 και Κ2 : x2+y2-10x=0. Μία 

µεταβλητή ευθεία που διέρχεται από το Ο(0, 0) τέµνει τους κύκλους στα 

σηµεία Α και Β. 

 α) Να δειχθεί ότι οι εφαπτόµενες των κύκλων στα σηµεία Α και Β 

αντίστοιχα είναι παράλληλες. 

 β)  Να βρεθεί η γραµµή πάνω στην οποία κινείται το µέσο του τµήµατος 

ΑΒ. 

15. Έστω το σηµείο Α(2, 0). Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος της κορυφής Β 

του τριγώνου ΟΑΒ έτσι ώστε η διάµεσός του Ο∆ να είναι ίση µε 1.  

 


