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ΠΑΡΑΒΟΛΗ -- ΕΛΛΕΙΨΗ -- ΥΠΕΡΒΟΛΗ
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 ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ 

II.ΠΑΡΑΒΟΛΗ – ΕΛΛΕΙΨΗ - ΥΠΕΡΒΟΛΗ 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

1. Εύρεση Εξίσωσης Παραβολής – Έλλειψης - Υπερβολής :  

Ανάλογα µε την υπόθεση του προβλήµατος θα προσδιορίζουµε για κάθε 

κωνική τοµή τη θέση της ως προς τους άξονες και την τιµή των 

απαιτούµενων παραµέτρων (p για την παραβολή, α και β για την έλλειψη 

και την υπερβολή). 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 99, Άσκηση Α΄ 1, Σελίδα 111, Άσκηση 

Α΄ 1, Σελίδα 122, Άσκηση Α΄ 1. 

2. Εύρεση Εξίσωσης Εφαπτοµένης Παραβολής–Έλλειψης-Υπερβολής : 

α) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση εφαπτοµένης Παραβολής – Έλλειψης - 

Υπερβολής σε γνωστό σηµείο Α(x1, y1), τότε (από θεωρία) η 

εφαπτοµένη θα έχει αντίστοιχα εξίσωση yy1=p(x+x1),  
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1 ====−−−−  (Ανάλογα µε τη θέση της κωνικής τοµής ως προς τους 

άξονες). 

 β) Εάν ζητείται να βρεθεί εξίσωση εφαπτοµένης γνωστής Παραβολής – 

Έλλειψης – Υπερβολής η οποία ικανοποιεί κάποια συγκεκριµένη 

ιδιότητα αλλά δεν δίνεται το σηµείο επαφής, τότε το υποθέτουµε ως 

Μ(x1, y1) και από την ιδιότητα καθώς και από το ότι το σηµείο Μ θα 

ικανοποιεί την εξίσωση της δοθείσης κωνικής τοµής, καταλήγουµε σε 

σύστηµα ως προς x1, y1. Βρίσκοντας έτσι το σηµείο επαφής 

προσδιορίζουµε και τη ζητούµενη εξίσωση. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 99, Άσκηση Α΄ 5, Σελίδα 112, 

Άσκηση Α΄ 6, Σελίδα 123, Άσκηση Α΄ 7. 

3. Εάν δίνεται εξίσωση Παραβολής – Έλλειψης – Υπερβολής και ζητείται να 

δειχθεί κάποια άλλη σχέση (γεωµετρική ή µη) τότε κάνουµε ένα πρόχειρο 

σχήµα, θέτουµε τα άγνωστα σηµεία µε υποτιθέµενα ζεύγη συντεταγµένων, 

χρησιµοποιούµε τις άγνωστες συντεταγµένες ως γνωστές και ανάλογα µε 

την υπόθεση του προβλήµατος θα καταλήγουµε στο ζητούµενο. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 100, Άσκηση Β΄ 2, Σελίδα 112, 

Άσκηση Β΄ 6, Σελίδα 124, Άσκηση Β΄ 4. 
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B. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ–ΕΛΛΕΙΨΗΣ-ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ 

1.  Να δοθούν οι ορισµοί της παραβολής της έλλειψης και της υπερβολής. 

2.  Να γραφούν οι εξισώσεις της παραβολής της έλλειψης και της υπερβολής 

για όλες τις περιπτώσεις. 

3. Να σηµειώσετε το σωστό ή λάθος στα παρακάτω : 

 α) Εάν (Μ1Μ2) διάµετρος της έλλειψης  1
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====++++    µε  α>β  τότε 

α2)ΜΜ(β2 21 ≤≤≤≤≤≤≤≤ . 

 β) Στην παραβολή y2=2px  η παράµετρος p και οι τετµηµένες  x είναι 

ετερόσηµες. 

 γ) Έστω  η υπερβολή  1
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====−−−− . Τότε για την εκκεντρότητά της ε 

ισχύει ότι 2ε1
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−−−−==== . 

 δ) Για την υπερβολή 1
9
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x 22

====−−−−  οι ευθείες x
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4
y ====  και x
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4
y −−−−====  

είναι ασύµπτωτες αυτής. 

 ε) Στην έλλειψη 1
β
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x
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2

====++++    µε  α>β  ισχύει ότι 222 γβα ++++====  ενώ 

στην υπερβολή 1
β

y
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x
2

2
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====−−−−  ισχύει ότι 222 αβγ ++++==== . 

4. Στη Στήλη Α δίνονται εξισώσεις κωνικών τοµών και στη Στήλη Β 

εξισώσεις εφαπτόµενων κωνικών τοµών στο σηµείο επαφής (x1, y1). Να 

γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα της Στήλης Α και δίπλα σε κάθε 

γράµµα, τον αριθµό της Στήλης Β που αντιστοιχεί πάντα στη σωστή 

εξίσωση εφαπτοµένης. 

 

        Στήλη Α          Στήλη Β 

    α.  x2+y2=ρ2      1.  yy1=p(x + x1) 
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Γ. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ – ΕΛΛΕΙΨΗΣ - ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ  

1.  Έστω 1
β

y

α

x
2

2

2

2

====++++  µε α>β  µία  έλλειψη. Το εµβαδόν του δακτυλίου  που 

σχηµατίζεται από τους κύκλους µε κέντρο το (0, 0) και  διαµέτρους 2α 

και 2β αντίστοιχα είναι 9π.  Εάν 
5

3

α

γ
====  να βρεθεί η εξίσωση της 

έλλειψης.  

2.  ∆ίνεται η εξίσωση 03y4yx 22 ====++++−−−−++++ . 

 α) Να δειχθεί ότι παριστάνει εξίσωση κύκλου του οποίου να βρεθεί το 

κέντρο και η ακτίνα. 

 β) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας  y=λx  ώστε  να  αποτελεί  

εφαπτόµενη  του κύκλου. 

 γ) Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής 1
β

y

α

x
2

2

2

2

====−−−−  που έχει ως 

ασύµπτωτες τις ευθείες του ερωτήµατος β) και επιπλέον ισχύει  ότι 

2αβ 22 ++++==== . 

3.  ∆ίνεται η παραβολή y2=4x. Να βρεθούν : 

 α) Η εστία και η διευθετούσα της παραβολής.  

 β) Οι ευθείες που διέρχονται από την εστία της παραβολής και απέχουν 

από την αρχή των αξόνων  απόσταση ίση µε 
2

2
. 

 γ) Η εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής που είναι 

παράλληλη στην ευθεία y=x–1. 

4. ∆ίνεται η παραβολή y2=4x και έστω Μ(x0, y0) σηµείο της µε θετική 

τεταγµένη. Εάν Α είναι η προβολή του Μ στην διευθετούσα και το τρίγωνο 

ΜΑΕ όπου Ε η εστία της έχει εµβαδό 2 τ.µ., να βρεθεί το σηµείο Μ. 

5. ∆ίνεται η παραβολή C : px2y2 ====  και δύο χορδές της ΟΒ, ΟΓ τέτοιες 

ώστε ΒΟΓ=900. Να δειχθεί ότι η ευθεία ΒΓ διέρχεται από σταθερό 

σηµείο. 
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6.  Η παραβολή µε εξίσωση y2=αx διέρχεται από το σηµείο Α(2, 4), όπου α 

∈∈∈∈ΙR ..      . 

 α) Να δειχθεί ότι η εστία της παραβολής είναι το σηµείο Ε(2, 0). 

 β) Έστω  Ε΄ το συµµετρικό της εστίας Ε ως προς τον άξονα y΄y. Εάν 

Μ(x, y) είναι ένα οποιοδήποτε σηµείο για το οποίο ισχύει 

ΜΕ'ΜΕΜΕ
2
====  να δειχθεί ότι το σηµείο Μ(x, y) ανήκει στον κύκλο µε 

κέντρο την αρχή των αξόνων Ο(0, 0) και ακτίνα 2. 

 γ)  Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόµενων του παραπάνω κύκλου που 

διέρχονται από το σηµείο Α. 

7.  ∆ίνεται η εξίσωση x2-y2+6x+9=0. 

 α) Να δειχθεί ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει δύο ευθείες ε1 και ε2. 

 β)  Να δειχθεί ότι οι ευθείες ε1 και ε2 είναι κάθετες.  

 γ)  Να βρεθεί ένα σηµείο Μ(κ, λ) µε κ>>>>0 και λ>>>>0 τέτοιο, ώστε το διάνυσµα 

α
�

=(3, κ) να είναι παράλληλο προς τη µία από τις δύο ευθείες ε1 και ε2 

και το διάνυσµα β
�

=(-16, 4λ) να είναι παράλληλο προς την άλλη 

ευθεία.  

 δ)  Να γραφεί η εξίσωση της παραβολής που έχει κορυφή την αρχή των 

αξόνων Ο, άξονα συµµετρίας τον άξονα x΄x και διέρχεται από το 

σηµείο Μ.  

8. ∆ίνεται η παραβολή y2=4x και έστω Μ(x0, y0) σηµείο της µε θετική 

τεταγµένη. Εάν Α είναι η προβολή του Μ στην διευθετούσα και το τρίγωνο 

ΜΑΕ όπου Ε η εστία της παραβολής έχει εµβαδόν 2, να βρεθούν οι 

συντεταγµένες του σηµείου Μ. 

9. Να βρεθεί το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος µε άκρα στην έλλειψη 

1
β

y

α

x
2

2

2

2

====++++  το οποίο διέρχεται από την εστία Ε(γ, 0) και είναι κάθετο 

στον µεγάλο ηµιάξονά της. 

10. ∆ίνεται η υπερβολή 12yx 22 ====−−−−  και ένα σηµείο της Ρ. Εάν Μ είναι το 

µέσο του τµήµατος ΟΡ να δειχθεί ότι καθώς το Ρ κινείται στην υπερβολή 

το σηµείο Μ κινείται επίσης σε υπερβολή. 

11. Εάν για τους αριθµούς x1, x2, y1, y2 ισχύουν ότι 9x1
2+16y1

2=144 και 

9x2
2+16y2

2=144 να δειχθεί ότι (x1-x2)
2+(y1-y2)

2≤≤≤≤ 64. 
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12. Ένα σηµείο Μ(x, y) κινείται έτσι ώστε η απόστασή του από το σηµείο  

Ε(5, 0) να είναι ίση µε τα  5/3 της απόστασής του από την ευθεία  (ε) : 

x=9/5. 

 α) Να δειχθεί ότι το σηµείο Μ κινείται σε υπερβολή. 

 β)  Εάν Κ, Λ είναι τα σηµεία στα οποία η ευθεία (ε) τέµνει τις ασύµπτωτες 

της υπερβολής, να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου ΟΚΛ. 

13. ∆ίνεται η έλλειψη x2+2y2=2. Να δειχθεί ότι οι ευθείες που διέρχονται 

από τις εστίες της και είναι παράλληλες προς την ευθεία x-y+7=0 

τέµνουν την έλλειψη σε τέσσερα σηµεία που είναι συµµετρικά ανά δύο ως 

προς το κέντρο της έλλειψης. 

14. ∆ίνονται οι παραβολές Π1 : y=x
2, Π2 : x=y

2 και τα σηµεία τους Α, Β 

αντίστοιχα. Από το Α φέρνουµε κατακόρυφη ευθεία ε και από το Β 

οριζόντια ευθεία ζ οι οποίες τέµνονται στο σηµείο Γ. 

 α) Να εκφρασθούν οι συντεταγµένες του σηµείου Α συναρτήσει της 

τετµηµένης x του Α και οι συντεταγµένες του σηµείου Β συναρτήσει 

της τεταγµένης y του Β. 

 β) Εάν τα Α και Β µεταβάλλονται ώστε η ευθεία ΑΒ να είναι παράλληλη 

στην ευθεία y=-x να βρεθεί η εξίσωση και το είδος της καµπύλης στην 

οποία κινείται η κορυφή Γ του τριγώνου ΑΒΓ. 

15. Από ένα σηµείο Μ άγονται δύο εφαπτόµενες της έλλειψης 1
4

y

16

x 22

====++++  

και η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία επαφής έχει εξίσωση            

2x-3y-4=0. Να βρεθούν οι συντεταγµένες του σηµείου Μ. 

16. Έστω η παραβολή y2=2px και το σηµείο της Α(x1, y1). Να δειχθεί ότι η 

απόσταση ΑΕ είναι ίση µε (ΑΕ)=
2

p
x1 ++++ . 

17. Έστω τα διαφορετικά σηµεία Α(x1, y1) και Β(x2, y2) της παραβολής 

y2=2px. ∆ίνεται ότι η ευθεία ΑΒ διέρχεται από την εστία Ε της 

παραβολής. 

 α) Να δειχθεί ότι y1y2=-p
2. 

 β) Να δειχθεί ότι ΟΒΟΑ =σταθερό. 

 γ) Να δειχθεί ότι οι εφαπτόµενες της παραβολής στα σηµεία Α και Β 

τέµνονται κάθετα και µάλιστα πάνω στη διευθετούσα της παραβολής. 
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18. ∆ίνεται η έλλειψη 1
β

y

α

x
2

2

2

2

====++++  µε α>β>0. Μία τυχαία εφαπτοµένης της 

τέµνει τις ευθείες x=-α και x=α στα σηµεία Κ και Λ αντίστοιχα. Να 

δειχθεί ότι ο κύκλος διαµέτρου ΚΛ διέρχεται από µία εστία της έλλειψης. 

19. ∆ίνεται η έλλειψη 1
β

y

α

x
2

2

2

2

====++++  µε α>β>0 και η παραβολή y2=2px µε 

p>0.  

 α) Να δειχθεί ότι η έλλειψη και παραβολή τέµνονται σε δύο σηµεία Α και 

Β.  

 β) Εάν οι εφαπτόµενες της έλλειψης και της παραβολής στο σηµείο Α 

τέµνονται κάθετα, να δειχθεί ότι α=β 2 . 

20. Έστω η έλλειψη 1
β

y

α

x
2

2

2

2

====++++  µε α>β>0 και Ε, Ε΄ οι εστίες της. Εάν Μ 

τυχαίο σηµείο της έλλειψης να δειχθεί ότι 22 αβ2'ΜΕΜΕ −−−−≥≥≥≥ .     


