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4. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤH ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ 

 

Α. ΘΕΩΡΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

 

 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ  

 Εάν ζητείται να δειχθεί ισότητα ή ανίσωση η οποία να ισχύει για κάθε 

θετικό ακέραιο (ή για κάθε θετικό ακέραιο 0ν≥≥≥≥ ) τότε χρησιµοποιούµε 

την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 139, Άσκηση Α΄ 1, Σελίδα 140, 

Άσκηση Β΄ 2. 

 ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΑ ∆ΙΑΙΡΕΣΗ 

1. Εάν ζητείται να δειχθεί µία σχέση που αφορά σε άρτιους ή περιττούς 

τότε θα πρέπει να έχουµε υπόψη µας τα εξής :  

 α) Κάθε περιττός α έχει τη µορφή α=2κ+1 ενώ κάθε άρτιος α έχει τη 

µορφή α=2κ µε κ Ζ∈∈∈∈ . 

 β) Το άθροισµα δύο περιττών είναι άρτιος, το άθροισµα δύο άρτιων 

είναι άρτιος, το άθροισµα ενός άρτιου και ενός περιττού είναι 

περιττός, το γινόµενο δύο άρτιων είναι άρτιος, το γινόµενο δύο 

περιττών είναι περιττός και τέλος το γινόµενο ενός άρτιου και ενός 

περιττού είναι άρτιος. 

 γ) Το γινόµενο δύο διαδοχικών ακεραίων είναι άρτιος ενώ το 

τετράγωνο κάθε περιττού ακεραίου α είναι της µορφής α2=8ρ+1.  

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 144, Άσκηση Α΄ 3, Σελίδα 145, 

Άσκηση Β΄ 5. 

 2. Η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης χρησιµοποιείται όταν θέλουµε 

να προσδιορίσουµε έναν από τους όρους της διαίρεσης ή όταν θέλουµε 

να αποδείξουµε ότι ένας ακέραιος έχει κάποια ορισµένη µορφή ή όταν 

θέλουµε να αποδείξουµε ότι κάποιο γινόµενο ακεραίων είναι διαιρετό 

από ένα ακέραιο. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 144, Άσκηση Α΄ 2, Σελίδα 145, 

Άσκηση Β΄ 1. 

 ∆ΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ 

 1. Εάν ζητείται να δειχθεί ότι ένας ακέραιος α διαιρεί µία ακέραια 

παράσταση f(α), τότε µετασχηµατίζουµε την παράσταση f(α) σε 
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γινόµενο της µορφής f(α)=ag(α).   

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 149, Άσκηση A΄ 3, Σελίδα 150, 

Άσκηση Β΄ 1, Σελίδα 150, Άσκηση Β΄ 6. 

 2. Εάν ζητείται να δειχθεί ότι µία ακέραια παράσταση g(a) διαιρεί µία 

ακέραια παράσταση f(α), τότε µετασχηµατίζουµε την παράσταση f(α) 

σε γινόµενο της µορφής f(α)=π(a)g(α).   

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 150, Άσκηση Β΄ 4. 

 3. Εάν ζητείται να δειχθεί ότι µία ακέραια παράσταση g διαιρεί µία 

ακέραια παράσταση f και η παράσταση f δεν µπορεί να 

παραγοντοποιηθεί, τότε προσπαθούµε να αποδείξουµε ότι η g διαιρεί 

µία από τις παραστάσεις f+κg ή f-κg, Ζκ ∈∈∈∈ .   

  Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 150, Άσκηση Β΄ 7. 

4. Εάν ζητείται να δειχθεί ότι ένας ακέραιος α δεν διαιρεί έναν άλλο 

ακέραιο β, τότε υποθέτουµε ότι ο ακέραιος α διαιρεί τον ακέραιο β και 

καταλήγουµε σε άτοπο. 

Εφαρµογή : Σχολικό Βιβλίο, Σελίδα 149, Άσκηση A΄ 5, Σελίδα 150, 

Άσκηση Β΄ 2. 

 

B. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ 

1. Έστω α, β, γ ακέραιοι αριθµοί. Να δειχθεί ότι ισχύουν οι επόµενες 

ιδιότητες : 

 a) Εάν αβ, τότε αλβ για κάθε ακέραιο λ. 

 β)  Εάν αβ και αγ, τότε α(β+γ). 

 γ)  Εάν αβ και β ≠≠≠≠ 0 τότε βα ≤≤≤≤ . 

 δ)  Εάν αβ και βα τότε α=β ή α=-β. 

 ε)  Εάν αβ και βγ τότε αγ. 

2. Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή 

απάντηση. 

 α)  Εάν 7 (α+5) και 7 (40-β) τότε : Α. 7 (α+β), Β. 7 (α+β+1), Γ.  7 

(α+β+2),  ∆. 7 (α+β-3). 

 β) Ο αριθµός Α=(3κ+5)(3κ+8), κ ακέραιος είναι : Α. άρτιος, Β. περιττός, 

Γ. άρτιος µόνο όταν κ=2ν µε ν ακέραιο. 

3.  Να χαρακτηρίσετε µε την ένδειξη σωστό (Σ) ή λάθος (Λ) τις παρακάτω 

προτάσεις :  
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 α)  Ο αριθµός  2222-299-2 είναι πολλαπλάσιο του 3. 

 β)  Το υπόλοιπο της διαίρεσης (19κ+10λ):9 όπου κ, λ θετικοί ακέραιοι 

είναι 1.  

 γ) Το γινόµενο δύο περιττών ακεραίων αριθµών είναι περιττός ακέραιος 

αριθµός.  

 δ) Το γινόµενο δύο διαδοχικών ακεραίων είναι πάντοτε περιττός 

ακέραιος αριθµός. 

 ε)  Εάν οι αριθµοί α, β, γ είναι περιττοί ακέραιοι τότε το γινόµενο        

(α2-β2)(β2-γ2)(γ2-α2) είναι πολλαπλάσιο του 512. 

 στ) Η διαφορά κύβων δύο διαδοχικών ακεραίων είναι άρτιος. 

 ζ)  Για κάθε ακέραιο α ισχύει ότι α(α2+2)=πολ.3 

4.  Να γραφεί η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης για δύο φυσικούς α και 

β µε α>β. 

 

Γ. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ 

1.  Έστω x φυσικός αριθµός.  

 α)  Να δειχθεί ότι ο αριθµός x3xα 3 ++++====  είναι άρτιος. 

 β)  Να δειχθεί ότι η εξίσωση x3x32 31x ++++====++++−−−−  έχει στο Ν* µοναδική 

λύση η οποία  και να  βρεθεί.  

2. ∆ίνονται οι ακέραιοι αριθµοί α, β για τους οποίους ισχύει ότι 

4(3α+β+4)=7(α+β+2). Να δειχθούν τα  ακόλουθα :  

 α) α=3κ+2 και β=5κ+4, κ∈∈∈∈Ζ.   

 β)  H διαίρεση 5α-β/10 δίνει υπόλοιπο 6.  

 γ)  Eάν κ=πολ.5 τότε 3+β+2α=πολ.11.  

 δ)  Ο αριθµός 
4

αβ 22 −−−−
 είναι ακέραιος.   

3. Έστω α ακέραιος. 

 α)  Να αποδείξετε ότι και ο αριθµός 
(((( ))))

 
2

1  α α 2 ++++
είναι ακέραιος. 

 β) Εάν ο α είναι περιττός ακέραιος, να δειχθεί ότι ο 
(((( ))))

  
2

1  α α 2 ++++
είναι 

επίσης περιττός ακέραιος.  

4. ∆ίνεται η εξίσωση (2x+1)2+(2y+1)2=100.  

 α)  Να δειχθεί ότι παριστάνει εξίσωση κύκλου του οποίου να βρεθεί το 

κέντρο και η ακτίνα.  
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 β)  Να δειχθεί ότι δεν υπάρχει σηµείο αυτού του κύκλου µε ακέραιες 

συντεταγµένες. 

5.  Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το κέντρο του 

κύκλου µε εξίσωση 01y2x4yx 22 ====++++−−−−++++++++  και έχει συντελεστή 

διευθύνσεως τον αριθµό λ µε τον οποίο όταν διαιρεθούν οι αριθµοί 43 και 

78 αφήνουν υπόλοιπο 1. 

6. Θεωρούµε τους ακεραίους της µορφής α=6κ+υ µε 6υ0 <<<<≤≤≤≤  και κ 

ακέραιος. Να δειχθεί ότι : 

 α) Οι παραπάνω ακέραιοι α που δεν είναι πολλαπλάσια του 2 ή του 3 

παίρνουν τη µορφή α=6κ+1 ή τη µορφή α=6κ+5, όπου κ ακέραιος. 

 β) Το τετράγωνο κάθε ακεραίου αριθµού της µορφής του ερωτήµατος (α) 

µπορεί να πάρει τη µορφή : α2=3µ+1, όπου µ ακέραιος. 

 γ)  Η διαφορά των τετραγώνων δύο ακεραίων του ερωτήµατος (α) είναι 

πολλαπλάσιο του 3. 

7.  Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν ισχύει ότι : 

 α)  33ν+51=πολ 26. 

 β)  33ν-1=πολ 26. 

8.  Εάν x, y, ρ ακέραιοι και οι αριθµοί x3-y και y3-x είναι πολλαπλάσια του ρ 

να δειχθεί ότι οι διαιρέσεις των yx3+xy3 και x2+y2 µε το ρ δίνουν το ίδιο 

υπόλοιπο. 

9. Εάν α ακέραιος να δειχθεί ότι ο αριθµός 3α-2 δεν είναι πολλαπλάσιο του 

6. 

10. Έστω α, β ακέραιοι αριθµοί τέτοιοι ώστε ο αριθµός 13-α να είναι 

διαιρέτης του 11α+13β. Να δειχθεί ότι (13-α)|(13+α)(11+β). 

11. Να βρεθούν οι θετικοί ακέραιοι α, β για τους οποίους ισχύει ότι : 

(13+15β)(5α+7β-15)=56. 

12. Να βρεθούν τα δύο τελευταία ψηφία του αριθµού 2001κ+992ν+1 µε κ, ν 

φυσικοί διαφορετικοί του µηδενός. 

13. Έστω α, β δύο ακέραιοι αριθµοί για τους οποίους ισχύει ότι 10α+β=πολ7. 

Να δειχθεί ότι : 

 α)  3α+β=πολ7. 

 β)  Εάν α=β τότε α=πολ7. 

 γ)  Εάν α ≠≠≠≠ β τότε το κλάσµα 
33

22

βα

βα2

−−−−

−−−−
 απλοποιείται µε το 7. 
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14. Να βρεθούν οι θετικοί ακέραιοι α, β, γ εάν γνωρίζουµε ότι ο αριθµός α 

διαιρούµενος µε το β δίνει πηλίκο 7 και υπόλοιπο 2, ενώ η διαίρεση του γ 

µε το 12 δίνει πηλίκο α και υπόλοιπο 3β. 

15. Να δειχθεί ότι για κάθε ακέραιο κ ο αριθµός 
5

)3κ5κ2)(κκ( 23 −−−−++++−−−−
 

είναι ακέραιος. 

16. Να δειχθεί ότι δεν υπάρχουν ακέραιοι α, β τέτοιοι ώστε 4α2-β2=2201. 

17. Ένας ακέραιος αριθµός α όταν διαιρείται µε το 3 δίνει υπόλοιπο 1, ενώ 

όταν διαιρείται µε το 5 δίνει υπόλοιπο 3. Να βρεθεί το υπόλοιπο της 

διαίρεσης του α µε το 15. 

18. Να δειχθεί ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν ο αριθµός 62ν+3ν+2+3ν είναι 

πολλαπλάσιο του 11. 

19. Έστω α, β ακέραιοι τέτοιοι ώστε 3α-β=πολ5. Να δειχθεί ότι ο αριθµός 

25 είναι διαιρέτης του αριθµού 3α2+8αβ-3β2. 

20. Να βρεθούν δύο ακέραιοι α, β µε άθροισµα 420 εάν είναι γνωστό ότι για 

τα πηλίκα π1, π2 των διαιρέσεων α :15 και β :12 ισχύει ότι π1-π2=8. 

21. Να βρεθεί ο θετικός ακέραιος α όταν γνωρίζουµε ότι οι αριθµοί 492 και 

417 διαιρούµενοι µε το α αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο 12. 

22. ∆ίνονται οι θετικοί ακέραιοι α=2κ2+3 και β=4κ-1, κ ∗∗∗∗∈∈∈∈ Ν . Να δειχθεί ότι 

εάν ο αριθµός (α+β)|8 είναι ακέραιος τότε ο κ είναι περιττός. 

23. Να δειχθεί ότι για κάθε ν ∗∗∗∗∈∈∈∈ Ν  ισχύει ότι : .3ν 3ν ≤≤≤≤  

24. Θεωρούµε δύο ακέραιους αριθµούς α και β και τους αριθµούς x=3α+4β 

και y=2α+β. Να δειχθεί ότι 5x εάν και µόνο εάν 5y. 

25. Να δειχθεί ότι για κάθε α, υ ακέραιους και για κάθε ν ∗∗∗∗∈∈∈∈ Ν  ισχύει ότι : 

(πολ.α+υ)ν=πολ.α+υν.  

26. Έστω οι θετικοί ακέραιοι α και β τέτοιοι ώστε β=α2+81. 

 α) Να βρεθούν τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης του β µε το 4. 

 β) Εάν ισχύει ότι β=x2, *Nx ∈∈∈∈ , να βρεθεί ο αριθµός β. 

27. Έστω οι ακέραιοι α=ν2+2ν και β=ν+4, *Nν ∈∈∈∈ . 

 α) Να δειχθεί ότι ο ακέραιος α+β είναι άρτιος. 

 β) Εάν β|α να βρεθεί κάθε *Nν ∈∈∈∈ . 

28. Έστω ο ακέραιος α=6κ+15, Zκ ∈∈∈∈ . 

 α) Να βρεθούν τα υπόλοιπα της διάιρεσης του α µε το 3 και µε το 6. 

 β) Να δειχθεί ότι ο α2 είναι της µορφής α2=72µ+9, Zµ ∈∈∈∈ . 
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 γ) Να βρεθούν τα πιθανά υπόλοιπα της διαίρεσης του α µε το 12. 

29. Έστω *Nν ∈∈∈∈  και α=ν2+ν+1, β=ν2-ν+1. 

 α) Να δειχθεί ότι ο αριθµός α είναι περιττός. 

 β) Εάν *Nδ ∈∈∈∈  µε δ|α και δ|β, να δειχθεί ότι δ=1. 

30. Έστω οι ακέραιοι α=3κ+5 και β=3λ+7 µε κ, λ Z∈∈∈∈ . 

 α) Να δειχθεί ότι α2-β2=πολ.3. 

 β) Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του α2+β2 µε το 3. 

 

 


