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ΘΕΜΑ 1

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1) Αφού ΔΖ // ΒΓ θα έχουμε ότι το 

Δ
Α Δ Ζ είναι ισόπλευρο. Τότε 
 ΕΖΒ ΖΒΓ 60   (εντός εναλλάξ 

παραλλήλων) και 
 ΖΒΕ ΔΑΒ 60   (εντός εναλλάξ 

παραλλήλων) . Άρα 
Δ

ΒΕ Ζ ισόπλευρο.

(Α2) Τα τρίγωνα 
Δ

Ο Ε Ζ και 
Δ

ΟΔ Γ είναι 
ίσα διότι:
1 ΕΖ = ΔΓ γιατί ΕΖ = ΕΒ και ΕΒ = ΔΓ.
2 ΟΖ = ΟΔ αφού το Ο είναι το 

περίκεντρο του
Δ

Α Δ Ζ και
3  ΕΖΟ ΟΔΓ 150   αφού  1 1Ζ Δ 30   .

(Α3) Από το (Α2) έχουμε ΟΓ = ΟΕ οπότε 
Δ

Ο Ε Γ ισοσκελές και αφού το Μ είναι 
το μέσο της ΕΓ, γιατί είναι το σημείο τομής των διαγωνίων του 
παραλληλογράμμου ΒΓΔΕ θα έχουμε ότι ΟΜ ΕΓ , άρα ΟΜΓ 90  .

ΘΕΜΑ 2

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1) Είναι  1Δ Β 60   , άρα ΡΔ // ΑΒ ΡΔ = 
// ΙΘ, άρα ΡΔΙΘ παραλληλόγραμμο. Όμως ΔΡ 
= ΔΙ, άρα ρόμβος. Όμοια ΡΕ = // ΗΖ άρα 
ΡΕΖΗ ρόμβος.
(Α2)     1 1ΔΕΖ ΕΖΗ 60 Ζ 60 Ε     

 1 1120 (Ε Ζ ) 120 180 60 240        Το 
Δ

Θ Ρ Η είναι ισόπλευρο, άρα 1 2Ρ Ρ 60   

οπότε ΘΡΔ ΗΡΕ 360 120 240       . Όμως
ΘΡΔ ΘΙΔ  και ΗΡΕ ΗΖΕ , οπότε:

   ΘΙΔ ΗΖΕ ΗΖΕ ΔΕΖ ΔΙΘ ΔΕΖ      .

(Α3) Τα τρίγωνα 
Δ

Θ Ι Δ και 
Δ

Δ Ε Ζ είναι ίσα διότι 1 ΘΙ = ΔΕ 2 ΙΔ = ΕΖ
3 ΘΙΔ ΔΕΖ από το (Α2) άρα ΘΔ = ΔΖ.

ΘΕΜΑ 3

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση

(Α1)  Αφού ΑΒ διάμεσος στο 
Δ

Α ΓΔ και
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ΔΓΑΒ ΓΑΔ 90
2

    .

(Α2) Τα τρίγωνα 
Δ

Α Γ Ζ και 
Δ

Γ Ε Ζ είναι ίσα διότι: 1 ΓΖ κοινή 2 ΑΓ = 
ΓΕ και είναι ορθογώνια. Οπότε ΑΖ = ΖΕ.

(Α3)  Είναι 1 2Γ Γ  από (Α2) και αφού

2ΑΓΕ 180 60 120 Γ 60        . Οπότε 2 1Γ Β , άρα ΑΒ // ΓΖ. Στο 
Δ

Δ Γ Ζ
είναι ΑΓ διχοτόμος και ύψος άρα είναι ισοσκελές οπότε ΓΔ = ΓΖ.

ΘΕΜΑ 4

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1)  Είναι ΑΔ διχοτόμος της Α , άρα  1 2Α Α 30   και 
αφού   1 2ΜΕ / /ΑΒ ΑΜΕ Α 30 Α     , άρα ΑΕ = ΜΕ.
(Α2)  Το τετράπλευρο ΜΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμο, 

άρα ΜΕ = ΓΖ = ΑΕ. Τα τρίγωνα 
Δ

Α ΒΕ και 
Δ

ΒΓ Ζ είναι 
ίσα διότι: 1 ΑΒ = ΒΓ (ισόπλευρο) 2 ΑΕ = ΓΖ
3  ΒΓΖ ΑΒΓ ΒΑΕ 60    (γιατί ΓΖ // ΑΒ) . 

Άρα ΒΕ = ΒΖ.
(Α3)  Από 
Α2)       1 2 1 2Β Β Β ΕΒΓ Β ΕΒΓ 60 ΕΒΖ         άρα 

Δ
Ε ΒΖ ισόπλευρο.

ΘΕΜΑ 5

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1) Αφού ΑΔ ύψος και 

Δ
Α ΒΔ ισόπλευρο ΑΔ 

διχοτόμος, άρα 1Α 30  , άρα 1ΒΖ ΑΖ
2

 .

(Α2)  Τα τρίγωνα 
Δ

Α ΒΖ και 
Δ

Α Γ Ζ είναι ίσα διότι:
1 ΑΒ = ΑΓ 2 ΒΖ = ΖΓ και 3 ΑΖ κοινή.  
Άρα ΑΓΖ 90  και αφού ΓΚ διάμεσος από ορθή γωνία

θα είναι ΑΖΓΚ
2

 , οπότε ΚΓ = ΒΖ.

(Α3)  Το τετράπλευρο ΒΚΓΖ είναι ρόμβος γιατί έχει τις 

Πλευρές ίσες με 1 ΑΖ
2

, άρα ΒΚ // ΖΓ και αφού ΖΓ ΑΓ ΒΚ ΑΓ   .

2ος Τρόπος 
Επειδή ΚΑ=ΚΓ και  ΒΑ=ΒΓ έχουμε ότι η ΒΚ μεσοκάθετος της ΑΓ .
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ΘΕΜΑ 6

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1)   Είναι ΓΒΔ x y   , 

x ΑΓΔ, y ΑΔΓ    (χορδή 
εφαπτομένη αντίστοιχη 

εγγεγραμμένη). Στο 
Δ

Α ΓΔ είναι 
 ΑΓΔ ΑΔΓ 180 ΓΑΔ    . Άρα 

 ΓΒΔ 180 ΓΑΔ  .
(Α2)   Έχουμε  ΔΑΕ ΔΒΕ (εγγ. στο 
ίδιο τόξο) και  ΔΑΕ ΑΓΔ ΑΔΓ 
(εξωτερική), άρα  ΔΒΕ ΓΒΔ , οπότε

ΒΔ διχοτόμος της ΓΒΕ .
(Α3) Είναι  ΖΒΓ ΖΑΓ βαίνουν στο ίδιο τόξο,   ΖΑΓ ΔΑΕ ΔΒΕ  .
Άρα  ΖΒΓ ΔΒΕ , οπότε  ΔΒΖ ΓΒΕ .

ΘΕΜΑ 7

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1)   Είναι  ΑΕΒ ΒΑΓ (χορδή – εφαπτομένη)  ΒΑΓ ΒΖΓ (εγγεγρ. στο ίδιο

τόξο). Άρα  ΒΕΑ ΓΖΒ .
(Α2)  Όμοια  ΑΖΒ ΒΑΔ (χορδή –
εφαπτομένη) και  ΒΑΔ ΒΕΔ , άρα 
 ΑΖΕ ΖΕΓ , οπότε έχουν ΑΖ // ΓΕ 

και ΑΕ // ΓΖ οπότε ΑΕΓΖ είναι 
παραλληλόγραμμο.
(Α3)  Αφού ΑΕΓΖ
Παραλληλόγραμμο  το σημείο 
τομής των διαγωνίων του είναι το 
κοινό μέσο των διαγωνίων, άρα Μ 
μέσο ΑΓ.
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ΘΕΜΑ 8

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1)   Έχουμε ότι Γ Ζ  εγγ. στο ίδιο 
τόξο και  ΑΔΒ ΑΕΒ .  Άρα 
  ΓΑΕ ΔΑΖ 180 (Γ ΑΕΒ)    .

2ος  τρόπος
Είναι  ΖΑΓ ΖΒΓ (εγγ. στο ίδιο τόξο) 
και όμοια  ΔΑΕ ΔΒΕ . Όμως 
 ΖΒΓ ΔΒΕ (κατακορυφήν) άρα 
 ΖΑΓ ΔΑΕ , οπότε 

     ΖΑΔ ΖΑΓ ΓΑΔ ΔΑΕ ΓΑΔ ΓΑΕ     .
(Α2)   Έχουμε  ΑΒΕ ΑΔΕ βαίνουν στο ίδιο τόξο και   ΑΕΔ ΑΕΒ ΒΕΔ  .

ΑΓΒ ΒΑΔ  και  ΑΕΒ ΒΑΓ (χορδή – εφαπτομένη). Από το 
Δ

Α Γ Β έχουμε:
 ΑΒΕ ΒΑΓ ΑΓΒ  (εξωτερική). Ακόμη  ΒΕΑ ΒΑΓ . Άρα:
       ΑΔΕ ΑΒΕ ΑΓΒ ΓΑΒ ΒΑΔ ΑΕΒ ΒΕΔ ΑΕΒ ΑΕΔ        .Οπότε το 

Δ
Α Δ Ε

ισοσκελές, άρα ΑΔ = ΑΕ.

(Α3) Τα τρίγωνα 
Δ

Α Γ Ε και 
Δ

Α Δ Ζ είναι ίσα διότι: 1 ΑΕ = ΑΔ 2  ΑΔΖ ΑΕΓ

και 3  ΕΑΓ ΔΑΖ , άρα ΓΕ = ΔΖ.

ΘΕΜΑ 9

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1)   Η ΑΓΒ είναι εγγεγραμμένη 
στον (c1), άρα

 1ΑΓΒ ΑΚΒ ΑΚΛ
2

   .

(Α2) Στον περιγεγραμμένο (c) του 
Δ

Α Κ Λ οι γωνίες ΑΓΛ και ΑΚΛ
βαίνουν στο ίδιο τόξο, άρα είναι 
ίσες δηλαδή ΑΓΒ ΑΓΛ  , οπότε τα 
Γ, Β, Λ συνευθειακά. Όμοια τα Δ, Β, 
Κ.

(Α3) Έχουμε  1ΒΑΓ ΒΚΓ
2

 εγγεγραμμένη στον (c1). Στον (c):  ΔΚΓ ΓΑΔ ,

άρα:      1ΒΑΓ ΓΑΔ 2ΒΑΓ ΓΑΔ ΒΑΓ ΒΑΔ
2

     . Άρα ΑΒ διχοτόμος της 

ΓΑΔ .
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ΘΕΜΑ 10
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση

(Α1)   Αφού ΑΒ = ΑΓ  ΑΒ ΑΓ  , άρα ΔΑ 
διχοτόμος της ΒΔΓ οπότε  

1 2Δ Δ .
(Α2)  Είναι  ΓΑΔ ΓΒΔ εγγεγραμμένες στον (c1) 
και  ΚΑΕ ΚΒΕ εγγεγραμμένες στο (c2), άρα 
 ΓΑΔ ΔΑΕ .

(Α3) Τα τρίγωνα 
Δ

Α ΓΔ και 
Δ

Α Δ Ε είναι ίσα διότι:
1 ΑΔ κοινή 2  

1 2Δ Δ από (Α1) και
3  ΓΑΔ ΔΑΕ από (Α2), oπότε ΔΕ = ΔΓ και

συνεπώς το 
Δ

Δ Γ Ε είναι ισοσκελές, άρα ΔΑ ΓΕ .

ΘΕΜΑ 11

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1) Αφού  ΑΘΖ 90 ΑΔΖ    ΑΘΖΔ εγγράψιμο.
(Α2) Αφού ΑΘΖΔ εγγράψιμο  

1Δ 45 ΘΑΖ   

και συνεπώς ΑΖΘ 45  διότι ΑΘΖ 90  . Άρα ΑΘΖ


ορθογώνιο και ισοσκελές ΑΘ = ΘΖ.

(Α3)  Τα τρίγωνα ΑΘΚ


και ΖΘΕ


είναι ίσα γιατί:
ο1 ΑΘ = ΘΖ από το (Α2) ο2 ΚΘ = ΘΕ από 

υπόθεση και είναι ορθογώνια, άρα ΑΚ = ΖΕ.
Αν Λ το σημείο τομής της ΑΚ και της ΖΕ τότε το 
τετράπλευρο ΑΘΛΖ είναι εγγράψιμο γιατί 

 ΘΑΛ ΘΖΛ και συνεπώς  ΑΘΖ ΑΛΖ 90   .

ΘΕΜΑ 12
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση

(Α1)Τα τρίγωνα 
Δ

Α Δ Κ και 
Δ

Δ Γ Μ είναι ίσα διότι:
ο1 ΑΔ = ΔΓ ο2 ΔΚ = ΓΜ

από υπόθεση και είναι ορθογώνια, άρα ΑΚ = 

ΔΜ. Τα τρίγωνα 
Δ

Α Δ Λ και 
Δ

ΓΔ Ν
είναι ίσα διότι: ο1 ΑΔ = ΔΓ ο2 ΔΛ = ΓΝ 
αθροίσματα ίσων τμημάτων και
ορθογώνια, άρα ΑΛ = ΔΝ.

(Α2) Από την ισότητα 
Δ

Α Δ Κ και 
Δ

Δ Γ Μ
έχουμε ότι:  ΔΑΚ ΓΔΜ . Αν Θ η τομή των ΑΚ 

και ΔΜ 
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τότε   ΑΔΚ 90 ΑΔΘ ΔΑΘ 90     , άρα το τρίγωνο 
Δ

Α Δ Θ είναι ορθογώνιο, 
οπότε ΑΚ ΔΜ . Με όμοιο τρόπο έχουμε ΑΛ ΔΝ .

(Α3) Στο τρίγωνο 
Δ

Α Δ Ζ τα ΑΕ και ΔΕ είναι ύψη, οπότε το Ε είναι το 

ορθόκεντρο του 
Δ

Α Δ Ζ , άρα ΖΕ ύψος, οπότε ΖΕ ΑΔ . Είναι ΓΔ ΑΔ , άρα 
ΕΖ // ΓΔ.

ΘΕΜΑ 13

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1)  Τα τρίγωνα 

Δ
Α Μ Ε και 

Δ
ΒΜ Ζ είναι ίσα διότι:

ο1 ΑΜ = ΜΒ ( Μ μέσο ΑΒ) ο2  Α Β 90   και
ο3  

1 2Μ Μ κατακορυφή. Άρα ΜΕ = ΜΖ.

(Α2)   Στο 
Δ

Γ Ε Ζ το ΓΜ είναι διάμεσος και ύψος 
άρα είναι ισοσκελές.
(Α3)   Φέρνουμε ΕΙ ΓΖ . Τότε ΕΙ = ΑΒ γιατί ΑΒΙΕ 

ορθογώνιο. Τα τρίγωνα 
Δ

Ε Ι Ζ και 
Δ

Ε ΖΘ είναι ίσα 
γιατί έχουν: ο1 ΕΖ κοινή ο2  ΖΕΘ ΕΖΙ αφού 

Δ
Γ Ε Ζ ισοσκελές και ορθογώνια. Άρα ΖΘ = ΕΙ 
οπότε ΖΘ = ΑΒ.

ΘΕΜΑ 14

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1)  Τα τρίγωνα 

Δ
Α Δ Ζ και 

Δ
Γ Δ Ε είναι ίσα διότι: ο1 ΑΔ = ΔΓ ο2 ΔΖ = ΒΕ 

διαφορά των ίσων τμημάτων  ΓΔ = ΒΓ και ΒΕ = ΓΖ και είναι ορθογώνια, άρα 

ΑΖ = ΔΕ. Όμοια τα τρίγωνα 
Δ

Α Ε Β και 
Δ

ΒΓ Ζ είναι ίσα, άρα ΑΕ = ΒΖ.

(Α2)   Από την ισότητα 
Δ Δ

Α Δ Ζ Γ Δ Ε έχουμε 
ότι  

1 1Α Δ . Όμως  
1 2Δ Δ 90   , άρα και 

 
1 2Α Δ 90   , οπότε το

Δ
Α Δ Θ ορθογώνιο, 

άρα ΑΖ ΔΕ . Ομοια ΒΖ ΑΕ

(Α3) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΓΕΖ αν Ο 
μέσο του ΖΕ έχουμε ότι 

1ΟΓ ΕΖ
2

 .Από το ορθογώνιο τρίγωνο 
Δ

ΖΕ Θ

έχουμε 1ΘΟ ΖΕ
2

 και από το 

ορθογώνιο τρίγωνο 
Δ

Ζ Ι Ε έχουμε 1ΟΙ ΕΖ
2

 . Άρα ΟΓ = ΟΕ = ΟΙ = ΟΘ = ΟΖ. 
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Οπότε ο κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα 1 ΕΖ
2

περνά από τα Γ, Ε, Ι, Θ, Ζ.

2ος τρόπος
Τα ΓΕΘΖ και ΓΕΙΖ είναι εγγράψιμα και επειδή έχουν τρεις κοινές κορυφές , 
είναι εγγράψιμα στον ίδιο κύκλο . Άρα Γ, Ε, Ι, Θ, Ζ ομοκυκλικά .

ΘΕΜΑ 15

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση

(Α1) Φέρνουμε ΑΝΒΓ. Τα 

τρίγωνα ΕΚΒ


και ΑΒN


είναι 
ίσα γιατί : ο1 EB = AB επειδή 
ΑΒΕΖ τετράγωνο

ο2  
1 1B A ως οξείες γωνίες 

με κάθετες πλευρές, και είναι 
ορθογώνια, άρα ΑN = ΚΒ (1). 

Ομοίως τα τρίγωνα ΑNΓ


και 

ΓΛΗ


είναι ίσα, άρα ΑN = 
ΓΛ(2). Από (1) και (2) προκύπτει ότι ΚΒ = ΓΛ.
(Α2) ΕΚ + ΗΛ = NΒ + NΓ = ΒΓ , από τις προηγούμενες ισότητες τριγώνων, 
είναι ΕΚ = NΒ και ΗΛ = ΓN.
(Α3)   

2 3A A 45   , γιατί οι διαγώνιοι των τετραγώνων ΑΒΕΖ και ΑΓΗΘ 
διχοτομούν τις γωνίες τους. Οπότε ΕΑΗ 45 90 45 180      .
(Α4)  Το τετράπλευρο ΕΚΛH είναι τραπέζιο γιατί ΕΚ ΒΓ και ΗΛ ΒΓ , 
οπότε ΚΕ//ΗΛ και ΕΗ, ΚΛ τέμνονται.
Φέρνουμε τη διάμεσο ΜΡ του τραπεζίου. Επειδή ΜΡ//ΚΕ//ΗΛ, θα είναι 
ΜΡΒΓ (3).
Το Ν είναι το μέσο  του ΚΛ άρα ΚΝ = ΝΛ και ΚΒ=ΓΛ από (Α1) οπότε ΒΝ = ΝΓ 

ως διαφορές ίσων τμημάτων, δηλαδή ΜΡ διάμεσος του τριγώνου ΒΜΓ


και 

ύψος από (3) άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές. Επίσης 
2

ΒΓ
2

ΗΛΕΚΜΡ 




από (Α2), δηλαδή έχει την ιδιότητα διαμέσου από ορθή γωνία άρα το τρίγωνο 

ΒΜΓ


είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.

ΘΕΜΑ 16

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1) Φέρνουμε την 
ΟΚ. Είναι ΑΟΒ 90 
και ΟΚ διάμεσος που 
αντιστοιχεί στην 
υποτείνουσα, οπότε 

Η
Θ

Λ

Κ

Γ

Ο

Α Β

Δ
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ΟΚ = ΑΚ = ΚΒ άρα  ΑΟΚ ΟΑΚ .
Φέρνουμε την ΟΛ. Ομοίως  ΟΛ = ΔΛ = ΛΓ άρα  ΔΟΛ ΟΔΛ
Όμως   ΟΑΚ ΟΔΛ ως εντός , εκτός και επί τ’αυτά ( ΑΒ//ΔΓ, τέμνουσα ΟΔ).

Οπότε και   ΑΟΚ ΔΟΛ άρα το Κ ανήκει στην ΟΛ, δηλαδή τα Ο, Κ, Λ είναι 
συνευθειακά σημεία.     

(Α2) Είναι ΓΔ ΑΒ ΓΔ ΑΒΚΛ ΟΛ ΟΚ
2 2 2


     αφού ΟΚ,ΟΛ διάμεσοι που 

αντιστοιχούν στις υποτείνουσες των τριγώνων ΑΟΒ


και ΔΟΓ


αντίστοιχα.

(Α3) Στο τρίγωνο 
Δ

Α Δ Β το ΚΘ συνδέει τα μέσα των ΑΒ και ΔΒ οπότε 

2
ΑΔΚΘ//  . Ομοίως στο τρίγωνο 

Δ
Α Δ Γ θα είναι ΑΔΛΗ //

2
 , άρα ΚΘ// = ΛΗ, 

οπότε το τετράπλευρο ΚΗΛΘ είναι παραλληλόγραμμο. Επίσης το ΗΘ συνδέει 

τα μέσα των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ του τραπεζίου άρα ΓΔ ΑΒΗΘ // ΚΛ
2


 

από (Α2). Δηλαδή το παραλληλόγραμμο ΚΗΛΘ έχει ίσες διαγώνιες οπότε 
είναι ορθογώνιο.

ΘΕΜΑ 17

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - Λύση
(Α1)  Έστω Ο το κέντρο του ορθογωνίου ΑΒΓΔ, 
τότε το Ο είναι το μέσο της διαγωνίου ΑΓ και Ε 
το μέσο του ΓΓ΄, λόγω συμμετρίας. Οπότε στο 

τρίγωνο ΑΓΓ΄


το ΟΕ συνδέει μέσα άρα  
ΟΕ // ΑΓ΄ , δηλαδή ΒΔ//ΑΓ΄.
(Α2)   Το ΑΖΓ΄Η είναι ορθογώνιο (έχει 3 ορθές) 

οπότε επειδή η διαγώνιοί του είναι ίσες θα είναι 
 

1 1Ζ A (1).Όμως ΒΔ//ΑΓ΄ οπότε  
1 1Α Β (2)( ως 

εντός εναλλάξ, τέμνουσα ΑΒ). Επίσης 
 

2 1Α Β (3)(επειδή  το ΑΒΓΔ έχει ίσες διαγώνιες). Από (1), (2), (3) προκύπτει 
ότι  

1 2Ζ A , οπότε ΗΖ//ΖΓ γιατί σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες.
(Α3) Στο ΑΖΓ΄Η οι διαγώνιοι ΗΖ και ΑΓ΄ τέμνονται στο κέντρο του Ο΄, άρα το 

Ο΄ είναι το μέσο της ΑΓ΄. Έτσι στο τρίγωνο ΑΓΓ΄


, επειδή ΑΓ΄// ΟΕ προκύπτει 
ότι η Ο΄Ζ διέρχεται από το μέσο Ε της ΓΓ΄.
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ΘΕΜΑ 18

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Είναι ΑΓΒ ΑΜΒ 60   εγγεγραμμένες στο 
ίδιο τόξο.

Αφού ΒΜ = ΜΝ θα έχουμε ότι το 
Δ

Β Ν Μ
είναι ισόπλευρο.

(Α2) Τα τρίγωνα 
Δ

Α Β Ν και 
Δ

ΒΓ Μ είναι ίσα διότι:
1 ΑΒ = ΒΓ (ισόπλευρο)
2 ΒΝ = ΒΜ (από το Α1) και

3  ΑΒΝ ΓΒΜ διότι 
   ΑΒΝ ΝΒΓ 60 ΝΒΓ ΓΒΜ     .

(Α3)  Αφού 
Δ

Α Β Ν = 
Δ

ΒΓ Μ έχουμε ΑΝ = ΜΓ και συνεπώς:
ΑΜ = ΑΝ + ΝΜ = ΜΓ + ΜΒ.

ΘΕΜΑ 19

ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)Αφού ΜΔ // ΑΒ  1Δ Β 60    και αφού

ΜΖ // ΑΓ  1Ζ Γ 60    . Άρα 
Δ

ΜΔ Ζ
ισόπλευρο
Όμοια τα άλλα.

(Α2)  Από την κατασκευή έχουμε ότι τα ΙΜΔΒ, 
ΜΘΓΖ 

είναι παραλληλόγραμμα, άρα ΜΙ = ΒΔ 
= ΗΜ, ΜΘ = ΓΖ = ΜΕ, άρα: ΜΔ + ΜΕ + ΜΗ = 
ΔΖ + ΓΖ + ΒΔ = ΒΓ.

ΘΕΜΑ 20
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)Το ΑΜΒΓ εγγεγραμμένο άρα ΑΜΔ ΑΓΒ 60  

οπότε από το ορθογώνιο 
Δ

Δ Μ Ε έχουμε 1ΜΕ ΜΔ
2

 .

(Α2) Έχουμε  ΑΜΓ ΑΒΓ 60   βαίνουν στο ίδιο τόξο

οπότε  ΑΜΓ ΑΜΔ 60   άρα στο 
Δ

Μ Δ Γ η ΜΕ είναι
ύψος και διχοτόμος οπότε είναι ισοσκελές, άρα ΜΔ = ΜΓ.
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ΘΕΜΑ 21
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)   Είναι ΓΚ = ΚΔ, ΜΚ = ΚΡ, άρα το ΓΜΔΡ
παραλληλόγραμμο, οπότε ΡΔ = ΓΜ.
Όμως ΓΜ = ΜΒ οπότε ΜΒ = ΡΔ.

(Α2)  Είναι 
1Γ ΓΔΡ εντός εναλλάξ των ΓΜ // ΡΔ 

και 
1Γ ΜΒx διότι ΑΒΜΓ εγγεγραμμένο 

στον (c1), άρα  ΓΔΡ ΜΒx . Ακόμη
 ΑΔΝ xΒΝ διότι ΑΔΝΒ εγγεγραμμένο

στον (c2), άρα  ΡΔΝ ΜΒΝ .

Άρα τα τρίγωνα 
Δ

Μ Β Ν και 
Δ

ΡΔ Ν είναι ίσα διότι: 1 ΜΒ = ΡΔ

2 ΔΝ = ΝΒ 3  ΜΒΝ ΡΔΝ , οπότε ΝΡ = ΝΜ.

(Α3) Το 
Δ

Μ Ν Ρ είναι ισοσκελές και το Κ μέσο της ΡΜ οπότε ΝΚ ΡΜ .

ΘΕΜΑ 22
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)      ΚΑΜ ΚΑΝ ΜΑΝ 90 ΜΑΝ    και 
   ΛΑΝ ΛΑΜ ΝΑΜ 90 ΝΑΜ    .  Άρα  ΚΑΜ ΛΑΝ x  .

(A2) KAΛ x 90   και  KAΛ KΒΛ . Ακόμη
 ΜΑΝ ΚΑΝ x 90 x    , οπότε  ΜΑΝ ΜΒΝ 90 x 90 x 180       .

(A3) Από (Α2) ΑΜΒΝ εγγράψιμο, οπότε  ΒΜΝ ΒΑΝ (εγγεγραμμενες στο
ίδιο τόξο) . Επίσης    ΒΑΝ ΑΚΛ ΛΚΒ  (η γωνία χορδής και εφαπτομένης
είναι ίση με το μισό της αντίστοιχης επίκεντρης)  οπότε  ΒΜΝ ΒΚΛ .  Άρα 
ΜΝ // ΚΛ και αφού ΑΒ ΚΛ ΑΒ ΜΝ   .

ΘΕΜΑ23
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Είναι 
1 1ΑΓΒ Γ Α   και   

1 2ΑΔΒ Δ Α  (χορδή – εφαπτομένη). Στο 
Δ

Α ΒΓ
 

1 2ΓΒx Γ Α  και  όμοια στο 
Δ

Α ΒΔ   
1 1ΔΒx Δ Α  . Άρα 

    
1 2 1 1ΓΒΔ Α Α Γ Δ 2ΓΑΔ     .

(Α2)  Αφού Ο περίκεντρο έχουμε ότι 
  ΓΟΔ 2ΓΑΔ ΓΒΔ  . Άρα το ΒΟΓΔ είναι εγγράψιμο.

(Α3)      ΟΒΑ ΓΒΑ ΟΒΓ ΓΒΑ ΟΔΓ    . Έχουμε 
Δ

Ο ΓΔ ισοσκελές, άρα 

   180 ΓΟΔΓΔΟ ΓΔΟ 90 ΓΑΔ
2

 
    . Έχουμε  ΓΒΑ ΔΒΑ και 

      ΓΒΑ ΔΒΑ ΓΒΔ 360 2ΓΒΑ 360 2ΓΑΔ ΓΒΑ 180 ΓΑΔ         , 
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οπότε   ΟΒΑ 180 ΓΑΔ 90 ΓΑΔ 90      .

ΘΕΜΑ 24 
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)  Τα τρίγωνα 
Δ

Ε Μ Η και 
Δ

ΖΜ Θ είναι ίσα διότι: 
ο1 ΜΕ = ΜΘ αφού του ΔΕΜΘ είναι τετράγωνο 

διότι   ο
1Δ ΔΜΕ 45  , άρα ΕΜ = ΔΕ = ΜΘ = ΔΘ.

ο2 ΜΗ = ΜΖ διότι ΜΖΒΗ τετράγωνο, και είναι 
ορθογώνια, άρα ΕΗ = ΖΘ.
(Α2)  Η ευθεία ΓΜ τέμνει την ΕΗ στο Ρ. Από το 
(Α1) έχουμε ότι  ΜΗΕ ΜΖΘ ΘΓΜ   άρα 

  1 2ΘΓΜ Μ 90 ΜΗΕ Μ 90      αφού  1 2Μ Μ
κατακορυφήν. 
(Α3)  Αν το Μ δεν είναι το κέντρο του τετραγώνου ΑΒΓΔ τότε στο τρίγωνο 

Δ
Α Μ Γ η ΚΛ συνδέει μέσα των πλευρών ΑΜ και ΜΓ οπότε ΑΓΚΛ

2
 . 

Όταν το Μ είναι το κέντρο του τετραγώνου τότε ΑΚ = ΚΜ = ΜΛ = 

ΛΓ 1ΚΛ ΑΓ
2

  . Δηλαδή το ΚΛ είναι σταθερό για κάθε σημείο Μ που 

ανήκει στη διαγώνιο ΒΔ.

ΘΕΜΑ 25
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)   Είναι 
Δ Δ

ΑΔ Ε Δ ΓΗ διότι:  
ο1 ΑΔ = ΔΓ πλευρές τετραγώνου
ο2 ΑΕ = ΓΗ υπόθεση και είναι ορθογώνια, άρα 
 ΑΔΕ ΓΔΗ .

(Α2)     ΕΔΗ ΕΔΓ ΓΔΗ ΕΔΓ ΑΔΕ 90      .
(Α3) Το τετράπλευρο ΔΓΖΡ είναι εγγράψιμο γιατί
ΔΡΖ ΖΓΔ 90    , άρα ΡΓΖ ΡΔΖ 45   ,οπότε
ΖΔΗ 90 45 45     , άρα  ΔΖ διχοτόμος της ΕΔΗ .

(Α4)   Τα 
Δ

Δ Ε Ζ και ΔΖΗ έχουν: 
ο1 ΔΕ = ΔΗ από το (Α1) ο2 ΔΖ κοινή και         ο3  ΕΔΖ ΖΔΗ 45  

άρα ίσα οπότε ΕΖ = ΖΗ = ΖΓ + ΓΗ = ΖΓ + ΑΕ
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ΘΕΜΑ 26
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Αφού  1ΕΔΝ 45 Γ    ΓΔΕΝ είναι εγγράψιμο.
(Α2)   Από το εγγράψιμο αυτό προκύπτει ότι:
 2ΕΝΔ Γ 45   , άρα το 

Δ
Ε Δ Ν ισοσκελές με ίσες 

γωνίες 45 ΔΕΝ 90   . Όμοια το ΑΔΖΜ  
εγγράψιμο διότι  1Α ΜΔΖ 45   , οπότε 
  2ΔΜΖ Α 45   .

(Α3)   1 1ΑΜΖ 180 45 Ζ 135 Ζ     και στο 
Δ

Ε Μ Ζ : 
  1 1ΜΕΖ 180 45 Ζ 135 Ζ     . Άρα ίσες.

ΘΕΜΑ 27
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Αφού  ΑΖΔ ΑΕΔ 90   Το ΑΖΕΔ 
εγγράψιμο.
(Α2) Από το εγγράψιμο του (Α1) έχουμε 
ότι:
 ΑΕΖ ΑΔΖ . Όμως  ΑΔΖ ΔΑΖ 90   και 
 ΒΑΗ ΗΑΔ 90   και αφού 
   ΔΑΖ ΗΑΔ ΑΔΖ ΒΑΗ   , άρα 
 ΑΕΖ ΒΑΗ .

2ος τρόπος
Από το εγγράψιμο του (Α1) έχουμε ότι: 

 ΑΕΖ ΑΔΖ . Όμως  ΒΑΗ ΑΔΖ ως 
οξείες με πλευρές κάθετες. Άρα  ΑΕΖ ΒΑΗ .
(Α3) Το τετράπλευρο ΑΒΗΘ είναι εγγράψιμο γιατί
 ΑΘΒ ΑΗΒ 90   . Οπότε  ΑΒΗ ΗΘΕ . Έχουμε
   ΗΘΕ ΘΕΖ ΑΒΗ ΒΑΗ 90     , οπότε ΖΕ ΘΗ .
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ΘΕΜΑ 28
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)  
Δ

Α Δ Ε ορθογώνιο και ισοσκελές, άρα Ε 45  . Στο 
Δ

ΒΜ Δ είναι 
ΒΜΔ 180 30 15 135      , άρα  ΒΜΔ Ε 180   , οπότε το

ΒΕΑΜ εγγράψιμο.
(Α2)  Αφού ΑΒ = ΑΔ = ΑΕ το Α 
είναι το κέντρο του 
περιγεγραμμένου κύκλου
(c) στο τετράπλευρο ΒΜΔΕ.
(Α3) Η γωνία ΜΒΔ 30  είναι 
εγγεγραμμένη στον (c) και έχει 
αντίστοιχη επίκεντρη την ΔΑΜ , 
άρα  ΔΑΜ 2 ΜΒΔ 60    . Το 

Δ
Α Μ Δ είναι ισοσκελές και έχει 

μία γωνία 60 , άρα θα είναι ισόπλευρο οπότε ΜΒ = ΑΒ.

ΘΕΜΑ 29
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Το 
Δ

Α Ε Η είναι ισοσκελές αφού ΕΑ = ΕΗ, 
άρα  1 1Α Η . Ακόμη  1 1Α Θ εντός εναλλάξ των 
παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από ΑΘ και 
 1 2Η Η κατακορυφήν, άρα   21Θ Η , οπότε ΔΗ = 
ΔΘ.

(Α2) Στο ισοσκελές 
Δ

Δ Η Θ , ΔΖ διχοτόμος, άρα 
ΔΖ ΑΘ .

(Α3) Τα 
Δ

Α Δ Θ και 
Δ

Δ Γ Ζ είναι ίσα γιατί:
1 ΑΔ = ΔΓ πλευρές τετραγώνου

2  ΓΔΖ ΔΑΘ διότι είναι συμπληρωματικές της 1Θ και 3 ΑΔΘ ΔΓΖ 90   .
Άρα ΓΖ = ΔΗ. Οπότε ΔΕ = ΔΗ + ΕΗ = ΓΖ + ΑΕ.



ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ – ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΔΩΔΕΚΑΝΗΣΟΥ

ΘΕΜΑ 30
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)  Τα τρίγωνα 
Δ

Α Δ Ε και 
Δ

ΒΓ Ε είναι ίσα διότι: 
1 ΑΕ = ΕΒ 2 ΑΔ = ΒΓ  τετράγωνο και 

3  ΔΑΕ ΓΒΕ 75   , άρα ΔΕ = ΕΓ.
(Α2)  Αφού ΕΑ = ΕΒ και ΖΑ = 
ΖΒ ΕΖ μεσοκάθετος του ΑΒ, άρα ΕΖ 
διχοτόμος της ΑΕΒ . Άρα 
 180 30ΑΕΖ 75

2
 

   . Επίσης

 0 0ΕΑΖ 60 15 75    ,  άρα 
Δ

ΖΑ Ε ισοσκελές 
ΖΕ = ΖΑ = ΖΒ.
(Α3) Το ΑΔΕΖ είναι ρόμβος διότι ΑΔ = // ΕΖ 
οπότε είναι παραλληλόγραμμο και αφού ΑΖ = 
ΑΔ θα είναι ρόμβος  οπότε ΔΕ = ΑΔ = ΔΓ. Όμοια 
εργαζόμαστε στον ρόμβο ΒΓΕΖ. Οπότε 

ΓΕ=ΒΓ=ΔΓ. ‘Αρα 
Δ

Δ Ε Γ ισόπλευρο.

ΘΕΜΑ 31
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) ΑΔ διάμετρος, άρα 
ΑΒΔ 90  και ΑΓ διάμετρος, άρα 
ΑΒΓ 90  , οπότε
 ΑΒΔ ΑΒΕ 180   , οπότε Δ, Β, Γ 

συνευθειακά.
(Α2) ΑΔ διάμετρος ΔΕΓ 90  

και ΑΓ διάμετρος άρα ΑΖΓ 90  . 
Οπότε το ΓΔΕΖ εγγράψιμο.
(Α3) ΓΔΕΖ εγγράψιμο 

 ΓΕΖ φ ΖΔΓ  . Το ΔΗΕΑ εγγεγραμμένο άρα  ΓΕΖ ΗΔΑ φ  .
Έχουμε  ΗΔΑ ΗΒΑ γιατί είναι εγγεγραμμένες στο ίδιο τόξο. 
Αφού   ΑΒΗ ΗΒΔ 90 ΗΒΔ φ 90      ,άρα ΒΗ ΑΔ . Όμοια ΒΘ ΑΓ .
2ος τρόπος
Αφού ΓΔΕΖ εγγράψιμο,  ΓΕΖ φ ΖΔΓ  . Το ΔΗΕΑ εγγεγραμμένο άρα 

 ΓΕΖ ΗΔΑ φ  . 

Άρα  ΑΔΒ ΗΔΑ . Τότε Κ ΗΔ Κ ΒΔ
 

οπότε  ΔΒ=ΔΗ και αφού ΚΗ=ΚΒ η ΔΚ 
μεσοκάθετος

του ΒΗ . Όμοια ΒΘ ΑΓ .
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ΘΕΜΑ 32
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Η ΓΚ είναι μεσοκάθετος της ΑΒ, 
άρα 

Δ
Γ Α Β ισοσκελές, οπότε 1 2Γ Γ  και 
ΑΒ ΓΚ .
Έστω Ζ η τομή της ΓΚ με τη ΔΕ.
Είναι  Δ ΑΒΓ και  Ε ΒΑΓ γιατί 
ΑΒΕΔ
εγγεγραμμένο, άρα  ΒΑΓ Δ οπότε ΑΒ 

// ΔΕ.
(Α2) Το τετράπλευρο ΑΔΕΒ είναι τραπέζιο. Επειδή είναι εγγεγραμμένο είναι 

ισοσκελές. Άρα ΑΔ = ΒΕ, οπότε και τα τόξα ΑΔ και ΒΕ είναι ίσα.

ΘΕΜΑ 33
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Από το εγγεγραμμένο ΑΒΕΔ 
έχουμε ότι  ΔΕΒ ΒΑΓ και 
 1ΒΑΓ ΒΚΓ

2
 γιατί είναι εγγεγραμμένη 

στον (c1) και η ΒΚΓ είναι η 
αντίστοιχη επίκεντρη. 
(Α2) Αν Ζ η τομή της ΓΚ και της ΔΕ 
θα 
αποδείξουμε ότι ΖΕΓ ΖΓΕ 90   . 

Ισχύει ΚΓΒ ΚΒΓ γιατί 
Δ

Κ ΒΓ ισοσκελές. Στο 
Δ

ΒΚ Γ έχουμε:
 12ΒΓΚ ΓΚΒ 180 ΒΓΚ ΓΚΒ 90 ΓΖ ΔΕ

2
        . 

ΘΕΜΑ 34
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Είναι 
1ΑΒΓ Γ  χορδή –

εφαπτομένη και 
 ΑΒΖ ΑΕΖ βαίνουν στο ίδιο 

τόξο.
Άρα  ΖΒΓ ΔΓΕ ΔΕΓ  .

(Α2)  Στο τρίγωνο 
Δ

Γ Δ Ε έχουμε:
 ΔΓΕ Δ ΓΕΔ 180    , άρα 

 Δ ΓΒΖ 180  
οπότε το ΒΓΔΖ είναι 

εγγράψιμο, άρα ο κύκλος που περνά 
από τα Β, Γ, Ζ περνά και από το Δ.
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ΘΕΜΑ 35
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Έχουμε   ΓΑΕ ΓΔΕ ΒΑΗ  , άρα 
 ΓΑΒ ΒΑΗ . Ακόμη 

ΕΓΔ ΕΑΔ εγγεγραμμένες στο
ίδιο τόξο στον (c3) και οι γωνίες ΖΑΒ και 
ΕΓΔ είναι ίσες γιατί ΑΒΓΖ εγγεγραμμένο, 
άρα
 ΖΑΒ ΒΑΔ και αφού 
   ΓΑΒ ΒΑΗ ΓΑΖ ΗΑΔ   .

(Α2) Είναι  
1 1Β Α και  

2 2Β Α , όμως από 
(Α1)
 

1 2Α Α , άρα  
1 2Β Β , οπότε Ζ, Β Η 

συνευθειακά.
(Α3) Έχουμε  ΖΗΕ ΒΑΔ γιατί ΑΒΗΔ εγγεγραμμένο και  ΕΑΖ ΒΑΔ από (Α1), 

άρα  ΖΑΕ ΖΗΕ οπότε ΑΖΕΔ εγγράψιμο.

ΘΕΜΑ 36
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Τα τρίγωνα 
Δ

ΒΚ Δ και 
Δ

ΒΛ Γ είναι ισοσκελή και 
έχουν  

1 2Β Β x  , οπότε
 ΒΚΔ 180 2x ΒΛΓ   .

(Α2) Αφού  ΔΚΓ ΔΛΓ
έχουμε ΓΔΚΛ εγγράψιμο
(Α3) Είναι 
   1 1ΒΖΔ ΒΑΔ (360 Κ)

2 2
   

180 90 x 90 x     και ΒΕΓ 90 x   . Οπότε  ΒΖΕ ΒΕΓ , άρα ΒΖ = ΒΕ.

ΘΕΜΑ 37
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Είναι  ΕΑΒ ΕΖΗ
εγγεγραμμένες στον (c2) στο ίδιο 
τόξο ΕΒ .
(Α2) Είναι  ΓΑΒ ΓΔΒ εγγεγραμμένες 
στον (c1) στο ίδιο τόξο ΒΓ .
(Α3) Έχουμε 
    ΓΑΕ ΓΑΒ ΕΑΒ ΓΔΒ ΕΖΒ    .

Στο τρίγωνο 
Δ

ΒΔ Ζ έχουμε 
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  ΓΔΒ ΔΒΖ ΔΖΒ  οπότε  ΓΑΕ ΔΒΖ .

ΘΕΜΑ 38
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ
(Α1) Αφού ΑΓ, ΑΔ διάμετροι 

 ΑΒΓ 90 ΑΒΔ    , άρα
 ΑΒΓ ΑΒΔ 180   , οπότε Γ, Β, Δ συνευθειακά.

(Α2) Είναι ΑΖΓ 90 ΓΖ  ύψος του 
Δ

Α ΓΔ και 
ΑΕΔ 90  , άρα ΕΔ ύψος και αφού ΑΒ ύψος του 
Δ

Α ΓΔ θα έχουμε ότι ΑΒ, ΓΖ, ΔΕ συντρέχουν στο 
ορθόκεντρο Η.
(Α3) Αφού  ΗΖΑ ΑΕΗ 90   το ΑΕΗΖ είναι 
εγγράψιμο και το κέντρο του είναι το μέσο της 

ΑΗ οπότε βρίσκεται πάνω στην ΑΒ.
2ος Τρόπος

Επειδή Α Ε Η


και Α ΖΗ


ορθογώνια τρίγωνα ,  αν Μ το μέσο της ΑΗ τότε 
ΑΗΕΜ ΖΜ ΜΑ ΜΗ
2

    . Άρα το μέσο Μ της ΑΗ είναι το περίκεντρο 
Δ

ΑΕΖ

.

ΘΕΜΑ 39
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Τα τρίγωνα 
Δ

ΒΓ Ζ και 
Δ

ΓΔ Κ είναι ίσα διότι:
1 ΒΓ = ΓΔ (τετράγωνο)
2 ΓΒΖ ΔΓΚ  έχουν πλευρές κάθετες και είναι οξείες

3 ορθογώνια. Άρα ΚΔ = ΓΖ. Το τρίγωνο 
Δ

Ε Γ Ζ είναι ισοσκελές γιατί η ΓΚ 
είναι ύψος και διχοτόμος άρα ΕΓ = ΓΖ = ΔΚ.

(Α2) Στο 
Δ

ΒΔ Ζ η ΟΘ συνδέει μέσα άρα ΟΘ // ΒΖ οπότε

ΟΘ ΓΚ άρα το 
Δ

Ο ΓΘ είναι ισοσκελές οπότε ΓΘ = ΓΟ.

(Α3) Αφού ΟΓ = ΓΘ και ΓΕ = ΓΖ 1ΟΓ ΓΕ ΓΘ ΓΖ ΟΕ ΘΖ ΔΖ
2

       .

ΘΕΜΑ 40
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Τα τρίγωνα 
Δ

Α ΒΖ και 
Δ

ΒΓ Θ είναι ίσα διότι: 
1 ΑΒ = ΒΓ (τετράγωνο) 2  ΒΑΖ ΓΒΘ γιατί 
έχουν πλευρές κάθετες και είναι ορθογώνια. Άρα 
ΓΘ = ΒΖ.
(Α2)  Αφού  ΓΘΕ ΓΔΕ 90 90 180 ΓΔΕΘ     
εγγράψιμο.

(Α3)  Τα τρίγωνα 
Δ

ΒΓ Ζ και 
Δ

ΓΔ Θ είναι ίσα διότι:
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1 ΒΓ = ΓΔ (τετράγωνο) 2 ΒΖ = ΓΘ από το (Α1) και
3 γωνία ΔΓΘ ίση με γωνία ΖΒΓ ως συμπληρωματικές ίσων γωνιών . Άρα 

ΔΘ = ΓΖ.

ΘΕΜΑ 41
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)  Τα τρίγωνα 
Δ

Α Δ Ζ και 
Δ

Δ Γ Η είναι 
ίσα διότι:
1 ΑΔ = ΓΔ (τετράγωνο)
2  1 1Α Δ έχουν τις πλευρές κάθετες 

και είναι οξείες και 3 είναι ορθογώνια. 
Άρα ΑΖ = ΔΗ.

(Α2) Τα τρίγωνα 
Δ

Α ΒΘ και 
Δ

Α Δ Κ είναι 
ίσα διότι:
1 ΑΒ = ΑΔ (τετράγωνο)
2  2 2Α Δ συμπληρωματικές των ίσων 

γωνιών 1Δ , 1Α και 3 είναι ορθογώνια.
Οπότε ΒΘ ΒΓ ΑΚ ΑΒ ΓΘ ΒΚ     .
2ος τρόπος

Μπορούμε να συγκρίνουμε απευθείας τα ορθογώνια  τρίγωνα 
Δ

ΒΚ Η και 
Δ

Γ ΖΘ που έχουν
1 ΓΖ = ΒΗ (διαφορές ίσων τμημάτων)
2  ΓΖΘ ΒΗΚ (γιατί    1ΓΖΘ ΕΖΔ 90 Δ   και     1ΒΗΚ ΓΗΖ 90 Δ   )    και
3 είναι ορθογώνια.  Άρα ΒΚ= ΓΘ.

(Α3) Στο τρίγωνο 
Δ

Α Θ Κ ΒΘ και ΚΕ είναι ύψη άρα και το ΑΗ θα είναι ύψος 
αφού Η

ορθόκεντρο του 
Δ

Α Θ Κ οπότε ΑΗ ΚΘ .

ΘΕΜΑ 42
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ
(Α1)  Αφού ΓΔ διάμετρος θα έχουμε ΔΕ ΖΓ
και ΓΘ ΔΖ .

Αφού 
Δ

Γ Δ Ζ ισοσκελές με ΔΓ = ΓΖ και ΓΘ ύψος 
θα είναι ΓΘ διάμεσος, άρα Θ μέσο ΔΖ.
(Α2) Είναι ΖΔΑ ΔΓΘ  γιατί είναι οξείες με 
κάθετες πλευρές,
άρα 2ΖΔΑ ΔΓΖ  .

(Α3) Είναι 1 1Γ Δ εγγεγραμμένες στο ίδιο τόξο, 
οπότε η γωνία Δ1 είναι ίση με την γωνία ΖΔΑ, 
άρα ΔΖ διχοτόμος της ΕΔΑ και άρα ΖΕ = ΖΚ 
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αφού κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές 
της.

ΘΕΜΑ 43
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)Αφού 
Δ

ΓΔ Η ισοσκελές και
 1Γ 30 ΔΗΓ ΓΔΗ 75     , άρα 1Δ 15 

και 
αφού το Η είναι στη μεσοκάθετο της ΒΓ η 
οποία είναι         παράλληλη στη ΓΔ θα είναι 
Η μέσο της ΔΘ.
(Α2)  Αφού 
  ΔΗΓ 75 ,ΓΗΒ 60 ΘΗΒ 45      . Όμως
 ΑΘΔ 90 15 75 ΒΘΗ 105       , και 
1Β 30  .

Τα τρίγωνα 
Δ

ΒΘ Η και 
Δ

ΒΕ Γ είναι ίσα διότι:
1 ΒΗ = ΒΓ (ισόπλευρο)      2  1 2Β Β 30  

και 3 ΕΓΒ ΒΗΘ 45   , άρα ΕΓ = ΘΗ και ΒΘ = ΒΕ.

(Α3) Τα τρίγωνα 
Δ

ΒΔ Θ και 
Δ

ΒΕ Ζ είναι ίσα διότι:
1 ΕΖ = 2ΕΓ = 2ΘΗ = ΔΘ 2  ΒΘΗ ΒΕΖ 105   και    3 ΒΕ = ΒΘ.

Άρα ΒΔ = ΒΖ και επειδή ΖΑ μεσοκάθετος του ΒΔ έχω ότι ΖΔ=ΒΖ, άρα 
Δ

ΒΔ Ζ
ισόπλευρο.

ΘΕΜΑ 44
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1) Είναι ΔΑ = ΔΖ και ΑΔΖ 90 60 30     . 
Άρα  ΔΖΑ ΔΑΖ 75   . Αφού  
 ΖΑΕ ΑΖΕ 60   , άρα ΕΑΔ 15  και 
ΕΖΔ 15  . Τα τρίγωνα 

Δ
Α Ε Δ και 

Δ
Δ Ε Ζ είναι 

ίσα διότι: 1 ΑΔ = ΔΖ 2 ΑΕ = ΕΖ και 
3  ΕΑΔ ΕΖΔ 15   , άρα  1 2Δ Δ 15   .

(Α2)  Στο  
Δ

Α Ε Δ είναι ΑΕΔ 150  , 
 ΑΕΖ ΖΕΗ 60   , άρα
ΗΕΔ 360 150 120 90      .

(Α3) Τα τρίγωνα 
Δ

Δ Ε Ζ και 
Δ

Γ ΖΗ είναι ίσα διότι: 
1 ΔΖ = ΖΓ ισόπλευρο 2 ΕΖ = ΖΗ ισόπλευρο και 
3  ΕΖΔ ΗΖΓ 15   διότι ΕΖΔ 75 60 15     και  ΕΖΗ ΔΖΓ 60   , άρα 

 ΕΖΔ ΗΖΓ 15   . 
Από την ισότητα αυτή προκύπτει ότι ΔΕ = ΗΓ.
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ΘΕΜΑ 45
ΥΠΟΔΕΙΞΗ - ΛΥΣΗ

(Α1)Έχουμε  1 2Δ Δ 45   και 
   3 1 3 1Δ 45 Δ 90 Δ Δ 45       οπότε: 
     1 2 3 1 2 3Δ Δ Δ Δ Δ Δ     .

(Α2)   Τα τρίγωνα 
Δ

Α Δ Ε και 
Δ

Δ Γ Η είναι ίσα διότι: 1 ΑΔ = 
ΔΓ (τετράγωνο) 2  3 2Δ Δ από (Α1) και 3 ορθογώνια, 
άρα ΔΕ = ΔΗ.

(Α3)    Τα τρίγωνα 
Δ

Ε Δ Ζ και 
Δ

ΖΔ Η είναι ίσα διότι: 1 ΔΖ 
κοινή 2 ΔΕ = ΔΗ από (Α2) και 3  ΕΔΖ ΖΔΗ 45   . Αν 

ΔΘ ΕΖ τότε τα τρίγωνα 
Δ

Δ Θ Ζ και 
Δ

Δ ΖΓ είναι ίσα διότι: 
1 ΔΖ κοινή 2  1 2Ζ Ζ από την προηγούμενη σύγκριση και 
ορθογώνια, άρα ΔΘ = ΔΓ οπότε ο κύκλος (c) με κέντρο το Δ και ακτίνα 
ΑΔ εφάπτεται στην ΕΖ. Αφού ΕΑ, ΕΘ εφαπτόμενες του κύκλου (c), 
έχουμε ΕΑ = ΕΘ, άρα ΕΖ = ΕΘ + ΘΖ = ΑΕ + ΖΓ.

ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΑΡΝΙΚΙΟΥ

ΑΡΓΥΡΗΣ ΓΑΜΒΡΕΛΛΗΣ

ΧΡΗΣΤΟΣ ΚΑΝΑΒΗΣ

ΔΗΜΗΤΡΑ ΚΑΠΟΓΛΗ

ΑΧΙΛΛΕΑΣ ΚΑΡΑΣΜΑΝΟΓΛΟΥ

ΚΩΣΤΑΣ ΜΑΛΛΙΑΚΑΣ

ΜΑΡΤΗΣ ΜΑΡΤΑΚΗΣ

ΑΠΟΣΤΟΛΗΣ ΜΠΟΥΡΝΗΣ

ΜΙΧΑΛΗΣ ΜΠΟΥΤΗΣ

ΓΙΩΡΓΟΣ ΡΕΝΕΣΗΣ

ΒΑΣΙΛΗΣ ΣΕΪΤΗΣ

ΓΙΩΡΓΟΣ ΣΤΑΤΙΟΥ

ΤΑΣΟΣ ΣΩΤΗΡΑΚΗΣ


