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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Έστω µια συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη σ΄ ένα διάστηµα (α, β), µε εξαίρεση 

ίσως ένα σηµείο του x0, στο οποίο όµως η  f  είναι συνεχής.  

Να αποδείξετε ότι, αν ( )f x′ >0 στο 
0 0

( , ) ( ,β)a x x∪ , τότε το 
0

( )f x  δεν είναι 

τοπικό ακρότατο και η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο (α,β).  

Μονάδες  9 

Α2. α. Πότε το σηµείο Α(x0, f(x0)) ονοµάζεται σηµείο καµπής της γραφικής 
παράστασης µιας συνάρτησης  f. 

Μονάδες 3 

β. Αν f, g συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού Α, Β αντιστοίχως, τι ονοµάζουµε 
σύνθεση της  f  µε την g  και ποιο είναι το πεδίο ορισµού της; 

Μονάδες 3 

Α3. Να χαρακτηρίστε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας 
δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η 
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Αν ,f g′ ′  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [α,β] τότε, ο τύπος της 

ολοκλήρωσης κατά παράγοντες γράφεται  

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′− =∫ ∫ a
a a

f x g x dx f x g x dx f x g x
β β β

 

β) Για κάθε µιγαδικό αριθµό  z  ισχύει *
,   

v
v

z z ν= ∈ℕ . 

γ) Κάθε συνάρτηση  1–1 , είναι γνησίως µονότονη.  

δ) Αν 0 1a< <  τότε lim log
a

x

x

→+∞

= +∞ .  

ε) Για κάθε *
ν ∈ℕ  η συνάρτηση ( ) vf x x−=  είναι παραγωγίσιµη στο *

ℝ  µε 
1( ) vf x vx− −′ = − . 

Μονάδες  10 
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ΘΕΜΑ Β 

Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς z και w για τους οποίους ισχύουν οι επόµενες 
σχέσεις:  

2

( 2) 1 3z z i z+ = − − ⋅ −          και           2 ,w z i= −  

Β1. Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών z. Ποιος είναι ο 

γεωµετρικός τόπος των εικόνων του z ;  

Μονάδες  7 

Β2. Να βρείτε την µέγιστη τιµή του zz −  και τις τιµές του z για τις οποίες 

επιτυγχάνεται.  

Μονάδες  6 

Β3. Αν για τους µιγαδικούς z των προηγούµενων ερωτηµάτων ισχύει 2=− zz  και 

0)Im( >z , τότε να υπολογίσετε την τιµή του 
2013

2







 − zz

. 

Μονάδες 6 

B4.  Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών w και να 
αποδείξετε ότι η απόσταση των εικόνων των z και w είναι ίση µε την 

απόσταση της εικόνας του z από το σηµείο Α(0,1).  

Μονάδες 6 

 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η συνάρτηση 
,  αν  0

( ) 1

ln ,      αν   =0

x

x
x

f x e

a x


≠

= −


. 

Γ1. Βρείτε τον (0, )a∈ +∞  ώστε η  f  να είναι παραγωγίσιµη και δείξτε ότι 

1
(0)

2
f ′ = − . 

Μονάδες  7 

Έστω α = e. 

Γ2. α. Να µελετήσετε την  f  ως προς τη µονοτονία. 
Μονάδες  6 

β. Να βρείτε το σύνολο τιµών της και τις ασύµπτωτες της γραφικής της 
παράστασης, εφόσον υπάρχουν.  

Μονάδες  6 

Γ3. Να αποδείξτε ότι η εξίσωση  
0

1 1
2

( ) 1 2013

x

x dt
f t

− =

+
∫    έχει µοναδική ρίζα στο 

(0, 1). 

Μονάδες  6 



 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2013 Ε_3.Μλ3ΘΤ(ε) 

 

ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑ∆ΑΣ ΣΕΛΙ∆Α: 3 ΑΠΟ 3 
 

ΘΕΜΑ ∆  

∆ίνονται οι συναρτήσεις  f, G και F,  οι οποίες είναι ορισµένες στο διάστηµα  [0, +∞) 
µε  f  παραγωγίσιµη και  G  δύο φορές παραγωγίσιµη στο ίδιο διάστηµα. 

Έστω ότι ισχύουν:      f (0) = 1,    G(0) = 0  και   για κάθε   x ≥  0   

είναι ( )f x′  > 0,  '( ) 1G x >   και  
0

( ) ( ) d
x

F x f t t= ∫ . 

∆1. Να αποδείξετε ότι ( ) 0F x ≥   και  ( )G x x≥   για κάθε x ≥ 0 . 

Μονάδες 5 

∆2. Να υπολογίσετε το όριο  [ ]
0

lim ( ) ln
x

F x x
→

  και να αποδείξτε ότι υπάρχει  ξ∈(0, 1) 

τέτοιο,  ώστε 
( )

 ( ) ln   0
F

f
ξ

ξ ξ
ξ

+ = .   

Μονάδες  7 

∆3. ∆ίνεται, επιπλέον, ότι  

[ ] [ ]
 22

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ΄( ) 1f x F x f x G x G x x G x′ ′′+ = − + − , για κάθε  x ≥ 0. 

Να αποδείξετε ότι: 

α. ( ) ( )F x G x x= − , για κάθε x ≥ 0. 

Μονάδες 7 

β. Για κάθε x0 >0, οι εφαπτόµενες των γραφικών παραστάσεων 
F G

C , C στα 

σηµεία τους ( )( ) ( )( )0 0 0 0
,   και  Γ ,x F x x G xΒ  αντιστοίχως, τέµνονται σε 

σηµείο Α του άξονα y΄y (µονάδες 3) και το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισεµβαδικό 

µε το χωρίο, που ορίζεται από τις 
F G

C , C  και την ευθεία 
0

  x x=   

(µονάδες 3). 

Μονάδες 6 

 
 
 

 
 


