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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ  
ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

& ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ  
ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 27/05/2013 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Σχολ. βιβλίο σελίδα 335 

Α2.  Σχολ. βιβλίο σελίδα 246 

Α3.  Σχολ. βιβλίο σελίδα 222 

Α4.    α . Λ    ,  β.  Σ     , γ.  Σ    ,δ. Λ   , ε.  Σ 

 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. Έχουμε: 
    2z 2 z 2 z 2 2 z 2 z 2 2 0            

Θέτουμε z 2 0    , άρα 2 2 0     με λύσεις: ω=-2 (απορρίπτεται). 
και ω=1 έτσι έχουμε: z 2 1  . 
Άρα ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z είναι κύκλος C με κέντρο 
Κ(2,0) και ακτίνα  ρ=1 
 
Για κάθε z με Μ(z)C ισχύει: 
z (z 2) 2 z 2 2      , άρα z 1 2  οπότε έχουμε τελικά z 3  

 
Β2. Αφού z1 , z2  ρίζες τις εξίσωσης w2+βw+γ=0 με β,γ  θα ισχύουν: 
S= z1 + z2 =-β και P= z1z2 = γ  και  1 2z =z  
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Οπότε  z1+z2 =-β 1 12Re(z ) Re(z )
2
      

και  2
1 1 2 1 1z z  z z z       

Ισχύει        2
1 1 1 1 1 1z 2 1 z 2 z 2 1 z 2 z z 3 0 2 3 0 1                

Ακόμη έχουμε :  
1 2z z

1 2 1 1 1Im(z ) Im(z ) 2 2Im(z ) 2 Im(z ) 1 Im(z ) 1


        
2 2

1z 2 1 i 2 1 2 i 1 2 1 1 2 0 42 2 2 2
     
          
     

                          

 Άρα από (1): γ-8+3=0  γ=5 
 
Β3. Έχουμε: 
3 2 3 2

2 1 0 2 1 00             επομένως παίρνοντας μέτρα έχουμε: 
3 2 22

2 1 0 2 1 0 3 3 3                   , επειδή 

α0 , α1 , α2 έχουν εικόνες πάνω στο κύκλο του ερωτ. Β1 
Άρα 3 23 3 3       (2) 
Έστω 4  άρα 

3 2 3 2 2 3 2

3 2 3 2

3 2 2

4 3 3 4

3 3 3 3 4

3 3 3 1 3 3 3

               

               

            

 

Που είναι άτοπο αφού ισχύει η (2) άρα 4   

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Έχουμε   'f(x) x (f (x) 1) x    

Αν θεωρήσουμε φ(x)=f(x)+x , x  τότε 

'' 2
' 21 xφ(x) φ (x) x φ (x)2 2

  
  
    

     αφού φ συνεχής ως άθροισμα συνεχών, τότε:  

2
2 2 21 xφ (x) c φ (x) x 2c

2 2
      

Για x=0: φ(0) =f(0)+0=1+0=1  , οπότε 2 2 1φ (0) 0 2c 1 2c c 2       

Τελικά έχουμε: 2 2φ (x) x 1    
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φ (x)  0 γιατί αν για κάποιο x0 είχαμε  

φ( x0 )=0 τότε '
o o o o o o(f(x ) x )(f (x ) x ) x x 0       

Για ox 0  είναι o o oφ(x ) f(x ) x 1 0 0     άτοπο  

Άρα η φ είναι συνεχής στο   και δεν μηδενίζεται , 

οπότε θα διατηρεί πρόσημο,  δηλαδή 2 2φ(x) x 1ή φ(x) x 1 , x        

Αλλά φ(0)=f(0)+0=1>0  

οπότε 2φ(x) x 1   , δηλαδή   2f x x 1 x , x     

Γ2. f(g(x))=1 f(g(x))=f(0)  

Eίναι η f παραγωγίσιμη στο    

ως πράξεις παραγωγίσιμων με  

2
' 2 '

2 2

1 x x 1f (x) ( x 1 x) 2x 1 0
2 x 1 x 1

        
 

  

Αφού για κάθε x   ισχύει 2 2x x x x 1      οπότε 2x x 1 0    

Άρα η f γν. φθίνουσα στο  ,  οπότε η f είναι 1-1 δηλαδή f(g(x))=f(0) g(x)=0  

 
2

3 3 23xx 1 0 2x 3x 2 02         

Αν   3 2xh 2x 3x 2   ,x   τότε ' 2h(x) 6x 6x  και 

' 2h(x) 0 6x 6x 0 6x(x 1) 0 x 0 ή x 1            

To πρόσημο της h’(καθώς και η μονοτονία της h) φαίνεται στον 
παρακάτω πίνακα  

                               -1                                0                            

 h x  + - + 

 h x  
                                    ΜΕΓ.                                   

                                                                              ΕΛΑΧ.  
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Αφού  
 h γν.αυξουσα στο Α1=(- , 1]   τότε  

           1 xh A lim h(x),h( 1) ( , 1]





      

 h  γν. φθίνουσα στο Α2=( -1 , 0 ) τότε  
          2 h 0 ,h 1 2, 1h A         

     

 h  γν. αυξουσα στο Α3=[0,+ ) τότε  
      3 xh A [h(0), lim h(x)) [ 2, )


     

το 0 ανήκει μόνο στο  3h A [ 2, )    

οπότε θα υπάρχει x0 (0, + ) τέτοιος ώστε h(x0)=0 και μάλιστα είναι 
μοναδικός , αφού h γν, αύξουσα στο Α3 

Επομένως η εξίσωση f(g(x)) 1  , θα έχει μοναδική λύση η οποία θα ανήκει 
στο (0, + )  
 

Γ3.  Θέτουμε 
0

πx 4

π πK(x) f(t)dt f(x )εφx, x 0,4 4


 
 
 

      ,   

 η f  είναι συνεχής στο   οπότε η 
x

0

f(t)dt είναι παρ/μη στο   άρα και η 
0

πx 4

f(t)dt

 παρ/μη στο    ως σύνθεση των παρ/μων 

x

0

f(t)dt  και της π
x 4  

Άρα 
0

πx 4

f(t)dt

  συνεχής στο   

Τελικά Κ(x) συνεχής στο   , ως πράξεις συνεχών, οπότε Κ(x) συνεχής και 
στο  π0,

4
 
  

 
0

0

π πK( ) f(t)dt f(0)εφ( ) 1 04 4      
0 0

π π
4 4

πK(0) f(t)dt f( )εφ0 f(t)dt 04
 

       

αφού f(x)>0 για κάθε  x  και π
4

 <0 

Άρα  Κ(ο)Κ( π
4

)<0 οπότε από θεώρημα Bolzano θα υπάρχει τουλάχιστον 

ένα 0
π0,
4

x  
 
 

 τέτοιο ώστε Κ(x0)=0. 
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ΘΕΜΑ Δ 

       
h 0 h 0

f 1 h f 1 f 1 h 1
f 1 lim lim

h h 

   
    

Ξέρουμε ότι ισχύει:        
h 0 h 0

f 1 5h f 1 h f 1 5h 1 1 f 1 h
lim 0 lim 0

h h 

       
    

 
   

h 0

f 1 5h 1 f 1 h 1
lim 0 (1)

h h

    
   

 
. Θέτουμε u 5h και t h   οπότε έχουμε: 

 
   

u 0

f 1 u 1
lim 5 5 f 1

u

 
    και    

t 0

f 1 t 1
lim 5 1 f 1

t

 
   


 

 
Από την (1) έχουμε:        5f 1 f 1 0 6 f 1 0 f 1 0              

        
     Για 0 x 1 είναι f x f 1 f x 0, άραf :        γνησίως φθίνουσα στο (0,1] 

 
     Για x 1 είναι f x f 1 f x 0, άραf :      γνησίως αύξουσα στο  1, ,οπότε η f 

παρουσιάζει ελάχιστο στο 0x 1  
Δ2 Η g είναι παραγωγίσιμη στο  1, ως αρχικής της συνεχούς 

συνάρτησης:    f t 1
φ t

t 1





. Έτσι έχουμε:    f t 1
g t

t 1


 


όμως  f γν. αύξουσα 

στο  1,  επομένως έχουμε:      f x f 1 f x 1    οπότε  
για    x 1 g x 0 αφού f x 1    δηλ. η g:γνησίως αύξουσα στο  1, . 

Θεωρούμε συνάρτηση:    x 1

x
h x g u du , x 1


   παραγωγίζουμε την h και 

έχουμε:      h x g x 1 g x 0     αφού g: γνησίως αύξουσα και x 1 x  οπότε η 
h είναι γνησίως αύξουσα. 
Έχουμε λοιπόν     

2

2

8x 62 2

8x 5
h 8x 5 g u du , 8x 5 1




     και  

   
4

4

2x 64 4

2x 5
h 2x 5 g u du , 2x 5 1




     

Έτσι η αρχική ανίσωση γίνεται: 

     
2h:γν.αυξουσα x 0

2 4 2 4 2 4 2 2 2h 8x 5 h 2x 5 8x 5 2x 5 4x x x x 4 0 x 4 0


                 
2 x 2 k x 0    οπότε έχουμε τελικά:    x 2,0 0,2   . 

Δ3 Έχουμε    f x 1
g x

x 1


 


, η  g x είναι παραγωγίσιμη στο  1, (πηλίκο 

παραγωγισίμων) άρα  
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       
 2

f x x 1 f x 1
g x .

x 1

   
 


 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,  άρα και στο  1,x , από το Θ.Μ.Τ. για την 

f(x) στο  1,x έχουμε ότι υπάρχει  ρ 1,x ώστε        f x f 1 f x 1
f ρ

x 1 x 1
 

  
 

,άρα  

     f x 1 x 1 f ρ    . 

Έτσι          
 

      
 

   
 2 2

x 1 f x f ρf x x 1 x 1 f ρ f x f ρ
g x

x 1x 1 x 1

          
   

 
 

Έχουμε ρ<x και f’ γνησίως αύξουσα άρα        f x f ρ f x f ρ 0       . 
Άρα για  x 1, g x 0  δηλ. g κυρτή στο  1, . 

Έχουμε                  
x

α

f t 1
α 1 dt f α 1 x α α 1 g x f α 1 x α

t 1


            
  

Όμως      f α 1
g α και g α 0

x α


  


άρα η εξίσωση της εφαπτομένης της 

γραφικής παράστασης της g στο σημείο της (α, g(α)) είναι η 
                g x g α g α x α g x g α x α g α 1         

Αφού g κυρτή θα ισχύει:  g x y για κάθε x 1 εκτός του x α   , όπου ισχύει η 
ισότητα με      y g α x α g α   (εξίσωση εφαπτομένης της g 0C στο x α . 
Οπότε η (1) άρα και η αρχική εξίσωση έχουν μοναδική ρίζα την x=α 
 
 
 

 


