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 1 1 =   (x - 1)  + y  = 2x - 2  
(x - 1)  + y 2

       x - 2x + 1 + y - 2x + 2 = 0   x + y - 4x + 3 = 0  (x - 2)  + y  = 1
       άρα ο γ.τ. των εικόνων του  z  είναι
          

 

 

κύκλος C  με κέντρο  K (2


 , 0)  και ακτίνα  ρ = 1
       με εξαίρεση το σημείο  Α (1 , 0)  διότι  z 1
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1 2

1 2 1 2 1 2

 Oι εικόνες των  z , z   είναι σημεία του κύκλου  C :  z - 2  = 1

       άρα  z  - 2  =  z  - 2  = 1

       Eίναι   z  + z  - 4  =  (z  - 2) + (z  - 2)  z  - 2  +  z  - 2  = 1 + 1 = 2
 Η εικόνα 
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του μιγαδικού  z = x + yi, x, y IR, είναι σημείο του κύκλου  C, 
       άρα   - 4x + 3 = 0  x  + y

x  + y   5       Eίναι  z  = 5     x  + y  = 5     =   

       (1)   - 4x + 3 = 0    x = 5 2
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      (2)   4 + y  = 5   y  = 1   y = 1
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ΘΕΜΑ Γ 
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x 1 x 1 1 f΄(x) = x + x = x + 2 x  + 1 = x + x + 1
2 2 2 x 2

x + 1 + 1x + 2 x + 2              =  =  > 0
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1      f΄΄(x) = 
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Γ1.

η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0 , + )
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1 1 x + 1x + x + 1 = x  +  = 
x x x

x + 1 1      f΄΄(x) = 0     = 0    x = -1    x = e     x = 
x e
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Η  f  είναι κοίλη στο  10 , 
e

 
  

,  ενώ είναι κυρτή στο  1  , +
e
  

.  

f "1-1"
4 4 4

4

 H  f  είναι γνησίως αύξουσα, άρα και  "1-1"

      f (x  + 2x) = f (4)    x  + 2x = 4    x  + 2x - 4 = 0
      Θεωρούμε τη συνάρτηση  g,  με  g (x) = x  + 2x - 4, x > 0
       Η  g  είναι συ

 



Γ2.

νεχής στο  [1 , 2]  ως πολυωνυμική
       g (1) = -1 < 0  και  g (2) = 16 > 0
      Aπό Θ.Bolzano η  g (x) = 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  (1 , 2)
  

 Επειδή η  g
    Άρα

  είν
  α = 

α
1.



      ΣΗΜΕΙΩΣΗ :

3

ι γνησίως αύξουσα στο  (0 , + ) είναι
      g (x) > 0, για κάθε  x > 2,  άρα η τιμή του  α  είναι μοναδική.
      Επίσης  είναι  g΄(x) = 4x  + 2 > 0,  για  x > 0,  
      άρα η   g  είναι γνησίως αύξουσα



 στο  (0 , + ), 
      επομένως η ρίζα επίσης είναι μοναδική. 
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x > 0

x x x x < 2 - 2x   x < 1 - x   x + x < 1    
2 2

      f (x) < f (1)    
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ΘΕΜΑ Δ 
x 3 2
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x > 0x 3 2

1
x 3

1
2

 3 2t f (t) dt  + x  = 3x f (x) + 3x - 8    

      3 2t f (t) dt  + x  - 3x + 8 = 3x f (x)   

3 2t f (t) dt  + x  - 3x + 8
      f (x) = .

3x
      H συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  

  

  








Δ1. (1)

1 1

x x

2 2 11 1

(0  + ), 
      άρα η συνάρτηση  f ,  με  f (t) = 2t f (t)  είναι συνεχής στο  
      (0  + )  ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων.

      Επομένως η συνάρτηση  f ,  με  f (t) = 3 2t f (t) dt  = 3 f (t) dt








2 3 4
3 2

3 4

      είναι παραγωγίσιμη στο  (0  + ).
      Τέλος, ,  
      ως πράξεις των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  f , f , f ,  

      με  f (x) = x  - 3x + 8  και  f (x) = 3x






η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0  + )

   x 3 2

1

.

      Παραγωγίζοντας τη σχέση  (1)  κατά μέλη έχουμε :

      3 2t f (t) dt  + x  = 3x f (x) + 3x - 8    

      6x f (x)

   




2 + 3x  = 6x f (x) 2

2 2

 + 3x f΄(x) + 3   

      3x f΄(x) = 3x  - 3  .

 

 
2

2
x  - 1 f΄(x) = , x > 0
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x = 1 1

1
x = 1

x  - 1 1 1  f΄(x) =  = 1 -  = x + 
x x x

1       Aπό συνέπειες  Θ.Μ.Τ.  f (x) = x +  + c, x > 0
x

      (1)   3 2t f (t) dt  + 1 = 3f (1) + 3 - 8    f (1) = 2

      (2)   f (1) 
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c = 0

x + x + x +

= 2 + c    2 = 2 + c    c = 0
1      (2)  f (x) = x +     
x

1 1      f (x) - x  = x +  - x   =  = 0
x x

      άρα 
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η ευθεία  y =
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x  είναι η 
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1 1  f (x) - x = x +  - x =  > 0,  στο  [1 , e ]
x x

1      άρα  E = f (x) - x  dx =  dx = x  = e  - 1 =
x

  
       Για  x > 1  έχουμε :
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1x +  - 2f (x) - 2 x  - 1 x >    >   
x - 1 x x - 1
x  + 1 - 2x

x  - 1 x  - 1 (x - 1)x       >    > 
x x - 1 x x (x - 1)

 




22 x >0
2 2
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x  - 1 x - 1       >     x  - 1 > x  - x    x > 1  που ισχύει
x x





 



 

 

 

 
       Για  x > 1  έχουμε :
       Θ.Μ.Τ  με την  f  στο διάστημα  [1 , x]
       Yπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ (1 , x),  τέτοιο ώστε

f (x) - f (1) f (x) - 2       f΄(ξ) =  =  
x - 1 x - 1
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ηΔ4. 2   ΛΥΣΗ

2 3

f΄ 

1 2ίναι  f΄΄(x) = 1 -  =  > 0, για  x > 0
x x

       άρα η  f΄  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0 , + )

f (x) - 2      x > ξ    f΄(x) > f΄(ξ)   f΄(x) > 
x - 1



 
 
 



 
 


