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Επαναληπτικά Θέµατα ΟΕΦΕ 2007 

Τα θέµατα προορίζονται για αποκλειστική χρήση της φροντιστηριακής µονάδας 
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΘΕΤΙΚΗΣ & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ 

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 
Θέµα 1ο  
Β.  1. Λάθος  2. Σωστό  3. Σωστό  

4. Λάθος  5. Λάθος  6. Σωστό  
 
 

Θέµα 2ο  
α) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2' 2 2 2x x x xf x x e x a e x x a e x x a e− − − −= ⋅ − + = − − = − + −  

( )0f a=  και ( )' 0f a= −  
: y a ax y ax aε − = − ⇔ = − +  η εξίσωση της εφαπτοµένης στο 

( )( )0, 0fΜ . Ταυτίζεται µε την 2 2y x= − +  όταν 2a− = −  και 2a =  
δηλαδή όταν 2a = . 

β) Για 2a =  είναι ( ) ( )2 2 xf x x e −= +  και ( ) ( )2' 2 2 0xf x x x e −= − + − <  για 
κάθε ℜ∈x  διότι 2 2 2 0x x− + − <  και 0xe − >  για κάθε ℜ∈x . Άρα η 

( )f x  είναι γνησίως φθίνουσα στο ℜ . 
γ) ( ) ( )2lim lim 2 x

x x
f x x e −

→−∞ →−∞
 = + = +∞    

διότι ( )2lim 2
x

x
→−∞

+ = +∞  και lim x

x
e −

→−∞
= +∞  

( ) ( ) ( ) ( )
( )
220

2
2 '2lim lim 2 lim lim
'

x

x xx x x x

xxf x x e e e

+∞  +∞⋅ +∞ −
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

++ = + ⋅ = = = 

 ( )
( )
2 '2 2lim lim lim 0

'x xxx x x

xx

e ee

+∞  +∞ 
→+∞ →+∞ →+∞= = = =  

δ) Από (β) και (γ) συµπεραίνουµε ότι το σύνολο τιµών της ( )f x  είναι 
( ) ( )0,f Α = +∞  το οποίο περιέχει το 2007. Η ( )f x ↓  στο ℜ , άρα η 

εξίσωση ( ) 2007f x =  έχει ακριβώς µια ρίζα στο ℜ . 
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Θέµα 3ο  
α) ( )2 2 1

.... 0 0z w z w z w z w z w z w+ = − ⇔ ⇔ ⋅ + ⋅ = = ⋅ + ⋅ = ⇔   

( ) ( )2 Re 0 Re 0z w z w⋅ = ⇔ ⋅ =  
β) Ισχύει 0z w z w⋅ + ⋅ = ⇔  (ερώτηµα (α)) z w z w⋅ = − ⋅ . ∆ιαιρούµε µε 

2
w w w=  και έχουµε z z

w w
= −  που σηµαίνει ότι z

w
 φανταστικός. 

γ) Αν Α, Β οι εικόνες των ,z w  τότε ( ) ( ),z wΟΑ = ΟΒ =  και 
( ) z wΑΒ = − . 

Αρκεί ότι ( ) ( ) ( )2 2 2ΟΑ + ΟΒ = ΑΒ ⇔  

2 2 2
...z w z w+ = − ⇔ ⇔  

( )Re 0z w⇔ ⋅ =  ισχύει. 
β΄ µέθοδος   
Η ισότητα z w z w+ = − γράφεται ισοδύναµα OA OB OA OB+ = − ⇔

uuur uuur uuur uuur  
( ) ( )2 2
OA OB OA OB+ = − ⇔
uuur uuur uuur uuur  
2 2 2 2

2 2 ...OA OB OA OB OA OB OA OB+ + ⋅ = + − ⋅ ⇔ ⇔
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur  

0OA OB⋅ =
uuur uuur   Άρα � 090AOB =  
γ΄ µέθοδος   
Αν Γ η 4η κορυφή του παραλληλόγραµµου µε πλευρές ΟΑ και ΟΒ, τότε 
( ) z wΟΓ = +  και ( ) z wΑΒ = −  επειδή z w z w+ = −  είναι 
( ) ( )ΟΓ = ΑΒ . Εποµένως ΟΑΓΒ ορθογώνιο. 
 

δ) Είναι 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z w a i f a f i a f f a a f a f iβ β β β β β⋅ = + ⋅ + = ⋅ − ⋅ + ⋅ +          

 οπότε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Re 0 0
f a fz w a f f a a

ββ β β⋅ = ⇔ ⋅ − ⋅ = ⇔ = .  
Θα αποδείξουµε ότι έχει µια τουλάχιστον λύση στο ( ),a β  η εξίσωση 

( ) ( ) ( )' 0 ... ' 0
f xx f x f x x

 ⋅ − = ⇔ ⇔ =  
. Εφαρµόζεται το Θ. Rolle για 

την   ( ) ( )f xh x x=  στο [ ],a β , άρα υπάρχει ( )0 , ...x a β∈  
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Θέµα 4ο  
α) ( ) 2

1'
1

g x
x

=
+

 και ( ) ( )221
2''
x
xxg

+

−
=  

x  −∞             0             +∞  
( )"g x  + - 
( )g x  ∪  ∩  

   Σ. Κ. 
β) Για 0x =  είναι ( )0 0 0g≤ ≤ . Ισχύει η ισότητα 

Για κάθε 0x >  εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ. στο [ ]0, x  οπότε υπάρχει 
( )0, xξ ∈  τέτοιος ώστε ( ) ( ) ( ) ( )0

'
g x g g x

g
x x

ξ −
= =  Έχουµε 

( )2
1 ' 1

1
g

x
ξ≤ ≤

+
 ⇔  ( ) ( ) ( )' ' ' 0g x g gξ≤ ≤ . Ισχύει διότι ( )'g x ↓  στο 

[ )0, +∞  και  
0 xξ< <  (ερώτηµα α) 
β΄ µέθοδος  
Θα αποδείξουµε ότι: 
( ) 2 2 2

0

1
1 1 1

xx xg x d tx t x≥ ⇔ ≥
+ + +∫  

Έστω ( ) 2 2
0

1 , 01 1
x xh x d t x

t x
= − ≥

+ +∫  

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 22 2 2

1 1 2 1 1
1 1 1

x x x x xh ΄ x
x x x

+ − ⋅ + − +
= − = =

+ + +
 

( )
2

22

2 0
1
x

x
= >
+

για κάθε ( )0,x ∈ +∞  και h συνεχής στο [ )0, +∞ . Άρα  

( )h x ↑  στο [ )0, +∞ . Εποµένως για κάθε 0x ≥  ισχύει ( ) ( )0 0h x h≥ = . 
Όµοια αποδεικνύουµε ότι : ( )g x x≤  για κάθε [ )0,x ∈ +∞ . 

γ) Έστω ( ) ( ) ( ) 2 2
0 0

1 1
1 1

x x

h x g x g x d t d tt t
−

= + − = +
+ +∫ ∫ . 

Είναι ( ) 2 2
1 1' 0

1 1
h x

x x
= − =

+ +
 άρα ( )h x c=  

Για 0x =  είναι ( )0 0h = . Εποµένως  ( ) 0h x = , για κάθε ℜ∈x . 
β΄ µέθοδος  
Είναι ( ) ( ) 2 2

0 0

1 1
1 1

x x

g x g x d t d tt t
−

+ − = +
+ +∫ ∫ . 

Στο ( )g x−  θέτουµε t u= −  τότε d t du= −  
Άκρα ολοκλήρωσης  
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Για 0, 0t u= =  και για 0,t u x= = . 
Άρα ( ) 2 2

0 0

1 1
1 1

x x

g x d t dut u
−

− = = −
+ +∫ ∫  

Εποµένως … 
δ) Αφού ( ) 2

1 0
1

f t t= >
+

 τότε ( )
1

2
0

1 0
1

g x d tt= >
+∫ . Άρα 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1

0
0 0 0

' 'g x d x x g x d x x g x x g x d xΕ = = ⋅ = ⋅ − ⋅ =  ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )1 1
2

2
0 0

11 1 ln 1 '
1 2

xg d x g x d xx= − = − + =
+∫ ∫  

( ) ( ) ( )12

0

1 11 ln 1 1 ln 2
2 2

g x g = − + = −   τ.µ. 
 
 


