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      Επομένως ο ζητούμενος γ.τ.  είναι 
      



ο κύκλος  C  με κέντρο  Κ (0 , 3)  και ακτίνα  ρ = 5

 



 

 

ΘΕΜΑ Γ  
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 h (x) = x - n(e  + 1)
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      Θεωρώ τη συνάρτηση  q,  με  q (x) = e
      Είναι  q΄(x) = e h΄(2h΄(x)) 2h΄΄(x) < 0,
      διότι  e  > 0,  h΄(2h΄(x))> 0  και  h΄΄(x) < 0
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fη  C   έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  +   την  y = 0 (x΄x)
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fη  C   έχει πλάγια ασύμπτωτη στο  -   την  y = x

  im n im
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Αναζητώ τις ρίζες της  φ.
      φ (x) = 0    e (h (x) + 2) = 0    h (x) + 2 = 0  

      h (x) = - 2    h (x) = h (0)    x = 0

      Αναζητώ τo το πρόσημο της  φ  στο  [0 , 1]
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        άρα  

e x - (e  - 1) xe  - e  + 1        Για  x 0 : f΄(x) =  = 
x x

        Θεωρώ συνάρτηση  r,  με  r 

0f  συνεχής στο  x  
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(x) =  xe  - e  + 1
        Είναι  r΄(x) = x e , x IR  
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r΄(x) - + 

r (x)  
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         x < 0    r (x) > r (0)    r (x) > 0    f΄(x) > 0

         x > 0    r (x) > r (0)    r (x) > 0    f΄(x) > 0
        Eίναι  f΄(x) > 0  στα  (-  , 0), (0 , + )
        και επειδή  f  0συνεχής στο  x  = 0
       .η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR
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     Είναι  f  γνησίως αύξουσα, άρα έχει σύνολο 
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Δ2. α) 1ος τρόπος 

β

α
α β

β α

β α

α α
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Πρόταση : Έστω η συνάρτηση  Q,  με  Q (x) > 0.

 αν  α < β,  τότε  Q (x) dx > 0

 αν  α > β,  τότε  Q (x) dx > 0    Q (x) dx < 0

 αν  α = β,  τότε  Q (x) dx = Q (x) dx = 0

f (x) = 
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2f΄(x)

1

f  

  f΄ ,  f΄ 1-1

Στο ολοκλήρωμα  f (t) dt  τα άκρα είναι θετικοί αριθμοί

και επειδή  f (x) > 0  στο  IR
σύμφωνα με την παραπάνω πρόταση που αποδείξαμε

12f΄(x) = 1   f΄(x) =    f΄(x) = f΄(0)  
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κυρτή
  x = 0

 

            2ος τρόπος 
Η  f  είναι συνεχής στο  IR. Έστω  F  μια αρχική της  f. 
Είναι  F΄(x) = f (x) > 0,  άρα η  F  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR 

 2f΄(x)  2f΄(x)

 11

f  κυρτή

  f΄ ,  f΄ 1-1

f (t) dt  = 0   F (x)  = 0   F (2f΄(x)) = F (1)

και επειδή η  F  είναι  1-1  ως γνησίως αύξουσα
12f΄(x) = 1   f΄(x) =    f΄(x) = f΄(0)    
2 

 

  



x = 0

 

 3ος τρόπος 
x

1

2f΄(x)

1

Έστω συνάρτηση  F,  με  F (x) = f (t) dt,  x IR

Eίναι  F΄(x) = f (x) > 0,  άρα  F  γνησίως αύξουσα στο  IR
άρα η  F  έχει προφανή και μοναδική ρίζα το  1.

f (t) dt  = 0   F (2f΄(x)) = 0  

2f΄(



 




f  κυρτή

  f΄ ,  f΄ 1-1

1x) = 1   f΄(x) =    f΄(x) = f΄(0)    
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   x = 0

 



 

 

4ος τρόπος 
2f΄(x)

1

x

1 2 1

Έστω συνάρτηση  F,  με  φ (x) = f (t) dt,  x IR*

Η  φ  είναι παραγωγίσιμη στο  IR*,  ως σύνθεση των 

παραγωγίσιμων  f (x) = 2f΄(x)  και  f (x) =  f (t) dt

με  φ΄(x) = f (2f΄(x)) 2 f΄΄(x), x IR*



  





x x x 2 x x

2 4

2 x x x 2 x

3 3

Eίναι  f (x) > 0,  άρα το πρόσημο της  φ΄  το καθορίζει η  f΄΄

xe  - e  + 1 xe x  - (xe  - e  + 1) 2xf΄΄(x) =  = 
x x

x e  - 2xe  + 2e  - 2 (x  - 2x + 2)e  - 2        = = ,  x IR*
x x

Θεωρώ συνάρτησ

   
 
 



2 x

x 2 x 2 x

η  Q,  με  Q (x) = (x  - 2x + 2)e  - 2, x IR
Eίναι  Q΄(x) = (2x - 2)e  + (x  - 2x + 2)e  = x e


 

x -                          0                       + 
Q΄(x) + + 

Q (x)  
 

 

Η  Q  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR 
Q (x) > 0    Q (x) > Q (0)    x > 0 
 

x -                          0                       + 
Q (x) - + 

x3 - + 
f΄΄(x) + + 
φ΄(x) + + 

φ (x)  
 

 

 
Η  φ  είναι γνησίως αύξουσα στα  (- , 0)  και  (0, +)  και  
επειδή είναι συνεχής στο  x0 = 0,   
άρα η  φ  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR. 

φ 2f΄(x)

1   φ 1-1
f (t) dt  = 0   φ (x) = φ (0)    



  x = 0  



 

 

 
Δ2. β) Είναι  f (x (t)) = y (t),  t ≥ 0 



 

 





0 0

0

0

0
x΄(t ) = 2y΄(t )

0 0 0
x΄(t ) > 0

0 0 0 y΄(t ) > 0

0

0

0

Άρα  f΄(x (t)) x΄(t) = y΄(t)  και για  t = t

f΄(x (t )) x΄(t ) = y΄(t )    

f΄(x (t )) 2y΄(t ) = y΄(t )    

2f΄(x (t )) = 1    
1f΄(x (t )) =     
2

f΄(x (t )) = f΄(



f  κυρτή

0  f΄
f΄ 1-1

0 0

0)    x (t ) = 0

και
y (t ) = f (x (t )) = f (0) = 1, 
άρα το ζητούμενο σημείο είναι το  Μ (0 , 1)  
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2x
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2x 2

2x

Για  x > 0  έχουμε :
       g (x) = [x f (x) + 1 - e] (x - 2)  

e  - 1                  = x  + 1 - e (x - 2)  
x

                  = e  - 1 + 1 - e (x - 2)   

                  = e  - e (x -

Δ3. 

   
 
   

    

   



2

2x x 2 x

x x x

x x x

 2)  

       g΄(x) = 2 e  - e e (x - 2)  + e  - e 2 (x - 2)

                  = 2 e  - e (x - 2) e (x - 2) + e  - e  

                  = 2 e  - e (x - 2) xe  - e  - e  

 

 



 

 

        
       1η λύση 

Θεωρούμε συνάρτηση  h,  με  h (x) = x.ex - ex - e, x > 0 
       Θα αποδείξουμε ότι η  h  έχει μια μόνο ρίζα 
       1ος τρόπος 

 h  συνεχής στο  [1 , 2]  ως πράξεις συνεχών 
 h (1) = -e < 0 
    h (2) = e2 - e = e(e - 1) > 0 
από Θ.Bolzano  
υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0(1 , 2),  τέτοιο ώστε  h (x0) = 0. 

       2ος τρόπος 
 g  συνεχής στο  [1 , 2]  ως πράξεις συνεχών 
 g  παραγωγίσιμη στο  (1 , 2)  
 g (1) = g (2) = 0 
από Θ.Rolle  
υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0(1 , 2),  τέτοιο ώστε    g΄(x0) = 0   
και επειδή  ex0 - e ≠ 0  και  x0 - 2 ≠ 0,  θα είναι  h (x0) = 0. 
Είναι  h΄(x) = x.ex > 0,  για κάθε  x > 0,  άρα η  h  είναι γνησίως 
αύξουσα στο  (0 , +),  επομένως το  x0  είναι μοναδικό. 
g΄(x) = 0     
ex - e = 0  ή  x - 2 = 0  ή  h (x) = 0   
x = 1  ή  x = 2  ή  x = x0 

x x

h 

0 0

  e  - e > 0    e  > e    x > 1

  h (x) > 0    h (x) > h (x )    x > x


  

  
 

x 0                   1                   x0                    2               + 
ex - e - + + + 
x - 2 - - - + 
h (x) - - + + 
g΄(x) - + - + 

g (x) 
    

 
 

                                 τ.ελ.              τ.μεγ.              τ.ελ. 
Επομένως η  g  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο μόνο στα  x1 = 1  
και  x2 = 2,  ενώ παρουσιάζει τοπικό μέγιστο μόνο στο  x0.  



 

 

 
2η  λύση 
Είναι  g (x) ≥ 0,  άρα η  g  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το  0. 
 
g (x) = 0     
(ex - e)2 . (x - 2)2 = 0     
ex - e = 0  ή  x - 2 = 0     
ex = e  ή  x = 2     
x = 1  ή  x = 2,  επομένως  
η  g  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο μόνο για  x = 1  και  x = 2. 
 
Η  g  είναι συνεχής στο  [1 , 2]  ως πράξεις συνεχών, άρα 
από  Θεώρημα μέγιστης-ελάχιστης τιμής  
υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0(1 , 2),  τέτοιο ώστε η  g  να 
παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο  x0.  
 
Από  Θ. Fermat  θα είναι  g΄(x0) = 0  
και επειδή  ex0 - e ≠ 0  και  x0 - 2 ≠ 0,  θα είναι   
x0

.ex0 - ex0 - e = 0. 
 
Θεωρούμε συνάρτηση  h,  με  h (x) = x.ex - ex - e, x > 0 
Είναι  h΄(x) = x.ex > 0,  για κάθε  x > 0,   
άρα η  h  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0 , +),   
επομένως το  x0  είναι μοναδικό. 
 

x 0                   1                    x0                   2               + 

g (x) 
    

 
 

                                 τ.ελ.              τ.μεγ.              τ.ελ. 
Επομένως η  g  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο μόνο στα  x1 = 1  
και  x2 = 2,  ενώ παρουσιάζει τοπικό μέγιστο μόνο στο  x0.  
 


