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B1 Afi ÙË Û¯¤ÛË z - 3

2
+ z + 3

2
= 36 ÌÂ z = x + yi ¤¯Ô˘ÌÂ:

x - 3 + yi
2
+ x + 3 + yi

2
= 36 ) x - 3

2
+ y2 + x + 3

2
+ y2 = 36 )

x2 - 6x + 9 + y2 + x2 + 6x + 9 + y2 = 36 )
: 2

x
2
+ y

2
= 9,

¿Ú· ÔÈ ÂÈÎfiÓÂ˜ ÙˆÓ z ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÂ Î‡ÎÏÔ O(0,0)
Ú = 3

‰ËÏ. z = 3 !!

B2 ¢›ÓÂÙ·È z1 - z2 = 3 2 Î·È ı¤ÏÔ˘ÌÂ ÙÔ z1 + z2 fiÔ˘ z1, z2 ÌÈÁ·‰ÈÎÔ›

ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ·fi ! z1 = z2 = 3, ‰ËÏ. z1z1 = z2z2 = 9.

Afi z1 - z2 = 3 2 ) z1 - z2
2 = 18 ) z1 - z2 z1 - z2 = 18 )

z1z1 - z1z2 - z2z1 + z2z2 = 18 ) 9 - z1z2 + z1z2 + 9 = 18 ) z1z2 + z1z2 = 0 @.

E›Ó·È z1 + z2
2 = z1z1 + z1z2 + z1z2 + z2z2 =

@
9 + 0 + 9, ¿Ú· z1 + z2 = 3 2

B3 ¢›ÓÂÙ·È 2w - 1 = w - 2 Î·È ÌÂ w = x + yi ¤¯Ô˘ÌÂ:

2x + 2yi - 1 = x + yi - 2 ) 2x - 1
2
+ 4y2 = x - 2 + y2 )

4x2 - 4x + 1 + 4y2 = x2 - 4x + 4 + y2 ) 3x2 + 3y
2
= 3 )

: 3

x2 + y2 = 1,

¿Ú· ÔÈ ÂÈÎfiÓÂ˜ ÙˆÓ w ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÂ Î‡ÎÏÔ
O(0,0)

Ú = 1

Z ‹ Ù Ë Ì · !!
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¢›ÓÂÙ·È Ë f(x) = 2

x
+ ·x2 + ‚ ÌÂ ¶.O ÙÔ A = 0,+ß .

°1 °È· x > 0 Â›Ó·È fã(x) = -2
x2

+ 2·x < 0 ·ÊÔ‡ ·fi ˘fiıÂÛË · < 0
x > 0

.

ŒÙÛÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x) † ÛÙÔ 0,+ß .

°2 TfiÙÂ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x) ı· ¤¯ÂÈ ™. TÈÌÒÓ ÙÔ f(A) = lim
x @ +ß

f(x) , lim
x @ 0+

f(x) = ®

·ÊÔ‡ lim
x @ +ß

f(x) =
· < 0

-ß Î·È lim
x @ 0+

f(x) =

2

0+

+ß.

AÊÔ‡ Ë ÙÈÌ‹ 0 ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ™. TÈÌÒÓ ÙË˜ f(x) ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë f(x) ¤¯ÂÈ Ú›˙· ÛÙÔ 0,+ß ,

ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ ·ÊÔ‡ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x) † ÛÙÔ 0,+ß .

°3 BÚ‹Î·ÌÂ fiÙÈ lim
x @ 0+

f(x) = +ß ¿Ú· Ë Â: x = 0 (yãy) Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ·Û‡ÌÙˆÙË.

E›ÛË˜ ‚Ú‹Î·ÌÂ fiÙÈ lim
x @ +ß

f(x) =
· < 0

-ß Î·È fiÌÔÈ· lim
x @ +ß

f(x) =
· > 0

+ß, ÔfiÙÂ Ë f(x) ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ

ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË. AÓ fiÌˆ˜ · = 0 ÙfiÙÂ:

lim
x @ +ß

f(x) = lim
x @ +ß

2
x

+ ‚ = ‚, ¿Ú· ÌÂ · = 0 ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË Ë Â: y = ‚

°4 Afi ˘fiıÂÛË Ë f ÂÌÊ·Ó›˙ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô 1,7 ¿Ú· ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

fã(1) = 0 ) -2 + 2· = 0 ) · = 1 Î·È f(1) = 7 ) 2 + · + ‚ = 7 ) ‚ = 4

ŒÙÛÈ Â›Ó·È fã(x) = -2
x2

+ 2x = 2x3 - 2

x2
Î·È

·fi fã(x) = 0 ) 2x3 - 2 = 0 ) x = 1.

Afi ÙÔÓ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ

Ë f ÂÌÊ·Ó›˙ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô 1,7 .

x

f

fã -     +

min

 0 1 +ß



  
¢›ÓÔÓÙ·È fãã(x) > -2, f(1) = fã(0) Î·È lim

x @ 0

f(x) + ËÌx

x2 - x
= 2

¢1 ŒÛÙˆ h(x) =
f(x) + ËÌx

x2 - x
ÌÂ lim

x @ 0
h(x) = 2, ¿Ú· f(x) + ËÌx = h(x) x2 - x

) f(x) = h(x) x2 - x - ËÌx ! ÌÂ lim
x @ 0

f(x) = lim
x @ 0

h(x) x2 - x - ËÌx )
f Û˘ÓÂ¯‹˜

f(0) = 0.

ŒÙÛÈ Ë fã(0) = lim
x @ 0

f(x) - f(0)

x - 0
=
!

lim
x @ 0

h(x) x2 - x - ËÌx
x

= lim
x @ 0

h(x) x - 1 -
ËÌx
x

=

= 2 0 - 1 - 1 ) fã(0) = -3 ¿Ú· Î·È f(1) = -3.

¢2 Afi ˘fiıÂÛË Ë g(x) = f(x) + · x + 1
2
ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜

ÙÔ˘ £. Rolle ÛÙÔ 0,1 ÔfiÙÂ ı· ÈÛ¯‡ÂÈ g(0) = g(1) )

f(0) + · = f(1) + 4· )
f(1) = -3

f(0) = 0

· = -3 + 4· ) 3· = 3 ) · = 1

¢3 MÂ · = 1 Â›Ó·È g(x) = f(x) + x + 1
2
ÌÂ gã(x) = fã(x) + 2 x + 1

Î·È ·ÊÔ‡ Ë f 2 ÊÔÚ¤˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË gãã(x) = fãã(x) + 2 > 0 (·fi ˘fiıÂÛË).

Afi £. Rolle ÛÙÔ 0,1 ÁÈ· ÙË Û˘ÓÂ¯‹ Î·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË g(x) (Û·Ó ¿ıÚÔÈÛÌ·

Ù¤ÙÔÈˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ) ı· ˘¿Ú¯ÂÈ 1 ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Í ç 0,1 Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ

gã(Í) = 0 ) fã(Í) + 2 Í + 1 = 0 ) fã(Í) = -2 Í + 1 .

A˘Ù‹ Ì¿ÏÈÛÙ· Ë Ú›˙· ÙË˜ gã(x) ı· Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ ·ÊÔ‡ gã(x) ì Î·ıfiÙÈ Ë gãã(x) > 0.

¢4 •¤ÚÔ˘ÌÂ fiÙÈ gã(Í) = 0 Î·È gã(x) ì ÔfiÙÂ:

ÁÈ· x < Í Â›Ó·È gã(x) < gã(Í) = 0, ¿Ú· Ë g(x) † ÛÙÔ -ß,Í
ÁÈ· x > Í Â›Ó·È gã(x) > gã(Í) = 0, ¿Ú· Ë g(x) ì ÛÙÔ Í,+ß

ÔfiÙÂ Ë g(x) ÂÌÊ·Ó›˙ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô Í.
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