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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1ο

Α. Aς υποθέσουµε ότι x1,x2,…,xk είναι οι τιµές µιας µεταβλητής Χ, που αφορά

τα άτοµα ενός  δείγµατος µεγέθους ν,  όπου k,ν  µη  µηδενικοί  φυσικοί

αριθµοί µε k ≤ ν.

α. Τι ονοµάζεται απόλυτη συχνότητα νi ,  που αντιστοιχεί στην τιµή xi , i
= 1,2,…,k;

Μονάδες 3

β. Τι ονοµάζεται σχετική συχνότητα fi της τιµής xi ,

i = 1,2,…,k;

Μονάδες 3

γ. Να αποδείξετε ότι:

i) 0 ≤ fi ≤ 1   για i = 1,2,…,k

ii) f1 + f2 + …+ fk = 1.

Μονάδες 4   

Β.1. Για οποιαδήποτε ασυµβίβαστα µεταξύ τους ενδεχόµενα Α, Β ενός
δειγµατικού χώρου Ω να αποδείξετε ότι:

Ρ (Α ∪ Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β).

Μονάδες 8

Β.2. α. Να δώσετε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας ενός ενδεχοµένου  Α

κάποιου δειγµατικού χώρου Ω.

Μονάδες 5

β. Να δώσετε τις αριθµητικές τιµές των παρακάτω πιθανοτήτων:

i) P(Ω) ii) Ρ (∅).

Μονάδες 2



Τεχνική Επεξεργασία: Keystone
2

ΘΕΜΑ 2ο

∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = 
  

1x

x2

+

.

α. Να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f.
Μονάδες 4

β. Να υπολογίσετε το όριο )x(flim
3x→

.

Μονάδες 4

γ. Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της f.
Μονάδες 7

δ. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της καµπύλης της συνάρτησης f που είναι
παράλληλες στην ευθεία y = 2x + 5.

Μονάδες 10

ΘΕΜΑ 3ο

Ένα προϊόν πωλείται σε 10 διαφορετικά καταστήµατα στις παρακάτω τιµές, σε
Ευρώ:

8, 10, 13, 13, 15, 16, 18, 14, 14, 9.
α. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή, τη διάµεσο και την επικρατούσα τιµή.

Μονάδες 6

β. Να υπολογίσετε το εύρος, την τυπική απόκλιση και τον συντελεστή
µεταβολής.

Μονάδες 6

γ. Αν οι τιµές του προϊόντος σε όλα τα καταστήµατα υποστούν έκπτωση 10%,
να εξετάσετε αν θα µεταβληθεί ο συντελεστής µεταβολής.

Μονάδες 13

ΘΕΜΑ 4ο

Έστω Α,Β δύο ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου Ω µε
Ρ(Α) + Ρ(Β) ≠ 2Ρ(Α ∩ Β).

∆ίνεται ακόµα η συνάρτηση:

f(x) = (x - P(A∪B))3 - (x - P(A∩B))3 ,    x∈R.

α. Να δείξετε ότι P(A∩B) ≠ P(A∪B).
Μονάδες 5

β. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x) παρουσιάζει µέγιστο στο σηµείο

    

2

)B(P)A(P
  x 

+

=
.

Μονάδες 13

γ. Εάν τα ενδεχόµενα Α, Β είναι ασυµβίβαστα, να δείξετε ότι f(P(A)) = f(P(B)).
Μονάδες 7
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1ο

α) Ονοµάζουµε απόλυτη συχνότητα, το φυσικό αριθµό νi, ο οποίος δείχνει πόσες
φορές εµφανίζεται η τιµή xi της εξεταζόµενης µεταβλητής Χ στο σύνολο των
παρατηρήσεων ν.

β) Ονοµάζουµε σχετική συχνότητα τον αριθµό fi που προκύπτει αν διαιρέσουµε
την απόλυτη συχνότητα νi που αντιστοιχεί στην τιµή xi µε το µέγεθος ν του
δείγµατος.

Ισχύει δηλαδή ότι: 
ν

ν
f

i

i
=  µε i = 1, 2, …, κ.

γ)
i) Επειδή είναι

0 ≤ νi ≤ ν για κάθε i = 1, 2, …, κ
προκύπτει ότι

1  
ν

ν
  0

i
≤≤ .

Άρα 0 ≤ fi ≤ 1 για κάθε i = 1, 2, …, κ.

ii) Έχουµε

f1 + f2 + … + fκ = 1
ν
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Β. 1.
Κανόνες λογισµού των Πιθανοτήτων Θεώρηµα 1. Σελ. 150 σχολ. βιβλίου.

Β.2 α.
Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης µε ισοπίθανα απλά
ενδεχόµενα.
Ορίζουµε ως πιθανότητα του ενδεχοµένου Α ⊆ Ω τον αριθµό

Ν(Ω)

Ν(Α)

νΠεριπτώσεω ∆υνατών Πλήθος

νΠεριπτώσεω Ευνοϊκών Πλήθος
P(A) ==

Β.2.β.
(i) P(Ω) = 1.
(ii) P(∅) = 0

ΘΕΜΑ 2ο

(α) Πρέπει x+1 ≠ 0, οπότε x ≠ -1

Άρα Af=ℜ -{-1}

(β)
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Έτσι τα σηµεία επαφής είναι τα
Α(0,f(0)) = (0,0) καί
B(-2,f(-2)) = (-2,4).

Οι αντίστοιχες εξισώσεις εφαπτοµένων είναι :
• Στο σηµείο Α(0,0)

)0)(0(')0( −=− xffy

xy 20 =−

άρα

xy 2=

• Στο σηµείο Β(-2,4)

)2)(2(')2( +−=−− xffy

)2(24 +=− xy

424 +=− xy

άρα

82 += xy

Σηµείωση:

Ως απάντηση στην εύρεση των εξισώσεων των εφαπτοµένων (ερώτηση δ) θα
µπορούσε να δοθεί και η ακόλουθη:

• Έστω y = αx+β η εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης της f στο
Α(0,0).

Τότε: α = f '(0) = 2
και 0 = 2⋅0 - β   άρα   β = 0
Οπότε y = 2x
• Έστω y = α'x+β' η εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης της f στο

B(2,4).
Τότε: α' = f '(-2) = 2
και 4 = 2⋅(-2)+β   άρα   β = 8
Οπότε y = 2x+8
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ΘΕΜΑ 3ο

xi νi νixi

8 1 8
9 1 9
10 1 10
13 2 26
14 2 28
15 1 15
16 1 16
18 1 18
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2. Για τη διάµεσο θέτοντας τα δεδοµένα σε αύξουσα σειρά έχουµε:
8 9 10 13 13 14 14 15 16 18

Είναι:  13,5
2

1413

2

tt
δ 65

=
+

=

+

=

3. Έχουµε δύο επικρατούσες τιµές = 13, 14.

β) Το εύρος R = 18 - 8 = 10.

Η διακύµανση s2 είναι:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]=−+−+−+−+−+−+−+−=
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Περίπου 23%.

γ). Έστω yi, i = 1, 2, …, 10 οι τιµές που προκύπτουν µετά την έκπτωση κατά
10% ή ισοδύναµα µε πολλαπλασιασµό κατά 0,9. Η νέα µέση τιµή είναι

xy  9,0= , ενώ η νέα τυπική απόκλιση είναι sy = 0,9 • sx

Έτσι ο νέος συντελεστής µεταβολής που προκύπτει είναι

1

xx

2
CV

x

s

x0,9

s0,9
CV ==

⋅

⋅

=

Εποµένως δεν θα µεταβληθεί ο συντελεστής µεταβολής.
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ΘΕΜΑ 4ο

α) Από την υπόθεση έχουµε: P(A)+P(B) ≠ 2P(A ∩ B)
δηλ.  P(A)+P(B) - P(A ∩ B) ≠ P(A ∩ B)
⇔            P(A ∪ B) ≠ P(A ∩ B)

β) Είναι: ( ) ( ) ℜ∈∩−−∪−= xB)P(Ax3B)P(Ax3(x)'
22

f

Ακόµη: f
 '(x)=0 ⇔ ( ) ( )22

B)P(Ax3B)P(Ax3 ∩−−∪− = 0

⇔ 

B)P(AxB)P(Ax

ή

B)P(AxB)P(Ax

∩+−=∪−

∩−=∪−

⇔ 

P(B)P(A)B)P(AB)P(A2x

ή

αδύνατοB)P(AB)P(A

+=∪+∩=

∩=∪

⇔ 
2

P(B)P(A)
x

+
=

Επίσης: f
 '(x)>0 ⇔ ( ) ( ) 0B)P(Ax3B)P(Ax3

22

>∩−−∪−

  ⇔ ( ) ( ) 0B)P(AxB)P(Ax B)P(Ax-B)P(Ax >∩−+∪−∩+∪−

  ⇔ ( ) ( )[ ] 0B)P(AB)P(A2 B)P(A-B)P(A >∩+∪−∪∩ x

  ⇔ ( ) ( )[ ] )1(0P(B)P(A)2 B)P(A-B)P(A >+−∪∩ x

Όµως: A ∩ B ⊆ A ∪ B ⇒ P(A ∩ B) ≤ P(A ∪ B)
και επειδή: P(A ∩ B) ≠ P(A ∪ B)
είναι: P(A ∩ B) < P(A ∪ B)
Έτσι: P(A ∩ B) - P(A ∪ B) < 0
Οπότε: (1) ⇔ 2x < P(A)+P(B)

⇔ 
2

P(B)P(A)
x

+
<

Aντίστοιχα προκύπτει ότι: f '(x)<0 ⇔ 
2

P(B)P(A)
x

+
>

Άρα η f παρουσιάζει max για 
2

P(B)P(A)
x

+
=

γ) Αφού A ∩ B = ∅ ⇒ P(A ∩ B)=0   (1)
και P(A ∪ B) = P(A)+P(B)        (2)

Έτσι: ( ) [ ] [ ]33

B)P(AP(A)B)P(AP(A)P(A) ∩−−∪−=f

[ ] [ ]33
(2)(1),

P(A)P(B)P(A)P(A) −−−=

= -P3(B) - P3(A)

( ) [ ] [ ]33

B)P(AP(B)B)P(AP(B)P(B) ∩−−∪−=f

[ ] (B)PP(B)P(A)P(B) 33
(2)(1),

−−−=

= -P3(A) - P3(B)
Άρα: f(P(A)) = f(P(B)).


