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ΘΕΜΑ 2ο 
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         - z = -(1 + i) = -(1 - i) = -1 + i
         z  = (1 + i)  = 1 + 2i + i  = 1
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 + 2i - 1 = 2i
         z  = z z = 2i(1 + i) = 2i + 2i  = 2i - 2 =  -2 + 2i
     

        (ΑΒ) = z - (-z)  = 2i - (-1 + i)  = 1 + i  = 1 +1  = 2 

        (ΑΓ) = z - (-z)  = -2 + 2i - (-1 + i)  = -


οςβ. 1  τρόπος

2 2

2 2 2 2

1 + i  = (-1) +1  = 2 

        άρα το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές.
        
        Είναι  Α (-1 , 1),  Β(0 , 2)  και  Γ (-2 , 2)

        (ΑΒ) = (0 + 1)  + (2 - 1)  = 1  + 1  = 2 

        (ΑΓ) =

ος2  τρόπος

2 2 2 2 (-2 + 1)  + (2 - 1)  = (-1)  + 1  = 2 
        άρα το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές.
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        z - z   =  -2 + 2i - 2i  = -2  = 2  = 4 
 

       z - (-z)  + z - (-z)  = 2  + 2  = 2 + 2 = 4

        z - z   = z - (-z)  + z - (-z)

        

        Είναι  (ΒΓ)
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γ. 1  τρόπος

2  τρόπος
2 2 2 2

2 2 22 2 2 3 2 2 3

 = (-2 - 0)  + (2 - 2)  = (-2)  + 0  = 4  = 2  και

        (ΒΓ)  = (ΑΒ)  + (ΑΓ)      z - z   = z - (-z)  + z - (-z)  
* Σημείωση : Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 
 
ΘΕΜΑ 3ο 
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 f΄(x) = x e  = (x)΄ e  + x (e )΄ 

           = e  + x e  = (x + 1) e
    Πρέπει  f΄(0) = e    e  = e    -α = 1    
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β. i. Για  α = -1 
       f (x) = x . ex + 1 
       f΄(x) = (x + 1) . ex + 1 
 

     x -                                     -1                                   + 
f΄(x) - + 

f (x) 
  

    
 Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  (- , -1],   
ενώ η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  [-1 , +). 
Ολικό ελάχιστο  f (-1) = -1 
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e -e

                 =  -e  = 0

   άρα η  C   έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  -   
   την ευθεία  y =

im im im im
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ii.    



 0 (άξονας  x΄x).

 



 

 

ΘΕΜΑ 4ο 

α. 1oς τρόπος 
     Θεωρούμε τη συνάρτηση  h,  με  h (x) = f (x) - g (x) = x - 1 - ℓnx, x > 0 

h΄(x) = (x - 1 - ℓnx)΄ = x - 
1 x - 1 = , x > 0
x x   

     x 0                                        1               e                   + 
h΄(x) - + 

h (x) 
  

    Η  h  παρουσιάζει  ολικό ελάχιστο το  h (1) = 0,  άρα 
για κάθε  x > 0  είναι  h (x)  0    f (x) - g (x)  0    f (x)  g (x). 

     2oς τρόπος 
Βρίσκουμε την εφαπτομένη της  Cg  στο σημείο  Α (1 , 0). 

g΄(x) = 
1, x > 0
x  

(ε) : y - g (1) = g΄(1) (x - 1)    y = x - 1. 

g΄΄(x) = 2
1- , x > 0
x ,  άρα η  g  είναι κοίλη στο  (0 , +). 

H εφαπτόμενη ευθεία  (ε)  βρίσκεται πάνω από τη  Cg,  με 
εξαίρεση το σημείο επαφής  Α, άρα  x - 1 g (x)    f (x)  g (x). 

β.i.  Η  h  είναι γνησίως αύξουσα στο  [1 , e],  άρα 
  1  x  e    h (1)  h (x)  h (e)    0  h (x)  e - 2. 

   ii. Από  α’  ερώτημα είναι  h (x)  0, για κάθε  x > 0, άρα   
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        Ε = h (x)dx = (x - 1 - x)dx =  x dx - 1dx - (x)΄ xdx 

x           =  - x  - x x  + x ( x)΄dx 
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e 1 e           =  -  - (e - 1) - (e - 0) + 1dx  =  -
2 2 2
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e h (x)
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Θεωρούμε  u = h (x)
du = h΄(x) dx

 x = e  u = e - 2
 x = 1  u = 0

1  - e + 1 - e + x  
2

e 1          =  -  - e + 1 - e + e - 1 = 
2 2

  I = e [h (x) + 1] h΄(x) dx         

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2e  - 2e - 1 τ.μ.
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iii. 
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