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Δ1. Παραγωγίζουμε τη δοθείσα σχέση κατά μέλη 

   

 

x 2

0
      2 f (t) dt  = (x + 1)   2 f (x) = 2 (x + 1) (x + 1)

(x + 1)΄      f (x) = (x + 1)      
x + 1

(x + 1) (x + 1) (x + 1) f΄(x) =  = 
x + 1

n n n

nn

nn

        

 

  
  


(x + 1)f (x) = , x > - 1
x + 1

Δ2.

  




2

2 2

2

- (x + 1) (x + 1)΄
(x + 1)

1 (x + 1) - (x + 1) 1 1 - (x + 1)x + 1              =  = ,   x > -1
(x + 1) (x + 1)

1 - (x + 1)      f΄(x) = 0     = 0   1 - (x + 1) = 0  
(x + 1)

      (x + 1) = 

n

n n

n n

n



 

  



 

 

 1   x + 1 = e    x = 1 - e 
 

     x -1                                    e - 1                                 + 
f΄(x) + - 

f (x) 
  

    Η  f  παρουσιάζει  ολικό μέγιστο το  f (e - 1) = 1
e

,   

άρα για κάθε  x > -1  είναι : 

ee (x + 1) x + 1

1 (x + 1) 1     f (x)           e (x + 1) x + 1   
e x + 1 e

    (x + 1) x + 1  e e    n

n n

n

      

    e x + 1(x + 1) e

 


 

f

e - 1

0

(x + 1) f (x) = 0   = 0   (x + 1) = 0   x = 0
x + 1

      Aναζητώ το πρόσημο της  f  στο  [0 , e - 1]
1      0 x e - 1    f (0) f (x) f (e - 1)   0 f (x)
e

(x +       Ε = f (x)dx = 

n n

n



  

       



Δ3.  


e - 12e - 1

0
0

1) (x + 1)dx =   = 
x + 1 2

n 
 
 


1 τ.μ.
2



 

 



 

 

2 x + 1 2

η

x + 1

Για  x > -1  έχουμε :
      (x + 1)  = 2     (x + 1)  = 2     

(x + 1) 2      2 (x + 1) = (x + 1) 2   =   f (x) = f (1)
x + 1 2

    
    Θεωρούμε τη συνάρτηση  g, 

1   
 με  

λύσ
 (x

η
g

n n
n nn n

 

  

Δ4. 
 

  

1 2 3 1 2 3

1 2 2 3

1 1 2 2 2

) = f (x) - f (1)
    Έστω ότι η  g  έχει  3  ρίζες  ρ  , ρ  , ρ   με  ρ  < ρ  < ρ
    Η  g  είναι παραγωγίσιμη στα  [ρ  , ρ ]  και  [ρ  , ρ ]
    άρα από Θ. Rolle υπάρχουν  x (ρ  , ρ )  και  x (ρ  ,   3

1 2

ρ )
    τέτοια ώστε  g΄(x ) = g΄(x ) = 0
    Όμως  g΄(x) = f΄(x)  και η  f΄  έχει μοναδική ρίζα το  1 - e
    ATOΠΟ,  άρα η  g  έχει το πολύ δύο ρίζες
    Είναι  g (1) = g (3) = 0,  άρα 
    εξίσωση  f (x)

1

η

 = f (1)  έχει ακριβώς δύο λύσεις τις  x = 1  και  x = 3
    
     Στο διάστημα  Δ  = (-1 , e - 1)  
        η  εξίσωση  f (x) = f (1)  έχει προφανή λύση την  x = 1  
        και επειδή η 

2   λ

 f 

ση

ν

ύ

 εί



1

1 

2

αι γνησίως αύξουσα στο  Δ ,
        η  εξίσωση  f (x) = f (1)  έχει μοναδική λύση στο  Δ  την  x = 1
     Στο διάστημα  Δ  = [e - 1 , + )  

4 2 2 2        f (3) =  =  =  = f (1), άρα 
4 4 2

        η  ε

n n n
 

  

2

2

ξίσωση  f (x) = f (1)  έχει λύση την  x = 3  
        και επειδή η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  Δ ,
        η  εξίσωση  f (x) = f (1)  έχει μοναδική λύση στο  Δ  την  x = 3
     Άρα η εξίσωση  f (x) = f (1)  έχει ακριβώς δύο λύσεις τις  x = 1  και  x = 3

     Επομένως και 
     , .2 x + 1

η ισοδύναμή της εξίσωση  
(x + 1)  = 2   έχει ακριβώς δύο λύσεις  τις  x = 1  και  x = 3
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