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ΘΕΜΑ Α 
A1. Σχολικό βιβλίο σελίδες 260 - 261 
A2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 169 
A3. Σχολικό βιβλίο σελίδα 280 
Α4. α. Λάθος,     

β. Λάθος,    
γ. Σωστό,   
δ. Λάθος,   
ε. Λάθος.   
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 D  = (1  , 5) (5 , 9]
      f (A) = (-2 , 5]

 f (x) = f (x) = -2

       το  f (x)  δεν υπάρχει, διότι  f (x) = 1 f (x) = 2

       f (x) = 3

       το 
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x 9 x 9

 f (x)  δεν υπάρχει, διότι  f (x) = 2 f (x) = 4

       f (x) = f (x) = 3
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x 2

x 2
x 2

x 2
x 2

1   δεν υπάρχει διότι :
f (x)

f (x) = 0  και   1            = - ,  αφού  
f (x) f (x) < 0  στο  (1 , 2)

f (x) = 0  και  1            = + ,  αφού  
f (x) f (x) >
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x 8

x 6
x 6

Θέτω  f (x) = u
f (x) = 5x 8 u 5

 0  στο  (2 , 3)

f (x) = 0  και  1        = + , διότι  
f (x) f (x) > 0  στο (5 , 6) (6 , 7)

       f (f (x))  f (u) = 3

 Στο 
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1

x 3 x 3

2

x 7 x 7

3

 x  = 3  η  f  δεν είναι συνεχής, 
         διότι f (x) = 1 f (x) = 2.

      Στο  x  = 7  η  f  δεν είναι συνεχής, 
         διότι f (x) = 2 f (x) = 4.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Στο  x
     

 

 







 

 

im im

im im

f

f

 = 5  δεν μιλάμε για συνέχεια της  f,
                     διότι  5 D

Eίναι  f΄(4) = f΄(6) = f΄(8) = 0, διότι στα σημεία  
      (4 , 4), (6 , 0)  και  (8 , 5)  
      η  C   δέχεται οριζόντιες εφαπτ



B5. 

ομένες.
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ΘΕΜΑ Γ

 
2

η

3

η

       f΄(x) = (x )  = 3x 0, για κάθε  x IR
       και το  "="  ισχύει μόνο για  x = 0. 
       Η συνεχής  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  ΙR,
       δηλαδή η  f  είναι συνάρτηση  1-

1  λύση

1. 

      

 

2

 

Γ1.

΄

3 3
1 2 1 2 1 2

3 3

3 3

-1

       f (x ) = f (x )    x  = x     x  = x
       Άρα η  f  είναι συνάρτηση  1-1.

       Για  x < 0 : y = x     x = - -y, y < 0

       Για  x 0 : y = x     x = y, y 0

      Eπομένως  

σ

f

 η

 

λύ
 

 

   
33

-1
33

3

2

- -y, y < 0 - -x, x < 0
(y) =  ή   f  (x) = 

  y,  y 0   x,  x 0
1 Θεωρούμε συνάρτηση  h,  με   h (x) = ημx - x + x , x 0
6

1      h΄(x) = συνx - 1 + x , x 0
2

      h΄΄(x) = -ημx + x, x 0
   

  
 
   







Γ2.

h΄ 

   Για  x > 0  είναι  x > ημx,  άρα  h΄΄(x) > 0
      άρα η συνεχής  h΄  είναι γνησίως αύξουσα στο  [0 , + )

      Για  x > 0    h΄(x) > h΄(0)   h΄(x) > 0
      άρα η συνεχής  h  είναι γνησίως αύξ





 

h 
3

f 
3 3

ουσα στο  [0 , + )
1      Για  x > 0    h (x) > h (0)   ημx - x + x  > 0   
6

1 1      ημx > x - x      f (ημx) > f x - x
6 6
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0 0

0

3 2

0 0 0
y΄(t ) = x΄(t )

2 2
0 0 0 0

x (t ) 
2

0

 y (t) = x (t)   y΄(t) = 3x (t) x΄(t), t 0
      Έστω  t   η χρονική στιγμή που  y΄(t ) = x΄(t ) > 0

     Είναι  y΄(t ) = 3x (t ) x΄(t )    1 = 3x (t )    

1     x (t ) =   
3

  

  



Γ3.

> 0

0 0

3

0

1 3  x (t ) =     x (t ) = 
3 3

3 3 3 3 3    y (t ) = f  =  =  = 
3 3 27 9

3 3   Eπομένως το ζητούμενο σημείο είναι το  Μ  , .
3 9

 Θεωρώ συνάρτηση  s,  με  s (x) = f (x) g (x), x IR.
      s 



   
   
   

 
 
 

 Γ4.
3 3

x = -t1 1 dx = -dt
x = 1  t = -1 -1

(-x) = f (-x) g (-x) = (-x) g (x) = -x g (x) 
               = -f (x) g (x) = - s (x), x IR.
      Άρα η  s  είναι περιττή στο  IR.

      J = f (x) g (x) dx = s (x) dx 

  
 

 
-1

-1 1x = -1  t = 1

-1 1 1

1 -1 -1

1

-1

 s (-t) (-dt)

        = s (t) dt = - s (t) dt = - f (x) g (x) dx = - J

     Eίναι  J = - J   2J = 0  J = 0   f (x) g (x) dx = 0

    ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Αν  f  περιττή 







   



  



α

-α
στο  [-α , α],  τότε  f (x) dx = 0
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ΘΕΜΑ Δ 
 

 - -

+ +

0

x 1 x 1

x 1 x 1

 Η  f  είναι συνεχής σε καθένα από τα  (0  , 1)  και  (1 , + )  
      ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων.
      Στο  x  = 1 :

x      f (x) =  + 1   = 1
x

x      f (x) = 
x - 1

 

 

Δ1.

 

 

nim im

nim im
 

 

+

+ +

0
0

0DL'H x 1

x 0 x 0

1
x=  = 1  f  συνεχής στο  x = 1
1

      f (1) = 1
      Επομένως η  f  είναι συνεχής στο  (0 , + ).
             -------------------

x      f (x) =  + 1  = - , 
x

       



 















 

im

nim im

 

   

+ +

+ +

x 0 x 0

x 0 x 0

f 

x 1διότι   = x  = - ,
x x
1       αφού   = +   και  x = - 
x

      Άρα η  C  έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την  x = 0  (y΄y).

x x 0 < x < 1 : f΄(x) =  + 1  =   = 
x x

 

 

 

 

 
Δ2. 

  

  

 

nim im n

im im n

n n
2

1 - x  > 0
x

          αφού  x < 0  στο  (0 , 1).
          Είναι  f΄(x) > 0, για  x (0 , 1)
          δηλαδή η  f  δεν έχει κρίσιμα σημεία στο  (0 , 1).







n

n
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  2 2 2

x - 1 x - 1 - x x - x  x x - 1 - x xx x       x > 1 : f΄(x) = =  =  = 
x - 1 (x - 1) (x - 1) x (x - 1)

Θεωρούμε συνάρτηση  g,  με  g (x) = x - 1 - x x, x 1
g΄(x) = (x - 1 - x

                     






 


 




nnn n

n

g 

x)΄ = 1 - 1 - x = - x < 0,  για  x > 1
άρα η συνεχής  g  είναι γνησίως φθίνουσα στο  [1 , + )

Για  x > 1      g (x) < g (1)    x - 1 - x x < 0

          Επομένως  f΄(x) < 0,  για  x > 1,
       





 

 



n n n

n

- -

0

x 1 x 1

   δηλαδή η  f  δεν έχει κρίσιμα σημεία στο  (1 , + ).

       x  = 1 : 
x + 1f (x) - f (1) x          = 

x - 1 







 

n

im im
- 1  

- -

+ + +

+

0
0

2 DL'Hx 1 x 1

x 1 x 1 x 1

x 1

1
x x = =   = 1

x - 1 x  - x 2x - 1

x x - x + 1 - 1f (x) - f (1) x - 1 x - 1          =  =  
x - 1 x - 1 x - 1

x - x + 1                                = 
(x -

 

  



 

 

  



nim im

n n

im im im

nim
   

+ +

- +

0 0
0 0 2

2 DL'H DL'Hx 1 x 1

x 1 x 1

0

0

1 1 - 1 - 1x x= =  = -
 1) 2(x - 1) 2 2

f (x) - f (1) f (x) - f (1)       Είναι  ,
x - 1 x - 1

      άρα η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο  x  = 1,
      δηλαδή το  x  = 1  ε

 

 


 

 

im im

im im

ίναι το μοναδικό κρίσιμο σημείο της  f.
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Δ3. i) 
x 0                                1                              + 

f ΄(x) + - 
f (x) 

  

 H  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Δ1 = (0 , 1) 

   

 
 

+ +

- -

x 0 x 0
1

x 1 x 1

1 0 1

x      f (x) =  + 1  = -
x  f (Δ ) = (-  , 1)
x      f (x) =  + 1  = 1

x
      0 f (Δ ),  άρα η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μοναδική ρίζα  x Δ .

 

 

 



 

 

 

nim im

nim im
  

 H  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ2 = [1 , +). 

 

 

0

+
2+

x + x + DL'H x +

2 2

0<x <1
0

0
0

      f (1) = 1
1  f (Δ ) = (0 , 1]

x x      f (x) = =  = 0
x - 1 x

      0 f (Δ ),  άρα η εξίσωση  f (x) = 0  δεν έχει ρίζες στο  Δ

xf (x ) = 0  + 1 = 0 
x




     










 

.

ii) 

  



nim im im

n

 
0 0 0

0
0 0

0

f 

0 0
1 221 1 0

0x x x

2 2
0 0

0

x  = -1  x  = -x  
x

    0 < x x 1    f (x ) f (x) f (1)    0 f (x) 1

xx x    E = f (x) dx = +1  dx = +x = 1 - +x
x 2 2

x x       = 1 -  - x  =  1 -  - 
2 2





       

  
      

(1)

(1) 

 



n n

nn n

n 2
0 0

0
-x  - 2x  + 2x  =  τ.μ.

2
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2

2

2

(x + 1) F (x) > x F (1) + F (x )  
      x F (x) + F (x) > x F (1) + F (x )                        x > 1
      x F (x) - x F (1) >  F (x ) - F (x)                      x - 1 > 0
      x F (x) - F 

  

  

  



Δ4. 

 
 

2

2

2

2

2

(1)  >  F (x ) - F (x)                    x (x - 1) > 0
x F (x) - F (1) F (x ) - F (x)       >   

x (x - 1) x (x - 1)
F (x) - F (1) F (x ) - F (x)       >    

x - 1 x  - x

      Eίναι  1 < x < x
       F 

 




 



(2)

2

2

1 1 1

2
2

 συνεχής στα  [1 , x], [x , x ]
       F  παραγωγίσιμη στα  (1 , x), (x , x )
      από  Θ.Μ.Τ. υπάρχουν :

F (x) - F (1)     ξ (1 , x),  τέτοιο ώστε  F΄(ξ ) =  = f (ξ )
x - 1

     ξ (x , x ),  τέτοιο ώσ






2

2 22

f  στο (1,+ )

1 2 1 2
2

1 2

2

F (x ) - F (x)τε  F΄(ξ ) =  = f (ξ )
x  - x

    (2)     f (ξ ) > f (ξ )    ξ  < ξ
    που ισχύει διότι  1 < ξ  < x < ξ  < x .

   Eπομένως  (x + 1) F (x) > x F (1) + F (x ) , για  x > 1.

 

 

 

 

 


