Καταπέλτης

Δημήτρης Τσαούσης

Περίληψη

Στην εργασία μας  αυτή έχουμε στόχο να καλύψουμε το κενό που υπάρχει στη βιβλιογραφία σχετικά με το αν διατηρείται η στροφορμή ενός σώματος το οποίο αρχικά περιστρέφεται γύρω από το κέντρο μάζας του και το εξαναγκάζουμε να περιστρέφεται γύρω από ένα άλλο άξονα παράλληλο προς τον αρχικό. Αποδεικνύουμε ότι πράγματι σε μια τέτοια αλλαγή άξονα περιστροφής, ισχύει η διατήρηση της στροφορμής. Για την απόδειξη αυτή υποθέτουμε την ύπαρξη ενός ενδιάμεσου μαθηματικού άξονα, που μας βοηθά να αλλάξουμε άξονα και μετατρέποντας τον μαθηματικό σε πραγματικό άξονα, εφαρμόζουμε τη διατήρηση της στροφορμής. 

Ο στιγμιαίος πραγματικός άξονας που δημιουργήσαμε, παράλληλος προς τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας του δίσκου, όταν καταργηθεί, μετατρέπει την αρχική στροφική κίνηση του δίσκου γύρω από το κέντρο μάζας του σε σύνθετη, περιστροφική και μεταφορική. Κατά κάποιο τρόπο ο στιγμιαίος άξονας παίζει το ρόλο ενός καταπέλτη. Η κατεύθυνση της μεταφορικής κίνησης εξαρτάται από τη χρονική στιγμή που θα καταργηθεί ο στιγμιαίος άξονας.

Το πρόβλημα

Κυκλικός δίσκος μάζας m και ακτίνας R, περιστρέφεται γύρω από το κέντρο μάζας του Κ, με γωνιακή ταχύτητα ω1 εκτός πεδίου βαρύτητας. Κάποια χρονική στιγμή ένα άγκιστρο τον υποχρεώνει να περιστρέφεται γύρω από σημείο Α της περιφέρειάς του. Να βρεθεί η γωνιακή ταχύτητα ω2 με την οποία ο δίσκος περιστρέφεται γύρω από το σημείο Α. Στη συνέχεια το άγκιστρο ελευθερώνει το δίσκο. Να περιγραφεί η κίνηση του δίσκου μετά την απελευθέρωσή του από το άγκιστρο. 
Ροπή αδράνειας του δίσκου 
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Σχήμα 1. Όταν ο περιστρεφόμενος δίσκος γύρω από το κέντρο μάζας του υποχρεωθεί να περιστραφεί γύρω από παράλληλο άξονα προς τον αρχικό, εξασκείται στο δίσκο εξωτερική δύναμη F.

Ο κυκλικός δίσκος μάζας m και ακτίνας R, περιστρέφεται γύρω από το κέντρο μάζας του Κ, με γωνιακή ταχύτητα ω1 εκτός πεδίου βαρύτητας. Ο δίσκος έχει ως προς τον άξονα ΚO στροφορμή: 
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(1)
Η στροφορμή αυτή L1, αποτελεί το σπιν του δίσκου. 

Η στροφορμή του δίσκου ως προς ένα μαθηματικό (μη πραγματικό) άξονα ΑΒ και παράλληλο προς τον ΚΟ, όπως φαίνεται στο σχήμα 1, είναι πάλι L1 διότι το κέντρο μάζας του δίσκου είναι ακίνητο και σύμφωνα με το θεώρημα του σπιν(, η στροφορμή ενός αντικειμένου σε σχέση με κάποιο εξωτερικό άξονα ΑΒ, μπορεί να υπολογιστεί αν προσθέσουμε την στροφορμή του λόγω περιστροφής γύρω από το κέντρο μάζας του και την στροφορμή που θα είχε το σώμα αν ήταν συγκεντρωμένο στο κέντρο μάζας και περιστρεφόταν το κέντρο μάζας γύρω από τον άξονα ΑΒ((.
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Σχήμα 2. Όταν ο περιστρεφόμενος δίσκος γύρω από το κέντρο μάζας του υποχρεωθεί να περιστραφεί γύρω από παράλληλο άξονα προς τον αρχικό, το κέντρο μάζας του κινείται και αυτό σε κύκλο που φαίνεται με διακεκομμένη γραμμή. 

Αν κάποια χρονική στιγμή, ο μαθηματικός άξονας ΑΒ γίνει πραγματικός, θα εφαρμόσει στο σημείο Α του δίσκου μια δύναμη F, όπως φαίνεται στο σχήμα 1, και ο δίσκος θα αρχίσει να περιστρέφεται γύρω από τον άξονα ΑΒ όπως φαίνεται στο σχήμα 2. Χρησιμοποιήσαμε ένα ποδήλατο για να φτιάξουμε μια πειραματική συσκευή που φαίνεται στο σχήμα 3 για να υλοποιήσουμε το εικονικό πείραμα που περιγράφεται στο σχήμα 2. 
Η ροπή της δύναμης F ως προς τον άξονα ΑΒ είναι μηδέν, αφού διέρχεται από τον άξονα ΑΒ και άρα για τον άξονα αυτό θα ισχύει η διατήρηση της στροφορμής του δίσκου. Η δύναμη F εξασκείται στον δίσκο και επομένως, αφ’ ενός θα επιταχύνει το κέντρο μάζας του και θα του δώσει κάποια ταχύτητα υ, αφετέρου, η ροπή της δύναμης αυτής ως προς το κέντρο μάζας θα μειώσει το σπιν του δίσκου. Επειδή ο δίσκος είναι στερεό σώμα, η τελική γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του γύρω από το κέντρο μάζας του ω2, θα είναι  ίση με την γωνιακή ταχύτητα περιφοράς του δίσκου γύρω από τον άξονα ΑΒ. Επομένως για τη γραμμική ταχύτητα του κέντρου μάζας του δίσκου θα ισχύει υ = ω2R. Το σπιν του δίσκου θα μειωθεί αλλά θα αρχίσει το κέντρο μάζας να περιφέρεται γύρω από τον άξονα ΑΒ, οπότε τροχιακή του στροφορμή θα αυξηθεί και θα διατηρηθεί η συνολική του στροφορμή.

Αφού έχουμε διατήρηση της στροφορμής θα ισχύει
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(2)

όπου Ι2 η στροφορμή του δίσκου γύρω από τον άξονα ΑΒ όπως υπολογίζεται από το θεώρημα Steiner. Η Ενέργεια του δίσκου από Ε1 θα γίνει Ε2.
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(3)

αντίστοιχα 
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Σχήμα 3. Φωτογραφία της πειραματικής συσκευής που φτιάξαμε από ένα ποδήλατο για να υλοποιήσουμε το εικονικό πείραμα που φαίνεται στο σχήμα 2. Για να δείτε τη συσκευή να δουλεύει κάνετε κλικ εδώ.
Βλέπουμε ότι η ενέργεια Ε2 του δίσκου ελαττώθηκε σημαντικά και τελικά έγινε Ε2 = ⅓Ε1. Το άγκιστρο πρέπει να είναι πολύ ισχυρό αφού απορροφά την απώλεια της αρχικής ενέργειας ⅔Ε1 του δίσκου.
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Σχήμα 4. Ο  δίσκος περιστρέφεται γύρω από  άξονα παράλληλο προς αυτόν που διέρχεται από το κέντρο μάζας. Αν ο άξονας αυτός πάψει να υφίσταται, ο δίσκος κάνει πλέον σύνθετη κίνηση, περιστροφική και μεταφορική. 

Αν καταργηθεί πάλι ο άξονας ΑΒ θα πάψει ο δεσμός Α, και ο δίσκος θα ταξιδέψει ευθύγραμμα με ταχύτητα υ = ω2R ενώ θα περιστρέφεται συγχρόνως γύρω από το κέντρο μάζας του με γωνιακή ταχύτητα ω2, όπως φαίνεται στο σχήμα 4. Κατά κάποιο τρόπο ο στιγμιαίος άξονας παίζει το ρόλο ενός καταπέλτη. Η κατεύθυνση της ταχύτητας του κέντρου μάζας του δίσκου εξαρτάται από τη χρονική στιγμή που θα καταργηθεί ο στιγμιαίος άξονας.
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( The spin theorem, Benjamin Crowell


An object’s angular momentum with respect to some outside axis A can be found by adding up two parts:


(1) The first part is the object’s angular momentum found by using its own center of mass as the axis, i.e., the angular momentum the object has because it is spinning.


(2) The other part equals the angular momentum that the object would have with respect to the axis A if it had all its mass concentrated at and moving with its center of mass.





(( Ένας ομογενής στερεός δίσκος μάζας Μ περιστρέφεται γύρω από έναν άξονα παράλληλο προς τον άξονα συμμετρίας του που διέρχεται από το κέντρο του. Η στροφορμή του δίσκου είναι: 


� EMBED Equation.3  ���


όπου Ιc είναι η ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας του και υc είναι η ταχύτητα του κέντρου μάζας. Ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους αυτής της έκφρασης ονομάζεται εσωτερική στροφορμή (spin) γιατί αναφέρεται στο μέρος εκείνο της στροφορμής που σχετίζεται με την περιστροφή του συστήματος ως προς το κέντρο μάζας. Ο δεύτερος όρος του δεξιού μέλους συνήθως αναφέρεται ως τροχιακή στροφορμή. (Η απόδειξη της πρότασης μπορεί να γίνει με χρήση του θεωρήματος των παραλλήλων αξόνων). Serway�
��
�
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