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Θεμέλια Μαθηματικών – Ασκήσεις 
Σελίδες 314 (17x24) 

 

Δεν επιτρέπεται η αντιγραφή, η φωτοτυπία, η δημοσίευση, η 

ανατύπωση όλου ή μέρους του παρόντος βιβλίου, χωρίς την έγγραφη 

άδεια του συγγραφέα. 

 

 

 

 

Κάθε γνήσιο αντίτυπο του βιβλίου είναι υπογεγραμμένο ή 

σφραγισμένο από τον συγγραφέα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ηλίας Σκαρδανάς 

Μαθηματικός 

 

Μαραθιά  

27200 Αμαλιάδα 

info@mathologic.gr  



 

 

5 

 

 

1. 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΛΟΓΙΚΗ 

 ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ 
ΣΥΝΟΛΩΝ 

 

1. Ποιες από τις παρακάτω εκφράσεις είναι λογικές προτάσεις;  

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

1. «Ο αριθμός 1 είναι πρώτος » 

2. «Ο αριθμός 4 είναι άρτιος » 

3. «Ο αριθμός 7 είναι σύνθετος » 

4. «Ο αριθμός 16 είναι τέλειο τετράγωνο » 

5. «Οι αριθμοί  3 και  4 είναι άρτιοι. » 

6. «Το τραγούδι Γερακίνα είναι ωραίο»  

7. «Όλοι οι ακέραιοι είναι άρτιοι ή περιττοί » 

Λύση: 

«Ο αριθμός 1 είναι πρώτος » Η πρόταση είναι ψευδής. 

«Ο αριθμός 4 είναι άρτιος » Η πρόταση είναι αληθής. 

«Ο αριθμός 7 είναι σύνθετος » 
Το 7 είναι πρώτος άρα η 

πρόταση είναι ψευδής. 

«Ο αριθμός 16 είναι τέλειο τετράγωνο » 
Η πρόταση είναι αληθής 

αφού 
216 4 . 

«Οι αριθμοί  3 και  4 είναι άρτιοι. » Η πρόταση είναι ψευδής. 

«Το τραγούδι Γερακίνα είναι ωραίο» 

Άλλος χαρακτηρίζει την 

πρόταση αληθή και 

άλλος ψευδή. 

«Όλοι οι ακέραιοι είναι άρτιοι ή περιττοί » Η πρόταση είναι αληθής. 
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Επομένως όλες οι προτάσεις πλην της 6 είναι λογικές προτάσεις. 

Η πρόταση 6 δεν είναι λογική διότι δεν έχει λογική τιμή. 

2. Δίνονται οι προτάσεις 

 p: «Ο αριθμός 12 είναι άρτιος » 

 q: «Ο αριθμός 3 είναι περιττός » 

 r: «Ο αριθμός 7 είναι αρνητικός » 

 Να διατυπωθούν οι προτάσεις:   

  «Αν p τότε q»  

  «Αν όχι  p τότε ( q και r)»  

  «(q και r) αν και μόνο αν p»  

  «(Αν  p τότε q) ή (αν  p τότε  r)». 

Με ποιο τρόπο θα συμβολίσετε τις προτάσεις αυτές. 

Λύση: 

 Αν ο αριθμός 12 είναι άρτιος τότε ο 3 είναι περιττός. 
p q  

 Αν ο αριθμός 12 δεν είναι άρτιος τότε, ο 3 είναι περιττός και 

ο 7 αρνητικός. 

 p q r  . 

 Ο αριθμός 3 είναι περιττός και ο 7 αρνητικός, αν και μόνο αν 

ο 12 είναι άρτιος.  

 q r p   

 Αν ο αριθμός 12 είναι άρτιος τότε ο 3 είναι περιττός ή αν ο 

12 είναι άρτιος τότε ο 7 είναι αρνητικός. 

   p q p r    

 

3. Δίνονται οι πιο κάτω προτάσεις – συνεπαγωγές: 

- «Εάν κάποιος γεννήθηκε στην Αμαλιάδα, τότε έχει την 

ελληνική ιθαγένεια». 

- «Εάν ένα σημείο βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετο ενός 

ευθύγραμμου τμήματος, τότε απέχει εξίσου από τα άκρα του». 

- «Εάν δυο ορθογώνια έχουν ίσες βάσεις και ίσα ύψη, τότε 
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έχουν ίσα εμβαδά». 

Να διατυπώσετε τις αντίστροφες, τις αντίθετες και τις 

αντιθετοαντίστροφες προτάσεις. 

Λύση: 

 «Εάν κάποιος γεννήθηκε στην Αμαλιάδα, τότε έχει την 

ελληνική ιθαγένεια» 

Αντίστροφη: Εάν κάποιος έχει την ελληνική ιθαγένεια, τότε 

γεννήθηκε στην Αμαλιάδα. 

Αντίθετη: Εάν κάποιος γεννήθηκε στην Αμαλιάδα, τότε δεν 

έχει την ελληνική ιθαγένεια. 

Αντιθετοαντίστροφη: Εάν κάποιος δεν έχει την ελληνική 

ιθαγένεια, τότε δεν γεννήθηκε στην Αμαλιάδα. 

 «Εάν ένα σημείο βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετο ενός 

ευθύγραμμου τμήματος, τότε απέχει εξίσου από τα άκρα 

του». 

Αντίστροφη: Εάν ένα σημείο απέχει εξίσου από τα άκρα ενός 

ευθύγραμμου τμήματος, τότε βρίσκεται πάνω στη 

μεσοκάθετο του. 

Αντίθετη: Εάν ένα σημείο βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετο 

ενός ευθύγραμμου τμήματος, τότε δεν απέχει εξίσου από τα 

άκρα του. 

Αντιθετοαντίστροφη: Εάν ένα σημείο δεν απέχει εξίσου από 

τα άκρα ενός ευθύγραμμου τμήματος, τότε δεν βρίσκεται 

πάνω στη μεσοκάθετο του. 

 

 «Εάν δυο ορθογώνια έχουν ίσες βάσεις και ίσα ύψη, τότε 

έχουν ίσα εμβαδά» 

Αντίστροφη: Εάν δυο ορθογώνια έχουν ίσα εμβαδά, τότε 

έχουν ίσες βάσεις και ίσα ύψη.  

Αντίθετη: Εάν δυο ορθογώνια έχουν ίσες βάσεις και ίσα ύψη, 

τότε δεν έχουν ίσα εμβαδά. 

Αντιθετοαντίστροφη: Εάν δυο ορθογώνια δεν έχουν ίσα 

εμβαδά, τότε δεν έχουν ίσες βάσεις και ίσα ύψη. 
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4. Να βρεθούν οι λογικές τιμές των προτάσεων: 

1. (3 2) (7 5)    

2. (4 1) (12 13)    

3. (4 5) (7 2)    

4. (5 11) (6 3)    

5. ((12 3) (5 2)) ((3 1) (2 4))        

Λύση: 

(3 2) (7 5)    είναι αληθής. Αφού η υπόθεση είναι 

ψευδής η συνεπαγωγή 

είναι αληθής ότι κι αν είναι 

το συμπέρασμα. 

 

(4 1) (12 13)    είναι αληθής. Αφού είναι αληθείς και οι 

δύο προτάσεις. (Η μία 

μόνο θα αρκούσε) 

 

(4 5) (7 2)    είναι αληθής. Αφού είναι αληθείς και οι 

δύο προτάσεις. 

 

(5 11) (6 3)    είναι αληθής. Αφού είναι αληθείς και οι 

δύο προτάσεις. 

 

((12 3) (5 2)) ((3 1) (2 4))        

είναι ψευδής. 

Η υπόθεση είναι αληθής 

και το συμπέρασμα 

ψευδές. 
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5. Αποδείξτε ότι οι πιο κάτω λογικοί τύποι είναι ισοδύναμοι: 

1. p και p  

2. p q  και p q  

3. p q και p q  

4. p q και p q  

Λύση: 

1.  

p  p  p  

α ψ α 

ψ α ψ 
 

Παρατηρήστε ότι 

σε κάθε 

περίπτωση οι δύο 

προτάσεις 

παίρνουν τις ίδιες 

λογικές τιμές. 

2.  
p  q  p q  p  p q  

α α α ψ α 

α ψ ψ ψ ψ 

ψ α α α α 

ψ ψ α α α 
 

3.  

p  q  p q  p q  p  q  p q  

α α α ψ ψ ψ ψ 

α ψ α ψ ψ α ψ 

ψ α α ψ α ψ ψ 

ψ ψ ψ α α α α 
 

4.  

p  q  p q  p q  p  q  p q  

α α α ψ ψ ψ ψ 

α ψ ψ α ψ α α 

ψ α ψ α α ψ α 

ψ ψ ψ α α α α 
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6. Να γίνουν οι πίνακες αλήθειας για τις παρακάτω προτάσεις: 

1. 1 2 3 2((p p ) p ) p    

2.      p q p q p q        

3. (p q) (p q) (p q)     
 

 

4.    p (q r) (p q) (p r)       

5.  (p q) (p r) (q r)      

Λύση: 

1.  

1p  2p  2p  1 2p p   1 2 3p p p    1 2 3 2p p p p    

α α α α α α 

α α ψ α α ψ 

α ψ α ψ α α 

α ψ ψ ψ ψ α 

ψ α α ψ α α 

ψ α ψ ψ ψ α 

ψ ψ α ψ α α 

ψ ψ ψ ψ ψ α 
 

2.  

p  q  p  q  p q  p q     p q p q    … 

α α ψ ψ α ψ ψ … 

α ψ ψ α α α α … 

ψ α α ψ α α α … 

ψ ψ α α ψ α ψ … 

 

p  q  … p q  p q     p q p q p q        

α α … α ψ α 

α ψ … ψ α α 

ψ α … α ψ ψ 

ψ ψ … α ψ α 
 

 

Ηλία
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3.  

p  q  q  p q  p q  p q     p q p q    Τελική 

α α ψ α ψ α ψ ψ 

α ψ α ψ α α α α 

ψ α ψ ψ α ψ ψ α 

ψ ψ α ψ ψ α ψ α 
 

4.  

p  q  r  q r   p q r   p q  p r     p q p r    Τ 

α α α α α α α α α 

α α ψ α α α ψ α α 

α ψ α α α ψ α α α 

α ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ α 

ψ α α α α α α α α 

ψ α ψ α α α α α α 

ψ ψ α α α α α α α 

ψ ψ ψ ψ α α α α α 
 

5.  

p  q  r  p q  p r  q r     p r q r    Τελική 

α α α α α α α α 

α α ψ α α α α α 

α ψ α ψ α α α α 

α ψ ψ ψ α ψ ψ α 

ψ α α ψ α α α α 

ψ α ψ ψ ψ α ψ α 

ψ ψ α α α α α α 

ψ ψ ψ α ψ ψ α α 
 

 

  

Ηλία
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7. Αν η πρόταση p q  είναι αληθής, να βρεθεί η λογική τιμή 

της πρότασης:  (p q) (p q)   . 

Λύση: 

Α! τρόπος: Κατασκευάζω τον πίνακα αλήθειας… 

p  q  p q  p  q  p q  p q     p q p q    

α α α ψ ψ ψ ψ α 

α ψ ψ      

ψ α ψ      

ψ ψ α α α ψ ψ α 
 

… και επιλέγω τις περιπτώσεις που η p q  είναι αληθής. 

Β! τρόπος: Αφού η p q  είναι αληθής, οι προτάσεις p και q έχουν την 

ίδια λογική τιμή. Αυτό σημαίνει ότι οι προτάσεις p και q  δεν έχουν την 

ίδια λογική τιμή άρα η p q  είναι ψευδής. Ομοίως και η p q  είναι 

ψευδής. Άρα η    p q p q    θα είναι αληθής. 

 

8. Αν η ισοδυναμία p q  είναι ψευδής, να βρεθεί η λογική τιμή 

της κάθε μιας από τις προτάσεις: 

1. (p q) (p q)   . 

2.    p p q q p       

Λύση: 

1.  

p  q  p q  p  q  p q  p q     p q p q    

α α α      

α ψ ψ ψ α α α α 

ψ α ψ α ψ α α α 

ψ ψ α      
 Ηλία
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2. 

p  q  p q  p q   p p q   p q     p p q p q       

α α α     

α ψ ψ α α α α 

ψ α ψ α α α α 

ψ ψ α     
 

Άρα και οι δύο προτάσεις είναι αληθείς, με βάση την υπόθεση. 

 

9. Να βρείτε ποιες από τις επόμενες προτάσεις είναι ταυτολογίες 

και ποιες αντιφάσεις: 

1.  p p q q      

2.    p q p q    

3.  p p q p    

4. p q p q    

5.    p p q q    

Λύση: 

1.  

p  q  p q   p p q    p p q q      

α α α α α 

α ψ ψ ψ α 

ψ α α ψ α 

ψ ψ α ψ α 
 

Είναι ταυτολογία. 

2.  

p  q  p q  p  q  p q     p q p q    

α α ψ ψ ψ ψ ψ 

α ψ α ψ α ψ ψ 

ψ α α α ψ ψ ψ 

ψ ψ ψ α α α ψ 
 

Είναι αντίφαση. 

Ηλία
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3.  

p  q  p q   p p q    p p q p    

α α α α α 

α ψ ψ α α 

ψ α ψ ψ α 

ψ ψ ψ ψ α 
 

Είναι ταυτολογία. 

4.  

p  q  p q  p q  p  q  p q  p q  p q p q    

α α α ψ ψ ψ ψ α ψ 

α ψ ψ α ψ α ψ α α 

ψ α ψ α α ψ ψ α α 

ψ ψ ψ α α α α ψ ψ 
 

Η πρόταση δεν είναι ούτε ταυτολογία ούτε αντίφαση. 

5.  

p  q  p  q  p p  q q     p p q q    

α α ψ ψ α α α 

α ψ ψ α α α α 

ψ α α ψ α α α 

ψ ψ α α α α α 
 

Είναι ταυτολογία. 

10. Να βρεθούν οι τιμές αλήθειας των προτάσεων p και q αν 

ισχύει: 

1.    p q p q    είναι αληθής. 

2.    p q q p    είναι ψευδής. 

Λύση: 

Κατασκευάζω τον πίνακα αλήθειας για κάθε λογική πρόταση και 

διαγράφω τις περιπτώσεις που είναι αντίθετες προς την υπόθεση. Ηλία
ς Σ

κα
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1.  

p  q  p q  p q     p q p q    

α α α α α 

α ψ ψ α ψ 

ψ α α α α 

ψ ψ α ψ ψ 
 

Άρα θα πρέπει η πρόταση q να είναι αληθής ενώ η λογική τιμή της 

πρότασης p είναι αδιάφορη. 

2.  

p  q  p q  p q     p q p q    

α α ψ α ψ 

α ψ α ψ ψ 

ψ α α α α 

ψ ψ ψ α ψ 
 

Επομένως θα πρέπει οι προτάσεις p και q να έχουν την ίδια λογική 

τιμή ή να είναι η p αληθής και ταυτόχρονα η q ψευδής. 
 

11. Εξετάστε αν ορίζεται ο σύνολο {x/x : ωραίο τραγούδι.} 

Λύση: 

Το σύνολο {x/x : ωραίο τραγούδι.} δεν ορίζεται καλώς διότι τα 

στοιχεία του δεν είναι σαφώς καθορισμένα, αφού η έννοια ωραίο 

τραγούδι είναι υποκειμενική. (Ο καθένας θεωρεί ωραία τραγούδια 

αυτά που του αρέσουν) 
 

12. Να γραφούν με περιγραφή τα σύνολα  Α={2,4,6,8,…,98}, 

Β={α,ε,ο,ω,η,ι,υ}, Γ={α,ι,υ}, Δ={Δεκέμβριος, Ιανουάριος, 

Φεβρουάριος}. 

Λύση: 

 x / x : άρτιος αριθμός μικρότερος 100    

 x / x : φωνήεν του ελληνικού αλφαβήτου   

 x / x : δίχρονο φωνήεν του ελληνικού αλφαβήτου   

Ηλία
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 x / x : μήνας του χειμώνα του βορείου ημισφαιρίου   

 

13. Τα σύνολα Α={x/x : σύμφωνο του ελληνικού αλφαβήτου}, 

Β={x/x : άρτιο πολλαπλάσιο του 5 μεταξύ 0 και 120} να 

γραφούν με αναγραφή. 

Λύση: 

 , , , , , , , , , , , , , , φ, , ψ                  

 10, 20,30, 40,50,60,70,80,90,10,110   

 

14. Να γραφούν με αναγραφή των στοιχείων τους τα σύνολα  

Μ={x/x : ψηφίο του αριθμού 1424125} και   

Ν={x/x : γράμμα της λέξης «μαθηματικά»}. 

Λύση: 

Μ={1,2,4,5} 

Ν={μ,α,θ,η,τ,ι,κ} 

 

15. Να εξετάσετε ποια από τα παρακάτω σύνολα είναι ισοδύναμα 

Α={x/x : φωνήεν του ελληνικού αλφαβήτου}, Β={x/x : νησί 

των Επτανήσων}, Γ={x/x : μήνας του έτους}, Δ={x/x : ημέρα 

της εβδομάδας}, Ε={x/x : θαύμα του κόσμου}. 

Λύση: 

Ν(Α)=7 Τα φωνήεντα είναι επτά. 

Ν(Β)=7 Τα Επτάνησα είναι επτά. 

Ν(Γ)=12 Οι μήνες του έτους είναι δώδεκα. 

Ν(Δ)=7 Οι ημέρες της εβδομάδας είναι επτά. 

Ν(Ε)=7 Τα θαύματα του κόσμου είναι επτά 

Άρα τα σύνολα Α, Β, Δ, Ε είναι ισοδύναμα.         Ηλία
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16. Να βρεθεί το δυναμοσύνολο του συνόλου Α={x/x : γράμμα της 

λέξης «μάνα»}. 

Λύση: 

 , ,      επομένως θα είναι: 

(A)              , , , , , , , , , , ,               

17. Δίνονται τα σύνολα     1 , 1,2   και  1,2  . Είναι τα Α 

και Β ίσα; Είναι ισοδύναμα; Γιατί δεν ισχύει   ; Υπάρχει 

σχέση που να συνδέει τα Α και Β. 

Λύση: 

Τα Α και Β δεν είναι ίσα, διότι δεν έχουν τα ίδια στοιχεία.  

Τα Α και Β είναι ισοδύναμα διότι έχουν τον ίδιο πληθικό αριθμό 2. 

Τα στοιχεία του Α είναι σύνολα ενώ τα στοιχεία του Β είναι αριθμοί. 

Επομένως δεν είναι δυνατόν να ισχύει   . Άρα  . 

Παρατηρώ ότι το Β είναι στοιχείο του Α. Άρα  . 

 

18. Να ορίσετε με περιγραφή δύο ισοδύναμα σύνολα. 

Λύση: 

Βλέπε τα ισοδύναμα σύνολα της άσκησης 15. Ένα ακόμα ισοδύναμο 

σύνολο με αυτά είναι το Ζ={x/x: μήνας του έτους με 31 ημέρες} 

Ακόμα παραδείγματα ισοδυνάμων συνόλων είναι:  

 Α={x/x: Θεός του Ολύμπου} και Β={x/x: μήνας του έτους} 

Ν(Α)=Ν(Β)=12. 

 Γ={x/x: Τάξη του Ενιαίου Λυκείου} και Δ={x/x: Μήνας που 

το όνομά του αρχίζει από Ι.}.  Ν(Γ)=ΝΔ)=3. 
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19. Έστω ότι  U 1,2,3,4,5,6 ,  2,4,6  ,  4,5,6  . 

Να βρεθούν τα σύνολα:   

1. c , c . 

2.  ,  . 

3.  ,  . 

4.  
c

 , c c   

5.  
c

 , c c   

6.     

Λύση: 

 C 1,3,5    C 1, 2,3   

 2, 4,5,6    4,6   

 2    5   

   
C

1,3    C C 1,3    

   
C

1,2,3,5    C C 1, 2,3,5    

 2,5      
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20. Αποδείξτε με τη βοήθεια διαγραμμάτων του Venn τους 

κανόνες του  de Morgan: 
 

c c c   
 και 

 
c c c   

. 

Λύση: 

 

21. Δίνονται τα σύνολα  Α={1,2,3,4,5,6,…}, 

  Β={2,4,6,8,10,…},  

  Γ={1,3,5,7,9,…},  

  Δ={5,10,15,20,25,…}.  

Να βρεθούν οι τομές τους ανά δύο, οι ενώσεις τους ανά δύο, οι 

συνολοθεωρητικές διαφορές τους ανά δύο και το κοντρασύν 

τους ανά δύο. 

Λύση: 

Παρατηρώ ότι είναι    ,    ,     

        

        

        
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       

 10, 20,30...    2, 4,5,6,8,10,12,14,15,16,...   

 5,15, 25,...    1,3,5,7,9,10,11,13,15,...   

 

         1, 2,3, 4,6,7,8,9,11,...   

         

 

B     2, 4,6,8,12,14,16,18, 22,...   

    5,15, 25,...   

 

 1,3,7,9,11,13,17,...    10, 20,30,...   

 

      

      

 1, 2,3, 4,6,7,8,9,11,...     

      

 2, 4,5,6,8,12,14,15,16,...    

 1,3,7,9,10,11,13,17,19, 20, 21, 23,...     

22. Αποδείξτε ότι  , για οποιοδήποτε σύνολο Α 

Λύση: 

Αρκεί να αποδείξω ότι κάθε στοιχείο του   ανήκει και στο Α. 

Δηλαδή να δείξω την συνεπαγωγή x x  . Παρατηρώ ότι η 

υπόθεση x  είναι ψευδής (αφού το κενό δεν έχει στοιχεία). 

Επομένως βγαίνει το συμπέρασμα ότι η συνεπαγωγή είναι αληθής 

αφού είναι γνωστό ότι όλες οι συνεπαγωγές με ψευδή υπόθεση είναι 

αληθείς. Ηλία
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2. ΤΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ 
ΣΥΝΟΛΑ 

23. Να συμπληρώσετε τη δεύτερη στήλη του παρακάτω πίνακα 

μεταφράζοντας στη συμβολική γλώσσα των μαθηματικών τις 

προτάσεις που βρίσκονται στην πρώτη στήλη. 

Φυσική γλώσσα Συμβολική γλώσσα 

Ο κ είναι ακέραιος.   

Ο x είναι άρρητος. x   

Οι ακέραιοι κ, λ είναι 

διαδοχικοί. 
1    ,   

Ο μ είναι άρτιος. 2   ,   

Ο ν είναι περιττός. 2 1    ,   

 

24. Να συμβολίσετε με τον κατάλληλο τρόπο τις πιο κάτω 

προτάσεις: 

1. Ο α είναι πολλαπλάσιο του 3. 

2. Οι αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί ακέραιοι. 

3. Οι αριθμοί α και β είναι διαδοχικοί άρτιοι. 

4. Οι αριθμοί γ και δ είναι διαδοχικοί περιττοί 

Λύση: 

1. : 3     
2. 

, , : 1 1              

3. : 2 2          4. : 2 1 2           
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25. Αν α, β, γ, δ  είναι διαδοχικοί ακέραιοι, να δείξετε ότι ισχύουν 

οι σχέσεις:  

α) α+δ=β+γ   β) 2β=α+γ  γ) 4α−3β−2γ+δ=−4 

Λύση: 

α) 

1

2

3

   
   

   

 

Εκφράζω τους 

διαδοχικούς 

ακέραιους με τη 

βοήθεια του α 

( 3) 2 3

( 1) ( 3) 2 3

      
   

        
 Αντικαθιστώ… 

Εναλλακτικά μπορώ να κάνω τα εξής: 

   1 1              

Με τον τρόπο 

αυτό ένα 

δεδομένο 

πλεονάζει. Ποιο; 

β)    1 1 2             

γ) 4 3 2         

 4 3( 1) 2( 2) 3             

4 3 3 2 4 3             

5  5  4 4    

 

26. Αποδείξτε ότι το άθροισμα, η διαφορά και το γινόμενο δύο 

άρτιων αριθμών είναι άρτιος. Εξετάστε αν ισχύει το ίδιο για δύο 

περιττούς. 

Λύση: 

 Αν α,β : άρτιοι τότε υπάρχουν   και   ώστε 
2

2

  
  

 

 2 2 2( ) 2             

       
Άρα     είναι άρτιος.  

 2 2 2( ) 2           Άρα     είναι άρτιος. 
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       

 (2 )(2 ) 2(2 ) 2           

 2    
Άρα    είναι άρτιος. 

 Αν α,β : περιττοί τότε υπάρχουν   και   ώστε 

2 1

2 1

   
   

 

   2 1 2 1         2 2 2 2( 1) 2


             

Άρα     είναι άρτιος. 

   2 1 2 1         2 1 2 1 2( ) 2


            

 Άρα     είναι άρτιος. 

(2 1)(2 1)        4 2 2 1      

2(2 ) 1 2 1


          Άρα    είναι περιττός. 

27. Αποδείξτε ότι το άθροισμα και η διαφορά ενός άρτιου και ενός 

περιττού είναι περιττοί αριθμοί. Ισχύει το ίδιο για το γινόμενό 

τους; 

Λύση: 

Αν είναι α: άρτιος και β: περιττός τότε θα υπάρχουν ,   τέτοιοι 

ώστε να είναι 2    και 2 1     

   2 2 1 2 1 2 1               .     Είναι περιττός 

 2 2 1 2 2 1            

 2 2 2 1 2 1 1 2 1



                Είναι περιττός 

(2 )(2 1) 2 (2 1) 2



           .               Είναι άρτιος. 
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28. Εξετάστε αν είναι άρτιος ή περιττός το γινόμενο δύο 

διαδοχικών ακεραίων 

Λύση: 

Ο ένας από τους δύο διαδοχικούς ακεραίους θα είναι άρτιος και ο 

άλλος περιττός επομένως το γινόμενο τους (σύμφωνα με την 

προηγούμενη άσκηση) θα είναι άρτιος αριθμός.  
 
 

29. Αποδείξτε ότι το γινόμενο δύο άρτιων αριθμών είναι 

πολλαπλάσιο του 4. 

Λύση: 

Αν α,β : άρτιοι τότε υπάρχουν   και   ώστε 2    και 

2   . Επομένως θα ισχύουν: 

2 2 4 4


             (Πολλαπλάσιο του 4) 

 

 

30. Αποδείξτε ότι αν    είναι άρτιος τότε και ο α είναι άρτιος. 

Λύση: 

Θα το αποδείξω με τη μέθοδο της αντιθετοαντιστροφής (απαγωγή σε 

άτοπο): 

Αν ο α δεν είναι άρτιος τότε θα είναι περιττός, άρα το    θα είναι 

περιττός (σύμφωνα με την άσκηση 26) πράγμα που είναι άτοπο διότι 

έρχεται σε σύγκρουση με την υπόθεση. 
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31. Ο παρονομαστής ενός κλάσματος δεν πρέπει να είναι 

____________.  Αν το x 1   ποια από τα παρακάτω 

κλάσματα ορίζονται:   

α) 
2

x
    β) 

x 1

3


    γ) 

3

x 1
    δ) 

1 x

1 x




    ε) 

x 1

x 1




 

Λύση: 

Ο παρονομαστής ενός κλάσματος δεν πρέπει να είναι μηδέν 

Δεν ορίζονται τα (γ), (δ), (ε) διότι μηδενίζεται ο παρονομαστής τους. 

32. Ένα κλάσμα είναι ίσο με μηδέν αν και μόνον αν ο αριθμητής 

___________________ . Αν x 2   εξετάστε ποια από τα 

παρακάτω κλάσματα ορίζονται και είναι μηδέν:  

α) 
x

2
     β)

x 2

2


    γ) 

x 2

x 2




    δ) 

2x 4

x 2




    ε) 

3x 6

x 1




. 

Λύση: 

Ένα κλάσμα είναι ίσο με μηδέν αν και μόνον αν ο αριθμητής είναι 

ίσος με μηδέν. 

Το κλάσμα: (γ) Δεν ορίζεται. 

(α) Ορίζεται και δεν είναι μηδέν. (δ) Δεν ορίζεται. 

(β) Ορίζεται και είναι μηδέν. (ε) Ορίζεται και είναι μηδέν. 

33. Να βρείτε τους ρητούς: 

3 5

4 4
   

1 2

2 3
   

3
1

5
   

2
2

3
   

2 5

3 7
   

2 5

3 2
   

5
2

7
   

3
4

2
   

Λύση: 

3 5 8
2

4 4 4
    

2 5 2 5 10

3 7 3 7 21


  


 

1 2 3 4 7

2 3 6 6 6
     

2 5 2 5 5

3 2 3 2 3


  


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3 3 5 8
1

5 5 5 5
     

5 2 5 10
2

7 7 7


    

2 6 2 4
2

3 3 3 3
     

3 4 3 2 2 3
4 2 3 6

2 2 2

  
       

34. Να γράψετε με μορφή ανάγωγου κλάσματος τους δεκαδικούς 

2,05 και 0,108. 

Λύση: 

2,05 100 205 5 41 41
2,05

100 100 5 20 20

 
   


 

Πολλαπλασιάζω και 

διαιρώ με τη δύναμη 

του 10 που θα 

καταργήσει την 

υποδιαστολή. 

0,108 1000 108 4 27 27
0,108

1000 1000 4 250 250

 
   


 

 

35. Να μετατραπεί ο x= 0,15  σε ανάγωγο κλάσμα. Ομοίως και ο y=

0,215  

Λύση: 

Ο x έχει δύο δεκαδικά ψηφία και δύο ψηφία στην περίοδό του 

x 0,15151515... 
100x 15,151515...

x 0,151515...


 

 Πολλαπλασιάζω 

κατάλληλα και 

αφαιρώ κατά 

μέλη… 
15 5

99x 15 x x
99 33

       

Ο y έχει τρία δεκαδικά ψηφία και δύο ψηφία στην περίοδό του 

y 0, 215151515...   

1000y 215,151515...

10y 2,151515...


 

 

Ομοίως πολλαπλασιάζω 

στην πρώτη ισότητα ώστε η 

υποδιαστολή να μετατεθεί 

αμέσως μετά την πρώτη 

περίοδο του y και στη 

δεύτερη ισότητα να 

μετατεθεί η υποδιαστολή 

αμέσως πριν την πρώτη 

213 71
990y 213 y

990 330
      Ηλία

ς Σ
κα

ρδ
αν

άς
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περίοδο. Στη συνέχεια 

αφαιρώ κατά μέλη … 

  

36. Ποιοι από τους παρακάτω αριθμούς είναι ρητοί και ποιοι 

άρρητοι; 

α) 
1

2
   β) 0,4654327   γ) π  δ) 410231,   ε) 2   στ) 0 

Λύση: 

(α) Είναι ρητός. (δ) Είναι άρρητος. 

(β) Είναι ρητός. (ε) Είναι ρητός. 

(γ) Είναι ρητός.  

 

37. Να εξετάσετε αν είναι ρητός ή άρρητος ο αριθμός  

0,101001000100001... όπου μετά από κάθε “1” τα μηδενικά 

αυξάνονται κατά ένα. 

Λύση: 

Προφανώς ο παραπάνω δεκαδικός έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία αλλά 

δεν μπορεί να παρουσιάσει περιοδικότητα αφού κάθε φορά η 

ακολουθία των μηδενικών αυξάνει τα ψηφία της κατά ένα. Επομένως 

είναι άρρητος αριθμός. 
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38. Να αντιστοιχίσετε τους αριθμούς της στήλης Α με τους 

αντιστρόφους τους στη στήλη Β.  

 

Α  Β 

1  3,5 

1   5 

3  1  

0,2  
4

3
 

3

4
  

1 

Δεν 

ορίζεται 

2

7
  

0 

2,0 

0  0,3  

 

Λύση: 

Α 1 1  3 0,2 
3

4
 

2

7
 0 

Β 1 1  0,3  5 
4

3
 3,5 

Δεν 

ορίζεται 

 

39. Αποδείξτε ότι για κάθε ρητό ρ και άρρητο α οι αριθμοί ρ+α, ρα 

είναι άρρητοι. Με τη βοήθεια των 2  και π να κατασκευάσετε 

4 άρρητους αριθμούς. Ηλία
ς Σ

κα
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Λύση: 

 Έστω ότι       είναι ρητός. Τότε ο   θα είναι επίσης 

ρητός σαν διαφορά ρητών. Αυτό είναι άτοπο αφού      που 

είναι άρρητος από την υπόθεση. Άρα     είναι άρρητος 

 Έστω ότι       είναι ρητός τότε , 0

 


 ρητός ως πηλίκο δύο 

ρητών. Αυτό είναι άτοπο αφού 

 


 είναι άρρητος από την 

υπόθεση. Άρα     είναι άρρητος. 

 Προφανώς αποτελεί εξαίρεση η περίπτωση 0   διότι θα είναι 

0 0        που είναι ρητός. 

 

 2 1 , 3 2 , 
2

3
  ,  

2

3


 

Σύμφωνα με τα προηγούμενα οι 

αριθμοί αυτοί είναι άρρητοι 

  

  

  

  

  

  

  

  

40. Να κατατάξετε καθένα από τους παρακάτω αριθμούς σε μια ή 

περισσότερες στήλες του πίνακα που ακολουθεί. 

−1, 5, 2 , 7, 43 , 4 , 
5 2

, 

15, −159, 
2


, 

2

5
, 

3 2

5 2
, 3− 2 . 

Λύση: 
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Ρ
η

τ
ό
ς 

Ά
ρ

ρ
η

τ
ο
ς 

Α
κ

έρ
α

ιο
ς 

Φ
υ

σ
ικ

ό
ς 

Ά
ρ

τ
ιο

ς 

Π
ερ

ιτ
τ
ό
ς 

Π
ρ

ώ
τ
ο
ς 

Σ
ύ

ν
θ

ετ
ο
ς 

−1 2  −1 5 4  −1 5 15 

5 5 2  5 15  5 4  -159 

4  
2


 4    15   

7, 43  
2

5
 15   -159   

15 3− 2  -159      

-159        

3 2

5 2
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3. Η ΔΟΜΗ ΤΟΥ 
ΣΥΝΟΛΟΥ  

 

41. Σημειώστε στις πιο κάτω προτάσεις ποια είναι σωστή (Σ) και 

ποια είναι λάθος (Λ).  

 

1. 
Οι αριθμοί          και         

είναι αντίθετοι. 
Σ Λ 

2. 
Οι αριθμοί       και       είναι 

αντίθετοι. 
Σ Λ 

3. 
Οι αριθμοί       και      είναι 

αντίθετοι. 
Σ Λ 

4. 
Οι αριθμοί           και          

είναι αντίθετοι. 
Σ Λ 

5. Οι αριθμοί 4 και 0,25 είναι αντίστροφοι. Σ Λ 

6. Οι αριθμοί 3 και 0,33... είναι αντίστροφοι. Σ Λ 

7. Όλοι οι πραγματικοί αριθμοί έχουν αντίθετο Σ Λ 

8. 
Αν οι αριθμοί α,β,γ είναι ανάλογοι προς τους 2,3,5 

αντίστοιχα τότε 2α=3β=5γ 
Σ Λ 

9. 

Αν οι αριθμοί α,β,γ είναι ανάλογοι προς τους 2,3,5 

αντίστοιχα τότε 
5

γ

3

β


2

α
 

Σ Λ 

10. Όλοι οι πραγματικοί αριθμοί έχουν αντίστροφο. Σ Λ Ηλία
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11. 
Η ιδιότητα             ισχύει για όλα τα 

, ,   . 
Σ Λ 

12. 
Η ιδιότητα             ισχύει για όλα τα 

, ,   . 
Σ Λ 

Λύση: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Σ Λ Λ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Λ Σ Λ 

 

42. Συμπληρώστε τη σωστή λέξη σε κάθε μια από τις πιο κάτω 

προτάσεις: 

1. Ο αριθμός που ταυτίζεται με τον αντίθετό του είναι ο 

__________. 

2. Οι αριθμοί που ταυτίζονται με τον αντίστροφό τους είναι 

οι __________. 

3. Ο αριθμός που δεν έχει αντίστροφο είναι ______. 

Λύση: 

1. Μηδέν (0)   

2. Ένα (1) και μείον ένα ( 1 )   

3. Ο μηδέν (0) 

 

Ηλία
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Δομή του συνόλου   Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

43. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
1

1
5

1
5

1
5

5







 

 

Λύση: 

1

1
5

1
5

1
5

5







=
1

1
5

1
5

25 1

5 5









 

Κάνω τα κλάσματα ομώνυμα 

στον παρονομαστή 

1

1
5

1
5

24

5

 





1

1
5

5
5

24







 

Αφαιρώ και κάνω το σύνθετο 

κλάσμα απλό 

1

1
5

120 5

24 24

 





1

1
5

115

24





 

Κάνω ομώνυμα και αφαιρώ. 

1

24
5

115

 



1

575 24

115 115





1

551

115



115

551
 

Επαναλαμβάνω τη διαδικασία 

μέχρι το τελικό αποτέλεσμα. 
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44. Να υπολογιστεί η τιμή των παραστάσεων   

α)  αβγ(
γ

1

β

1


α

1
), αν είναι 26       

 β)  αβγ(
γα

1

βγ

1


αβ

1
), αν είναι 9      . 

Λύση: 

α) 
1 1 1 

        
   

 
Πολλαπλασιάζω με τη 

βοήθεια της επιμεριστικής 

ιδιότητας. 

            
   

  
 Απλοποιώ. 

            26 Από την υπόθεση. 

 

β) 
1 1 1 

        
   

 

Επαναλαμβάνω την 

διαδικασία όπως στην 

προηγούμενη. 

              
     

         

 

       9 

 

45. Δίνεται η  παράσταση  

 A 1,341 2,729 11,32 10,4 2,729 0,08 1,341        . Να 

υπολογίσετε την αριθμητική τιμή της με το συντομότερο 

δυνατό τρόπο. (Χρησιμοποιήστε τις ιδιότητες). 

Λύση: 

 A 1,341 2,729 11,32 10, 4 2,729 0,08 1,341          

1,341 1,341  2,729  2,729 11,32 0,08 10, 4     

11,40 10,4 1    
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Δομή του συνόλου   Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

46. Να κάνετε τις πράξεις :  

α) −2[3x−2(3−2x)+4]−12−3[1−2(5−3x)−4x] 

β) 2x−5[3−2(x−3)−3(2x−1)]−2[−(x−1)+2] 

Λύση: 

α) −2[3x−2(3−2x)+4]−12−3[1−2(5−3x)−4x]= 

Επιμεριστική 

ιδιότητα στις 

παρενθέσεις. 

   2 3x 6 4x 4 12 3 1 10 6x 4x            
Αναγωγές στο 

εσωτερικό των 

αγκύλων. 

   2 7x 2 12 3 2x 9        
Επιμεριστική 

ιδιότητα στις 

αγκύλες. 

14x 4 12 6x 27 20x 19         . Αναγωγές. 

  

β) 2x−5[3−2(x−3)−3(2x−1)]−2[−(x−1)+2]= 

Ακολουθώ την 

ίδια διαδικασία. 

   2x 5 3 2x 6 6x 3 2 x 1 2           

   2x 5 8x 12 2 x 3        

2x 40x 60 2x 6 44x 66.       

 

47. Αν είναι x=3 και y=−2, να βρεθούν οι τιμές των παραστάσεων:

  

 α) 5xy−2[−3+5x(y−1)−2y(x−2)]  

 β) 12−4x(3−y)−3[2x−5y(3−x)]  

 γ) 4y−2x−(x+2y)(y−x)   

Λύση: 

α) 5xy−2[−3+5x(y−1)−2y(x−2)]= Επιμεριστική ιδιότητα. 

 5xy 2 3 5xy 5 2xy 4         Αναγωγές. 

 5xy 2 3xy 4    5xy 6xy 8    Επιμεριστική ιδιότητα. 
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xy 8     3 2 8 6 8 14      . 
Αναγωγές. 

Αντικατάσταση… 

  

β) 12−4x(3−y)−3[2x−5y(3−x)]= Επιμεριστική ιδιότητα. 

 12 12x 4xy 3 2x 15y 5xy        
Αναγωγές και 

επιμεριστική. 

12 12x 4xy 6x 15y 15xy        Αναγωγές. 

18x 15y 11xy 12       Αντικατάσταση. 

   18 3 15 2 11 3 2 12           Αριθμητικές πράξεις. 

54 30 66 12 84 88 4           

  

γ) 4y−2x−(x+2y)(y−x)= Πολλαπλασιάζω τις 

παρενθέσεις (επιμεριστική 

ιδιότητα).  2 24y 2x xy x 2y 2xy        

2 24y 2x xy x 2y       Αντικατάσταση. 

     
224 2 2 3 3 2 3 2 2           Αριθμητικές πράξεις. 

8 6 6 9 8 19          

 

48. Αν αβ=0 τότε ισχύει: 

α) α=0 ή β=0   

β) α0 ή β0 

γ) α=0 και β=0 

δ) α0 και β0  

ε) τίποτε από τα προηγούμενα 

Λύση: 

Η σωστή απάντηση είναι η (α). 

 Προσοχή. Σύμφωνα με την υπόθεση οι απαντήσεις (β), (δ) και 

(ε) είναι αδύνατες. Παρ’ όλο  που υπάρχει το ενδεχόμενο να 

είναι σωστή και η απάντηση (γ), θα ήταν λάθος να την επιλέξω 

διότι δεν είναι βέβαιο ότι ισχύει. Άλλωστε η περίπτωση της (γ) 

είναι μερική περίπτωση της (α) Ηλία
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Δομή του συνόλου   Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

49. Αν αβ0 τότε ισχύει: 

α) α=0 ή β=0 

β) α0 ή β0 

γ) α=0 και β=0 

δ) α0 και β0  

ε) τίποτε από τα προηγούμενα 

Λύση: 

Η σωστή απάντηση είναι η (δ). 

50. Να βρείτε για ποιες τιμές του x ισχύουν τα παρακάτω 

α)  x x 1 0    

β)    x x 1 x 1 0      

γ)  x 2 x 0    

δ)    x 2 x 1 x 0       

ε) x 1 0      

στ) (x 2)(x 3) 0       

ζ) (x 2)(x 3) 0    

Λύση: 

 Για να είναι ένα γινόμενο ίσο με  το 0 πρέπει ένας 

τουλάχιστον από τους παράγοντες να είναι 0. 

 Για να είναι ένα γινόμενο διάφορο του μηδενός πρέπει όλοι 

οι παράγοντές του να είναι διάφοροι του μηδενός. 

Έτσι λοιπόν θα έχω τις επόμενες απαντήσεις: 

α)  x x 1 0    ή x 0  ή x 1   

β)    x x 1 x 1 0      ή x 0  ή x 1   ή x 1  

γ)  x 2 x 0     x 0  και x 2  

δ)    x 2 x 1 x 0       x 0  και x 2  και x 1  

ε) x 1 0       x 1   
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στ) (x 2)(x 3) 0       ή x 2  ή x 3   

ζ) (x 2)(x 3) 0     x 2  και x 3   

 

51. Για ποιες τιμές του x ορίζονται καλώς οι παραστάσεις: 

1. 
x 1

x


  

2. 
1 1

x 1 x



 

3. 
2x 4

x(x 3)




 

4. 
x

(x 1)(x 2) 
 

5. 
(x 1)(x 3)

(x 1)(x 2)

 

 
 

6. 
x 2 x

x(x 1) (x 1)(x 1)




  
 

Λύση: 

 Οι κλασματικές (ρητές) παραστάσεις ορίζονται καλώς μόνο αν 

οι παρονομαστές τους είναι διαφορετικοί του 0. Έτσι λοιπόν 

θα έχω: 

1. x 0  2. x 0  και x 1  

3. x 0  και x 3   4. x 1  και x 2   

5. x 1  και x 2  6. x 0  και x 1  και x 1   
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52. Για ποιες τιμές του x ορίζονται καλώς οι παραστάσεις: 

α) 

2
3

x
2

3
x





    β) 
2x 5

2
3

x 3






    γ) 

2
5

x 2
2

3
x 2







    δ) 

3
1

x 2
3

1
2 x







 

Να γίνουν τα σύνθετα κλάσματα απλά. 

Λύση: 

α) Πρέπει 

x 0

2
3 0

x


 




 



x 0

2
3

x


 


  





x 0

x 1

2 3


 

 






x 0

2
x

3


 








.  

 

2
3

x
2

3
x





3x 2

x x
3x 2

x x







3x 2

x

3x 2

x



 


3x 2

3x 2




 

β) Πρέπει 

x 3 0

2
3 0

x 3


  




 



x 3

2
3

x 3


 


 


 


x 3

x 3 1

2 3


 


 
 




 

x 3

x 3 1

2 3


 


  
 




x 3

2
x 3

3


 


 


 


x 3

2
x 3

3


 


 


 


x 3

7
x

3


 


 





 

 
2x 5

2
3

x 3






2x 5

3x 9 2

x 3




 



   2x 5 x 3

3x 7

 



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γ) Πρέπει x 2 0   και x 2 0   και 
2

3 0
x 2

 


  

 x 2  και x 2   και 
x 2 1

2 3


   

 x 2  και x 2   και 
2

x 2
3

    

 x 2  και x 2   και 
4

x
3

   

 

2
5

x 2
2

3
x 2







5x 10 2

x 2 x 2
3x 6 2

x 2 x 2




 



 

5x 10 2

x 2
3x 6 2

x 2

 


 



   

   

5x 12 x 2

3x 4 x 2

 


 
. 

δ) Πρέπει x 2 0   και 2 x 0   και 
3

1 0
2 x

 


 

 x 2   και x 2  και 
2 x

1
3


  

 x 2   και x 2  και 2 x 3   

 x 2   και x 2  και x 1   

 

3
1

x 2
3

1
2 x







3 x 2

x 2 x 2
2 x 3

2 x 2 x




 



 

3 x 2

x 2
2 x 3

2 x

 


 



1 x

x 2
1 x

2 x



 
 



 

   

   

1 x 2 x

x 2 1 x

 
 

  

   

   

x 1 x 2
.

x 2 x 1

 


 
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53. Να γίνουν απλά τα σύνθετα κλάσματα 

α) 

1

2

x
    β) 

1

x

2
    γ) 

2

x 1
1

x

     δ) 

1
1

x
1

x
2





  

Λύση: 

α) 

1

2

x

1

2x
  

Για x 0 . 

β) 

1

x

2

1

2x
  

Για x 0 . 

γ) 

2

x 1
1

x

 2x

x 1



 Για x 0  και x 1 . 

δ) 

1
1

x
1

x
2





x 1

x
2x 1

2






 

 

2 x 1

x 2x 1





 

Για x 0  και 
1

x
2

  . 

54. Δίνεται η παράσταση Α=

1
1

x
2 1

x 1 2 x




 

  

α) Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ορίζεται η Α. 

β) Να κάνετε τις σημειωμένες πράξεις. 

γ) Για ποιες τιμές του x είναι Α=0. 

δ) Για ποιες τιμές του x είναι Α0. 
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Λύση: 

α) Πρέπει x 0  και x 1  και x 2  και 
2 1

0
x 1 2 x

 
 

 

 x 0  και x 1  και x 2  και 
   

   

2 2 x x 1
0

2 x x 1

  


  
 

 x 0  και x 1  και x 2  και    2 2 x x 1 0     

 x 0  και x 1  και x 2  και 4 2x x 1 0     

 x 0  και x 1  και x 2  και x 3  

 

β)  Α=

1
1

x
2 1

x 1 2 x




 

   

   

x 1

x
2 2 x x 1

x 1 2 x




  

 

   

   

x 1

x
2 2 x x 1

x 1 2 x



 
  

 

 

   

x 1

x
3 x

x 1 2 x



 


 

     

 

x 1 x 1 2 x

x 3 x

  




   

 

2
x 1 x 2

x x 3

 


. 

γ) Προφανώς Α=0 αν και μόνο αν x 1  ή x 2 , οι οποίες είναι 

αποκλεισμένες τιμές για το x. Άρα το Α για τις τιμές που ορίζεται θα 

είναι πάντα διαφορετικό του μηδενός. 

δ) Για κάθε  x 0,1, 2,3   
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55. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
x

1
x

1
x

1
x

x







 αν 

x=2 και αν x=
1

2
 

Λύση: 

 Για x 2  θα είναι 
x

1
x

1
x

1
x

x







2

1
2

1
2

1
2

2

 







 

2

1
2

1
2

5

2







2

1
2

2
2

5







2

1
2

12

5





2

5
2

12





2

29

12


24

29
 . 

 

 Για 
1

x
2

  θα είναι 
x

1
x

1
x

1
x

x







1

2
1 1

1 12
1 12

12

2

 







  

1

2
1 1

1 12
12

2
2









1

2
1 1

1 12
52

2







1

2
1 1

1 22

2 5







1

2
1 1

92

10

 


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1

2
1 10

2 9





1

2
29

18


18

2 29




9

29
 . 

56. Τα 5/7 του α=210 είναι ίσα με 

α) 
5

7
   β) 

5

7
   γ) 

5

7
   δ) 

5

7
   

Λύση: 

Η σωστή απάντηση είναι η (γ) ανεξάρτητα από την τιμή του α. 

57. Τα 2/3   του 
1

4
 είναι: 

α) 
2 1

3 4
   β) 

2 1

3 4
  γ) 

2 1

3 4
  δ) 

2 1

3 4
  

Λύση: 

Η σωστή απάντηση είναι η (β). 

58. α) Το κλάσμα 
1

x(x 1)
 είναι ίσο με  

Α.
1x

1

x

1


  Β. 

1x

x

x

1


   Γ. 

1x

x


  

Δ. 
1x

1

x

1


  Ε. 

1x

x

x

1x





 

β) Να υπολογίσετε το άθροισμα: 

20022001

1

43

1

32

1

21

1











...  

Λύση: 

α) Εάν κάνω τις πράξεις σε κάθε παράσταση θα έχω: Ηλία
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Α. 
1x

1

x

1




   
x 1 1 x 2

x x 1 x x 1

  
 

 
 

Άρα η σωστή 

απάντηση 

είναι η (Δ). 

Β. 
1x

x

x

1




 

2x 1 x

x x 1

 



 

Γ. 
1x

x


 

Δ. 
1x

1

x

1




   
x 1 x 1

x x 1 x x 1

 
 

 
 

Ε. 
1x

x

x

1x




  

   

2 2x 1 x 2x 1

x x 1 x x 1

  
 

 
 

  

β) 
1 1 1 1

...
1 2 2 3 3 4 2001 2002

    
   

 Χρησιμοποιώ 

την 

προηγούμενη 

απάντηση. 

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 2 2 3 3 4 2001 2002

       
                
       

 

1 1

1 2
 

1

2


1

3


1

3


1

4


1
...

2001
 

1

2002
   

Κάνω 

απλοποιήσεις

. 

1 1 2001

1 2002 2002
     

59. Αν 
 


 
 αποδείξτε ότι για οποιουσδήποτε αριθμούς κ, λ, 

ισχύει 
    
 

    
.  

Εφαρμογή: Αν 
 


 
 αποδείξτε ότι 

2 5

2 5

   


   
 

Λύση: 

 


 

 
  
 

 

Για 0   και 0   

πολλαπλασιάζω τους όρους 

κάθε κλάσματος με τον ίδιο 

αριθμό. 
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    
  

    
 

Προσθέτω τους ηγούμενους 

και ακολούθως τους 

επόμενους. 

Η πρόταση δεν ισχύει αν 0   ή 0   

 
 

 

 

 

5 2 52 2 5

2 5 2 5 2 5

          
    

           
 

60. Αν 
 


 
 τότε ποια από τις παρακάτω σχέσεις δεν ισχύει:  

α)      β) 
 


 
 γ) 

 


 
  δ) 

 


 
   ε) 

 


 
 

Λύση: 

Η σωστή απάντηση είναι η (ε) 

61. Με την προϋπόθεση ότι οι παραστάσεις ορίζονται καλώς, να 

απαντήσετε σωστό (Σ) ή λάθος (Λ) στις παρακάτω 

απλοποιήσεις: 

λβ

λα
=

β

α
 [Σ] Λ 

δγ

λκ

αδαγ

αλακ









 [Σ] Λ 

2


α

2α
 Σ [Λ] 

5α

3α

5α2

3α2









 Σ [Λ] 

β

α

καβ

κλα
  Σ [Λ] 

β

α

βλ

αλ





 Σ [Λ] 

λκ

γβ










λακ

γαβ
 Σ [Λ] 

αβx αyβ x y

(x 1)β x 1

 


  
 [Σ] Λ 

( )

( )

      


      
 [Σ] Λ 

λ

κ

1λ

1κ





 Σ [Λ] 

α25

α2

α410

α24









 [Σ] Λ x

3

3x



 Σ [Λ] Ηλία
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4. ΔΥΝΑΜΕΙΣ 
ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

62. Σε ποια βασική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού στηρίζονται οι 

ιδιότητες        και  


    ; 

Λύση: 




           
Χρησιμοποιώ την 

προσεταιριστική 
ιδιότητα. 

   
 

                   

 


   

Χρησιμοποιώ την 

προσεταιριστική 
ιδιότητα. 

     
  



                     





         

63. Η απόδειξη της ιδιότητας  
       σε ποια ιδιότητα του 

πολλαπλασιασμού στηρίζεται, πλην της προσεταιριστικής; 

Λύση: 

 


         


           
 

                Προσεταιριστική 

                
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     

 

               
Αντιμεταθετική και 

επαναλαμβάνω τη 

διαδικασία 

 

64. Αποδείξτε ότι  
2 2     και   

2 1 2 1     για κάθε 

. 

Λύση: 

 
2

   
2

1


      
2 2 2 21 1
          

 
2 1

     
2

     2    2    2 1   

65. Να σημειώσετε σε κάθε μια από τις πιο κάτω προτάσεις, (Σ) αν 

είναι σωστή ή (Λ) αν είναι λάθος.  

 

1.    
2004 1821

1821 2004     
   

    Λ 

2. 

Aν οι μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί α, β 

είναι ίσοι, τότε: 
    , για κάθε ακέραιο 

αριθμό κ. 

  Λ 

3. 
Αν 

     και 0   , τότε ισχύει πάντα:

   . 
Σ    

4. 

Αν 0   , τότε ισχύει:  

   
1

1
 

        
   

. 
  Λ 

5. 

Αν 0    και ν φυσικός αριθμός, τότε: 
 

   
   

   
 

  Λ 

6. 
Αν κ άρτιος αριθμός και 0  , τότε: 

 
   . 

Σ   Ηλία
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7. Αν    
2

2


    και 0   , τότε 2 2      Λ 

8. Ισχύει πάντα  
0

x y 1  . Σ   

9. Αν 0   και μ,ν ακέραιοι τότε ισχύει 
μνν α

1

α 


μα
   Λ 

10. Ισχύει η ισότητα 2 22002 2001 4003  .   Λ 

11. 
Ισχύει πάντα 

         
3 3 3

3                Λ 

12. Ισχύει η πάντα   3 3 2 2       . Σ   

13. Αν    
2 2

0       τότε      .   Λ 

14. Ισχύει πάντα    
2 2

     .   Λ 

15. Ισχύει πάντα    
2 2

    .   Λ 

16. Ισχύει πάντα   2 2        .   Λ 

17. Ισχύει πάντα    
3 3

    . Σ   

Λύση: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Σ Σ Λ Σ Σ Λ Σ Λ Σ 

10 11 12 13 14 15 16 17  

Σ Σ Λ Σ Σ Σ Σ Λ  

Εξηγήσεις: 

1. Και τα δύο μέλη είναι ίσα με 1821 2004   

2. Προφανής εξ ορισμού. 

3. Αντιπαράδειγμα  
223 3    

4. Και τα δυο μέλη είναι ίσα με  


   

5. Προφανής αφού τα κλάσματα είναι αντίστροφα. 

6. Ισχύει  
      
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7. Προφανώς θα είναι      

8. Πρέπει x y 0    

9. Προφανής. 

10. Αναλύστε τη διαφορά των τετραγώνων. 

11. Χρησιμοποιήστε την ταυτότητα του Euler. 

12. Προφανής 

13. Προφανής (άρτιες δυνάμεις). 

14. Προφανής. 

15. Προφανής. 

16. Ταυτότητα. 

17. Περιττή δύναμη. 

66. Αν είναι x 0,4  και y 2,5  να βρεθούν οι αριθμητικές τιμές 

των παραστάσεων που ακολουθούν. 

1.  
3

5 2 2x xy x    

2.    
2 1

1 3 7xy x y


    

3.    
3

3 2 4 10x y x y   

Λύση: 

1.   
3

5 2 2x xy x  5 3 6 2x x y x  5 3 2 6x y  

8 6x y   
6 2(xy) y 2 2y 2,5 6,25    

Παρατηρώ ότι 
x y 0, 4 2,5 1     

2.     
2 1

1 3 7xy x y


   2 2 3 7x y x y  

2 3 2 7x y     
1 5x y 5y y  6y

62,5 = 244,140625 

Παρατηρώ ότι 
1x y 1 x y     

3.     
3

3 2 4 10x y x y  9 6 4 10x y x y 

9 4 6 10x y     
13 4x y 4 9(xy) x 9x =

90, 4  
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67. Να γίνει η απαλοιφή των παρενθέσεων: 

α)  
3

2 32       β)  
2

1    γ)  
1

2


     δ)  
2

1


   . 

Λύση: 

  
3

2 3 3 6 9 3 6 9 32 ( 2) 8                 
2

1 2 2      

  
1

2 2


          
2

1 2 2 2


            

68. Αποδείξτε ότι για κάθε ακέραιο αριθμό κ ισχύει 

   
1

1 1 0
 

    . 

Λύση: 

   
1

1 1 ( 1) ( 1) ( 1)
             Επιμεριστική ιδιότητα. 

Απορροφητικό στοιχείο. ( 1) [1 ( 1)] ( 1) 0 0          

  

69. Να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή των παραστάσεων: 

1. 
3 0

2 2

2 3
A

2 3



 





. 

2.  
2 3

41 1
2 0,5

2 3

 
   

       
   

. 

3.  
0 1 2

0 1 21 1 1
: 2 2 2

2 2 2

 

 
      

           
       

. 

4. 
1 2 2 3

2 2 2

(4 3 ) : (9 2 )

(2 3 )

  

 

 
 


. 

5. 
1 2 2 3 4

3 3 2 2 2 3

(2 3 ) (2 3 )
E

(2 3 ) (2 3 )





 


 
:
( )

( )

2 3

2 3

4

1 2



 . Ηλία
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6. 

2

3 2 2 3

1 7

1
2 (5 ) 5

2

2 10



 



 
 
  


. 

7. 
4 2 2 3

3 1 5

( 3) ( 2) (3 )
H

( 3) ( 2) 3





 


 
 

Λύση: 

3 0

2 2

2 3
A

2 3



 






3

2 2

1
1

2
1 1

2 3







1
1

8
1 1

4 9



 



 

1 8

8 8
9 4

36 36







 

9

8
5

36

  
9 36

5 8





 

9 9
8,1

5 2


 


 

 
2 3 4

4 2 31 1 1
2 0,5 2 2 3

2 3 2

  
     

              
     

3 3 42 3 2    

8 27 16 51     

 
0 1 2

0 1 21 1 1
: 2 2 2

2 2 2

 

 
      

            
       

 

2

2

1 1 4 2 1 7 4
(1 2 2 ) : (1 ) 7 : ( ) 7 : 7 4

2 2 4 4 4 4 7
             

1 2 2 3

2 2 2

(4 3 ) : (9 2 )

(2 3 )

  

 

 
 



2 1 2 2 2 3

4 4

(2 3 ) : (3 2 )

2 3

  



 
 


 

2 1 2 2 2 3

4 4

(2 3 ) (3 2 )

2 3

 



  
 



4 2 6 6

4 4

2 3 3 2

2 3

 



  




4 6 6 22 3 
4 42 3 

4 6 4 22 2 4     
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1 2 2 3 4 4

3 3 2 2 2 3 1 2

(2 3 ) (2 3 ) (2 3)
E :

(2 3 ) (2 3 ) (2 3)



 

  


  

2 2 8 12 4 4

6 6 6 6 2 2

(2 3 )(2 3 ) (2 3 )
:

(2 3 )(2 3 ) (2 3 )



 

  
 

  
 

2 2 8 12 2 2

6 6 6 6 4 4

(2 3 )(2 3 ) (2 3 )

(2 3 )(2 3 ) (2 3 )

 



  
  

  

22 23 8 12 22 3 2   23
62 6 63 2  6 4 43 2 3


  

 

8 12 4

16 4 4

2 3 2

3 2 3


 



4
2 16

3 81

 
  
 

 

2

3 2 2 3

1 7

1
2 (5 ) 5

2

2 10



 



 
 
 

 


3 4 2 3

1 7

2 5 2 5

2 (2 5)

  


 

5 72 5


1 7 72 2 5  

5 1 72  

1 1
2

2

   

4 2 2 3

3 1 5

( 3) ( 2) (3 )
H

( 3) ( 2) 3





 
 

 
  2 14 3 6 5( 3) ( 2) 3

         
1( 3) ( 2) 3      

3 3 9

2 2

 
 


 

70. Να υπολογιστούν οι παρακάτω παραστάσεις: 

1. 
5

25810

6

3232  
.    2,  

7

2 3 1 3

100000000

1
5 (2 ) (2 )

5



 
   

 

.  

  

Λύση: 

1. 
10 8 5 2 10 5 8 2 5 6

6 5

5 5 5 5

2 3 2 3 2 3 2 3
3 3

6 (2 3) 2 3

   
    

   
 

 

2. 
8 8 8 8

8 3 5

7 6 7 3 8 3 8 3

2 3 1 3

100000000 10 (2 5) 2 5
2 2

5 2 5 2 5 2 5 21
5 (2 ) (2 )

5



 



 
    

     
   

 

  

71. Να γράψετε τους παρακάτω αριθμούς με μορφή γινομένου x 10  

όπου x δεκαδικός αριθμός με ένα ακέραιο ψηφίο και ν ακέραιος 
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(π.χ. 
20,0201 2,01 10  , 

33053 3,053 10  ). Σημ. Η μορφή 

αυτή των αριθμών λέγεται τυποποιημένη μορφή.  

α=0,00000032 β=0,00000101 γ=12000000 δ=201000000 

Κατόπιν υπολογίστε τα: αβ, αδ, βγ, βδ 

Λύση: 

 73,2 10    

 61,01 10    

 71,2 10    

 82,01 10    

αβ = 3,210-71,0110-6 = 3,23210-13 

   7 63,2 10 1,01 10    
133, 2 1,01 10   133, 232 10   

   7 83,2 10 2,01 10    
13, 2 2,01 10   6,432 10   

   6 71,01 10 1,2 10     
11,01 1,2 10   1,212 10   

   6 81,01 10 2,01 10     
21,01 2,01 10   22,0301 10   

72. Να υπολογίσετε την τιμή του x ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες 

ισότητες (Χρησιμοποιήστε ιδιότητες δυνάμεων και διαγραφής): 

1. 53x=255  

2. 64x=2534 

3. 2756x=1000000 

4. 8597x=615 

5. 0,00030,004x=0,0024  

6. 253272x=157 

Λύση: 

1.  
3 55 x 2 5   

35 3x 2 5  2 25 x 2 5 x 50       

2. 4 5 46 x 2 3 
4 5 4 4(2 3) x 2 3 2     43 4x 2 2  43 x 2   Ηλία
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3.  
7 6 6 62 5 x 10 2 2    65 6x 2 65 1 12x 1 2 2x 2       

 0 1 1
2 x x

2 2
     

4.  5 7 158 9 x 6     
3 5 2 7 15 15(2 ) (3 ) x 2 3    

15 14 15 152 3 x 2 3      x 3   

5.  0,0003 0,004 x 0,0024     4 3 43 10 4 10 x 24 10         

 3 33 4 10 x 3 4 2 10 x 2         3 3 310 10 x 2 10     

 010 x 2000 x 2000     

6.  3 2 725 27 x 15   
2 3 3 2 7 7(5 ) (3 ) x 3 5    

 6 6 6 65 3 x 3 3 5 5       x 3 5 x 15     

73. Να υπολογιστεί η τιμή της παράστασης 

 

 

4
2

23
2 3

53 2

2x y
3x y

2x 2xy








 
       
 

 όταν x 1   και y 2  . 

Λύση: 

 

 

4
2

23
2 3

53
2

2x y
3x y

2x 2xy








 
    

    
 

 
3 6 9 2 4 2 4

3 9 5 5 10

3 x y (2 x y )

2 x 2 x y

   

   
   

8 16 8
3 3 6 9 9

5 5 10

2 x y
2 3 x y

2 x y

  
  

  
     

3 8 5 3 15 16 5 9 8 102 3 x y          

02 26 111
x y

27

  
261

1
27


   

11
2

112

27
 

2048

27
   

74. Να υπολογιστούν οι παραστάσεις: 

1.  
2

3x 2   

2.  
2

22x 5x   

3.  
2

3x 2y z    

4.    
2 2

         

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Θεμέλια Μαθηματικών - Ασκήσεις Κεφάλαιο 3: 

 

 

56 

 

5.     
2

x 3y x 2y x 2y      

Λύση: 

1.  
2

3x 2 
2 2(3x) 2 3x 2 2     29x 6x 4   

2.  
2

22x 5x  2 2 2 2(2x) 2 2x 5x (5x )     2 3 44x 20x 25x   

3.  
2 2 2 23x 2y z (3x) (2y) z 2 3x 2y 2 2yz 2 3xz             

 
2 2 29x 4y z 12xy 4yz 6xz       

4.    
2 2

       

 ( )( )                     

 2 (2 2 )      4 4  . 

5.      
2 2 2 2 2x 3y x 2y x 2y x 6xy 9y x (2y)           

 2 2 22x 6xy 9y 4y    2 22x 6xy 5y    

75. Να συμπληρωθούν τα κενά: 

1. 2 1 1
x x x

2 2

   
       

   
. 

2.  
2

x 2x    . 

3. 

2
x

2x
3

 
    

 
.  

 

Λύση: 

1. 2 1 1 1
x x x

4 2 2

   
       

   
 

Είναι προφανές ότι είναι διαφορά 

τετραγώνων. 

2.  
2 2x 1 x 2x 1     Διότι 2x 2 x 1    

3. 

2 2x x
3 2x 9

3 9

 
    

 
 Διότι 

x
2x 2 3

3
      Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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76. Στο διπλανό σχήμα τα γραμμοσκιασμένα τετράγωνα έχουν,  το 

ένα πλευρά α και το άλλο πλευρά β. Να βρείτε το είδος του 

συνολικού σχήματος και να υπολογίσετε το εμβαδόν του. Στη 

συνέχεια να υπολογίσετε τα εμβαδά των τεσσάρων σχημάτων που 

το αποτελούν. Ποια ταυτότητα είναι δυνατόν να αποδειχθεί με τη 

βοήθεια αυτού του σχήματος;   

 

Λύση:    

Προφανώς το μεγάλο σχήμα είναι ορθογώνιο 

παραλληλόγραμμο του οποίου το μήκος και πλάτος 

είναι    . Άρα είναι τετράγωνο με εμβαδόν   

 
2

    . 

Το μεγάλο τετράγωνο αποτελείται από τα δυο 

γραμμοσκιασμένα τετράγωνα εμβαδού α2 και β2 αντίστοιχα καθώς και 

από τα δυο λευκά ορθογώνια παραλληλόγραμμα με διαστάσεις α,β κι 

εμβαδόν    το καθένα. 

Αθροίζοντας τα επιμέρους εμβαδά έχω:  

2 2            
2 2 2      

Δηλαδή (α+β)2 = α2+2αβ+β2 

77. Να γίνουν οι πράξεις: 

1.       
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2x y 7x y 3x 2y 3x 2y       

2.        
2 2

2xy z 2xy z 2xy z 2xy z        

3. 
 

2

2

x xx 1 1

x x

   
   

    
 

Λύση: 

1.       
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2x y 7x y 3x 2y 3x 2y        
Χρησιμοποιώ 

τις ταυτότητες 
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        
2 2

4 2 2 4 4 2 2 4 2 2x 2x y y 49x 14x y y 3x 2y         
  

 

  4 2 2 4 4 450x 12x y 2y 9x 4y     
4 2 2 441x 12x y 6y   

2.        
2 2

2xy z 2xy z 2xy z 2xy z       
 

        2xy z 2xy z 2xy z 2xy z         

    
2 2 2 2 2 2 2 32xy z 2z 4x y z 2z 8x y z 2z        

 
 

3.  
 

2

2

x xx 1 1

x x

  
    

    
 

 

 

 
2 2

2 2

x x x xx

x x

 
  

   
 

 
   

2

2 2

x x xx    
  
  

   
2

2

x x x x      
 


 

 
 2 2 2

2

x x x 2 x x        
 



2 2 2

2

2 x x 2 x x      



 

 
2

2
1


  


. 

78. Να δειχθεί η ταυτότητα: 

         
2 2 2 2 2 2 2x y z x y y z z x 3 x y z            

Λύση: 

       
2 2 2 2

x y z x y y z z x           

  2 2 2x y z 2xy 2yz 2xz             

        2 2 2 2 2 2x 2xy y y 2yz z z 2xz x           

  2 2 23 x y z    

79. Να δειχθεί η ταυτότητα: 

         
3 33 2 2x y x x y 3x x y x y x 4x 3y           Ηλία
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Λύση: 

       
3 33x y x x y 3x x y x y          

     3 2 2 3 3 3 2 2 3 2 2x 3x y 3xy y x x 3x y 3xy y 3x x y             

  3 2 2 2 3 2 3 2x 6xy 3x x y x 6xy 3x 3xy          

  3 2 2 24x 3xy x 4x 3y     

 

80. Να δειχθεί η ταυτότητα:      
2 222 2 2 2x y 2xy x y     

Λύση: 

   
2 22 2x y 2xy   4 2 2 4 2 2x 2x y y 4x y      

 
4 2 2 4x 2x y y     

2
2 2x y . 

 

81. Να δειχθεί η ταυτότητα: 

     
2 2

4 4 2 2 2 225 x y 4x 3y 3x 4y      

Λύση: 

   
2 2

2 2 2 24x 3y 3x 4y     

 
4 2 2 4 4 2 2 416x 24x y 9y 9x 24x y 16y        

 4 4 4 425x 25y 25(x y )     

Κάνω τις 

πράξεις στο 

δεύτερο 

μέλος. 

 

82. Να δειχθεί η ταυτότητα:    
2

2 2 2 2 2 2x y xy 3x y x y   

    2 22x y x y y x y x y        

Λύση: 
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Για το 1ο μέλος έχω: 

   
2

2 2 2 2 2 2x y xy 3x y x y        
2 2 2 2 2xy x y 3x y x y       

      
22 2 2 2x y x y 3x y x y x y       

      2 2x y x y x y 3 x y           

    2 2x y x y 4y 2x       2 22x y x y 2y x   

Για το 2ο μέλος έχω:     

    2 22x y x y y x y x y            2 22x y x y y x y      

  2 22x y x y 2y x  . 

Επομένως τα δυο μέλη είναι ίσα. 

83. Να δειχθεί η ταυτότητα: 

     
2

4 2 2x x y x 2y x 3y y x 3xy y        

Λύση: 

Κάνω τις πράξεις στο 1ο μέλος: 

     4x x y x 2y x 3y y            

    2 2 2 4x xy x 3xy 2xy 6y y        

    2 2 2 4x xy x 5xy 6y y       

 4 3 2 2 3 2 2 3 4x 5x y 6x y x y 5x y 6xy y         

 4 3 2 2 3 4x 6x y 11x y 6xy y      

Κάνω τις πράξεις στο 2ο μέλος: 

 
2

2 2x 3xy y     

  
24 4 2 2 2 2x 3xy y 2x 3xy 2x y 2 3xy y           Ηλία
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4 2 2 4 3 2 2 3x 9x y y 6x y 2x y 6xy        

 
4 3 2 2 3 4x 6x y 11x y 6xy y      

Άρα τα δυο μέλη είναι ίσα. 

 

84. Αν x y 2   και x y 3    να υπολογιστούν τα 
2 2x y , 

3 3x y , 

χωρίς να υπολογιστούν τα x, y. 

Λύση: 

 2 2 2 2x y (x y) 2xy 2 2( 3) 4 6 10           

 3 3 2 2 2 2x y (x y)(x xy y ) 2(x y 3) 2 13 26            

 

85. Αν είναι x y z 0    να δείξετε ότι 

     3 3 3x y z y z x z x y 0      . 

Λύση: 

Η κατάλληλη αξιοποίηση της βοηθητικής σχέσης x y z 0    είναι 

καταλυτική στην απόδειξη. Πράγματι z x y    κι 

αντικαθιστώντας: 

     3 3 3x y z y z x z x y       

      3 3 3x y x y y x y x ( x y) x y             

      3 3 3x x 2y y 2x y (x y) x y         

  4 3 3 4 2x 2x y 2xy y (x y) (x y) x y          

  4 4 2 2 2 2 2(x y ) 2xy(x y ) (x y) x y         

  2 2 2 2 2 2 2 2 2(x y )(x y ) 2xy(x y ) (x y) x y          

  2 2 2 2 2 2 2(x y )(x y 2xy) (x y) x y         

  2 2 2 2 2 2(x y )(x y) (x y) x y 0        
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86. Αν είναι 
1 1 1

0
x y z
    να δείξετε ότι 

   
3 2

2 2 2 3 3 3x y z x y z 3xyz       

Λύση: 

1 1 1
0

x y z
     

xy yz zx
0

xyz

 
   xy yz zx 0   .   (σ1) 

Επί πλέον θα δείξω ότι: 

   3 3 3 2 2 23                  .   (σ2)

  Πράγματι αν κάνω τις πράξεις στο δεύτερο μέλος θα έχω: 

   2 2 2            

3 2 2 2 2 2 3 2 2 2                

2 2 3 2 2             
Και κάνοντας 

αναγωγές 
3 3 3 3 .        όμοιων όρων 

Επομένως θα έχω:  

 
2

3 3 3x y z 3xyz      
Εφαρμόζω την 

(σ2) 

   
2

2 2 2x y z x y z xy yz zx          
 

  

   
22 2 2 2x y z x y z xy yz zx            

    
22 2 2 2x y z x y z xy yz zx           

Εφαρμόζω την 

(σ1) 

   
22 2 2 2x y z x y z        Υψώνω. 

   
2

2 2 2 2 2 2x y z 2xy 2yz 2zx x y z            

 2 2 2x y z 2 xy yz zx        
2

2 2 2x y z     Από την (σ1) 

     
2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2x y z x y z x y z           
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87. Αν ισχύει 0       να δείξετε ότι 

                               

Λύση: 

                

                Προφανώς είναι ίσα. 

                  

 

88. Να δείξετε ότι αν 

2
1

3
 
   

 
 τότε 3

3

1
0  


. Υπολογίστε 

και το 5

5

1
 


  

Λύση: 

Δέχομαι ότι η σχέση 

2
1

3
 
   

 
  είναι αληθής, όπως θέλει η 

υπόθεση. Τότε: 

2

2

1 1
2 3      

 
  

Αναπτύσσω το 

τετράγωνο 

2

2

1
2 3    


 

Απλοποιώ 

δεδομένου ότι 

0    

2

2

1
1  


 

Με 

απλοποίηση. 

Θα έχω ακόμα 

3
1 

   
 

   

3 2

2 3

1 1 1
3 3         

  
  

3 3

3 3

1 1 1 1
3 3 3

 
            

    
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Άρα θα έχω 
3

3

3

1 1 1
3
   

           
     

2
1 1 1

3
     

              
       

 

Επομένως 3

3

1
0  


 . Άρα η συνεπαγωγή είναι αληθής. 

2
5 2

1 1 1      
             

         

  Αναπτύσσω 

2

2

2

1 1
2

   
          

    
 Αναπτύσσω 

4 2

4 2

1 4 1
4 2 4

   
              

     
  

5 3 3

3 5 3

1 4 1 6 4
6 4 4              

    
 

Αναγωγές και 

διάταξη. 

5 3

5 3

1 5 6 4
5 6 4            

   
  

5 3

5 3

1 1 1
5 10
   

            
     

  

5

5

1
5 0    



1
10
 

   
 

  

Άρα   

5

5

5

1 1 1
10
   

           
     

2
2

21 1 1 1
3 9

        
                 

            

 

Επομένως  5

5

1 1 
      

  
 με ότι αυτό σημαίνει. 

 Στα επόμενα θα δούμε ότι δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός α 

που να ικανοποιεί την υπόθεση.  Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
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89. Αν το άθροισμα δυο αντίστροφων αριθμών είναι 3 να 

υπολογιστούν τα αθροίσματα των τετραγώνων και των κύβων 

τους. 

Λύση: 

Έστω x ένας αριθμός μη μηδενικός, τότε ο αντίστροφός του θα είναι 

ο x-1  και προφανώς θα έχω από την υπόθεση 1x x 3   .  

Θα έχω τα ακόλουθα. 

   
2 2

2 1 1 1x x x x 2x x          
Από τη γνωστή 

ταυτότητα 
23 2 1 9 2 7         

     
3 3

3 1 1 1 1x x x x 3x x x x           
Από τη γνωστή 

ταυτότητα. 
33 3 1 3 27 9 18          

90. Αν είναι 
2 2 1    τότε θα ισχύει    

2 2
3 33 4 3 4 1         

Λύση: 

   
2 2

3 33 4 3 4        

Βγάζω κοινό 

παράγοντα σε κάθε 

παρ΄ρνθεση. 

   
2 2

2 23 4 3 4           
   

 Υψώνω. 

     
2 2

2 2 2 23 4 1 3 4 1         
Αντικαθιστώ από 

υπόθεση. 

   
2 2

2 2 2 23 4 4 3 4 4           Πράξεις 

   
2 2

2 2 2 24 1 4 1         Υψώνω 

   2 4 2 2 4 216 8 1 16 8 1             Πολλαπλασιάζω 

2 4 2 2 2 4 2 2 2 216 8 16 8                

 2 2 2 216     2 2 2 216      2 2 2 2 2 216 16       

2 2 1     

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Θεμέλια Μαθηματικών - Ασκήσεις Κεφάλαιο 3: 

 

 

66 

 

91. Αν ισχύουν 0       και 0      τότε θα είναι 
4 4 4

3 3 3 3 3 3
0

3 3 3

  
  

             
 

Λύση: 

Θυμίζω την ταυτότητα του Euler: 

       
2 2 23 3 3 1

3
2

                  
 

  η 

οποία με βάση την υπόθεση θα μου δώσει 
3 3 3 3 0        και 

με τη βοήθεια αυτής θα έχω: 
4 4 4

3 3 3 3 3 33 3 3

  
  

            
  

4 4 4

3 3 3

  
   
  

      0      

92. Να δείξετε ότι: 0
  

  
      

         

     
2 2 2

0
  

  
       

 

Λύση: 

Από την υπόθεση ισχύει: 0
  

  
    

  άρα θα είναι 

ισοδύναμα  

        

   
0

               
 

     
  

         0                

         0                 

    2 2 0               

          0                
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      
2

0                

      
2

               

    2

   
 

    
  

Με τον ίδιο τρόπο κυκλικά θα έχω: 
     2

   


    
 και 

     2

    


    
. Συνδυάζοντας τις τρείς σχέσεις θα έχω: 

     
2 2 2

  
  

     

        
       

   
         

    

   

    

   

               
  

           
 

  
    

    

       
 

     
  

           

2 2 2 2 2 2           
   

                 

   

2 2 2 2 2 2

0
           

 
     

 

 

93. Αν ισχύουν 
x y z
 

  
 να δείξετε ότι :  

 

 

3
2 2 26 6 6

36 6 6 2 2 2

x y zx y z   


         
 

Λύση: 
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x y z
  

  
  Από την υπόθεση. 

2 22
x y z    

        
       

 
Υψώνω στο 

τετράγωνο. 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

x y z x y z 
   

      
 (σ1) 

Εφαρμόζω την γνωστή 

ιδιότητα. 

Θα έχω λοιπόν:

 

 

3 32 2 2 2 2 2

3 2 2 22 2 2

x y z x y z    
  

       
 

Ξεκινώ από το 

δεύτερο μέλος της 

ζητούμενης. 

3 3 3
2 2 2 6 6 6

2 2 2 6 6 6

x y z x y z     
           

          
 

Χρησιμοποιώ την 

(σ1). 

6 6 6

6 6 6

x y z 

   

  

94. Αν α, β, γ είναι πλευρές τριγώνου και ισχύει 

   
22 2 23             να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι 

ισόπλευρο. 

Λύση: 

   
22 2 23            

Από τη 

υπόθεση. 

2 2 2 2 2 23 3 3 2 2 2                 
Πολλ/σιάζω 

και υψώνω. 

2 2 22 2 2 2 2 2            
Μετά από 

αναγωγές 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 0                 

     
2 2 2

0           
Μη 

αρνητικοί. 
0           

       Ισόπλευρο. 
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95. Ομοίως αν είναι 
2 2 2        . 

Λύση: 
2 2 2           

2 2 22 2 2 2 2 2             

Και συνεχίζω όπως στην προηγούμενη άσκηση. 

96. Αν για τις πλευρές α, β, γ ενός τριγώνου ισχύει η σχέση 

0
1 1 1

     
  

   
 τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

Λύση: 

0
1 1 1

    
   

   
  

   

   

1 1

1 1 1

    
 

   

     

     

1 1

1 1 1

    


   
 

     

    

1 1
0

1 1 1

   
  

   

  
   

21

1 1 1

   


   
 

  
   

21

1 1 1

    
 

   

  

   

21
0

1 1 1

    
 

   
 

    2 2 2      2    2 2    

  2   2 2       2 2 2      

    2 2 2     2   2 2 0      

2 2 2 2 2 2 0            

     2 2 2 0            

    2 0        

  2 0       

      0                 0       
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0 ή

0 ή

0

   
 

    
 
     

Το τρίγωνο έχει τουλάχιστον δυο πλευρές ίσες, 

είναι δηλαδή ισοσκελές. 

97. Αν ισχύουν 1     , 2 2 2 4      και 
3 3 3 27      

να βρεθεί η τιμή του γινομένου  . (Euler) 

Λύση: 

Παρατηρώ ότι: 1       
2

1   

 2 2 2 2 1         

 4 2 1      
3

2
          (σ1) 

 

Είναι γνωστή η ταυτότητα του Euler: 

       
2 2 23 3 3 1

3
2

                  
 

 

Αντικαθιστώντας από την υπόθεση θα έχω 

     
2 2 21

27 3 1
2

              
 

  

     
2 2 21

3 27
2
             
 

 
Λύνω ως προς 

αβγ. 

2 2 2 2 2 227 1
2 2 2

3 6
                     

2 2 227 2

3 6
               

 
27 1

4
3 3

        

27 1 3
4

3 3 2

 
      

 

1 3 1 43 43
27 4

3 2 3 2 6

   
        

   
 

98. Ομοίως αν 
2 2 2 3 3 3 1              . 
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Λύση: 

Εργάζομαι όπως στην προηγούμενη άσκηση. Παρατηρώ ότι: 

 
2 2 2 21 1 2 2 2 1                   

1 2 2 2 1         2 2 2 0       

0       (σ1) 

Από την ταυτότητα Euler έχω: 

       
2 2 23 3 3 1

3
2

                  
 

     
2 2 21

1 3 1
2

               
 

     
2 2 21

3 1
2
             
 

2 2 2 2 2 21
3 1 2 2 2

2
                   

   2 2 21
3 1 2 2

2
             
 

 

1
3 1 2 1 2 0

2
       0     Άρα 0   

99. α) Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση    
2 2

      

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
2 2

2004 2003 2004 2003

2003 2004 2003 2004

   
     

   
 

Λύση: 

α)    
2 2

      Διαφορά τετραγώνων 

       Αναγωγές. 

2 2 4        

β) 
2 2

2004 2003 2004 2003

2003 2004 2003 2004

   
     

   
  

Εφαρμόζω την προηγούμενη 

για 
2004

2003
    και 

2003

2004
   
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2004 2003
4 4

2003 2004
      

100. α) Ν’ απλοποιήσετε την παράσταση   2 1 1      . 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

   2 22,345 1,345 3,345 2003 2002 2004     . 

Λύση: 

α)   2 1 1       
Γινόμενο συζυγών 

παραστάσεων. 

 2 2 1         

2 2 1 1       

β)    2 22,345 1,345 3,345 2003 2002 2004        

       2 22,345 2,345 1 2,345 1 2003 2003 1 2003 1                

1 1 0     

 Φανταστείτε τη δυσκολία των υπολογισμών (ή της λύσης) αν 

παραληφθεί η ερώτηση α. 

101. Να απλοποιήσετε την παράσταση 
)()(

)()(
2222

2222

baxyyxab

baxyyxab




 

Λύση: 

   
   

2 2 2 2

2 2 2 2

ab x y xy a b

ab x y xy a b

  


  
  Κάνω του πολλαπλασιασμούς 

2 2 2 2

2 2 2 2

abx aby xya xyb

abx aby xya xyb

  
 

  
 Βγάζω κοινούς παράγοντες 

   

   

ax bx ay by ay bx

ax bx ay by ay bx

  
 

  
 Βγάζω κοινούς παράγοντες Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Δομή του συνόλου   Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

   ax by ay bx 

   ax by ay bx 

  
Απλοποιώ. Πρέπει ο 

παρονομαστής να μην είναι 

μηδέν. 

ax by

ax by





  

102. Αποδείξτε ότι     6 2 2x 1 x 1 x 1 x x 1 x x 1        . 

Λύση: 

  6 3 3x 1 x 1 x 1      Διαφορά τετραγώνων. 

    2 2x 1 x x 1 x 1 x x 1        
Διαφορά κύβων και 

άθροισμα κύβων. 
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103. Να παραγοντοποιηθούν: 

1. 2 2 2 23x y 2xy 5x y  . 

2. 3 2 2 2 22 7 x 3 y         . 

3.      4 3 3x y 5 3 x 3y         . 

4. 4 3 3 2 2 444 77 20 35         . 

5.    2 2 2 2x y xy     . 

Λύση: 

1. 
2 2 2 23x y 2xy 5x y     Κοινός παράγοντας. 

 xy 3x 2y 5xy     

2. 
2 2 2 2 22 7 x 3 y            Κοινός παράγοντας. 

 2 2 7x 3 y        

3.      4 3 3x y 5 3 x 3y         Κοινός παράγοντας. 

     3 4 3x y 5 x 3y          Πράξεις. 

  3 12x 4y 5x 15y         Αναγωγές. 

  3 7x 11y .       

4. 
4 3 3 2 2 444 77 20 35            Ομαδοποίηση. 

   3 2 2 211 4 7 5 4 7           Κοινοί παράγοντες. 

  2 3 24 7 11 5        Κοινός παράγοντας. 

  2 24 7 11 5        Κοινός παράγοντας. 

5.    2 2 2 2x y xy        Πράξεις 

2 2 2 2x y xy xy       Ομαδοποίηση 

   x x y y y x         Κοινός παράγοντας 

  x y x y       
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104. Να παραγοντοποιηθούν: 

1.    
3 3 3      . 

2.    
2 2 2 2           . 

3. 5 4 3 2 1         . 

4. 37x 7x . 

5. 7 5 3y y y y   . 

Λύση: 

1.    
3 3 3        Υψώνω. 

3  3    33     3    Απλοποιώ. 

 3      

2.    
2 2 2 2           Υψώνω 

2  2  2 22 2 2        2  2    

22 2 2 2         Απλοποιώ 

 22       
Κοινός 

παράγων. 

   2           Ομαδοποίηση 

  2        

3. 5 4 3 2 1        Ομαδοποίηση. 

 3 2 21 1       Κοινός  

  2 31 1              παράγων 

   2 21 1 1        

4. 37x 7x    Κοινός παράγων. 

    27x x 1 7x x 1 x 1      Διαφορά τετραγώνων. 

5. 
7 5 3y y y y      Κοινός παράγων. 

 6 4 2y y y y 1      Ομαδοποίηση. 

   4 2 2y y y 1 y 1     
 

 Κοινός παράγων. 
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  2 4y y 1 y 1     Διαφορές τετραγώνων. 

       
2

2 2 2 2 2y y 1 y 1 y 1 y y 1 y 1         

     
2 2 2y y 1 y 1 y 1     

105. Να παραγοντοποιηθούν:  

1. . 

2. . 

3. . 

4. . 

5. . 

Λύση: 

1.    
2 2

3x 2 3x        Διαφορά τετραγώνων. 

       3x 2 3x 3x 2 3x                   

3x 2 3x  3x 2         3x       

  2 3 6x     

2.    
2 2

2 25 2 3 2 3          Διαφορά τετραγώνων. 

       2 2 2 25 2 3 2 3 5 2 3 2 3                  
   

  2 2 2 25 2 3 2 3 5 2 3 2 3               

      2 2 24 4 6 6 4 1 6 1             

   
2

24 1 1     

3. 
6 6x 125y     

   
3 3

2 2x 5y    Διαφορά κύβων. 

  2 2 4 2 2 4x 5y x 5x y 25y      

4. 
3 3 3 3x y x y 1      Ομαδοποίηση. 

   
2 2

3x 2 3x      

   
2 2

2 25 2 3 2 3        

6 6x 125y
3 3 3 3x y x y 1  
6 4 2 2 4 6x 9x y x y 9y  
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   3 3 3x y 1 y 1      Κοινός παράγων. 

  3 3y 1 x 1     Διαφορές κύβων. 

    2 2y 1 y y 1 x 1 x x 1         

5. 
6 4 2 2 4 6x 9x y x y 9y      Ομαδοποίηση. 

   4 2 2 4 2 2x x 9y y x 9y      Κοινός παράγων. 

  2 2 4 4x 9y x y     
Διαφορές 

τετραγώνων. 

    2 2 2 2x 3y x 3y x y x y        

     2 2x 3y x 3y x y x y x y        

106. Να παραγοντοποιηθούν: 

1. . 

2. . 

3. . 

4. . 

5. 225y 110y 121   

Λύση: 

1.  
22 2x 2 xy y x y         Κοινός παράγων λ 

   
22 2x 2xy y x y        Ανάπτυγμα. 

   
2 2

x y x y       Κοινός παράγων. 

   
2

x y 1     

2.    
2

x y 1 2 x y        

   
2 2x y 2 x y 1       Είναι ανάπτυγμα. 

 
2

x y 1     

3.     
22 2 2 2x y x y           Πράξεις 

 
22 2x 2 xy y x y      

   
2

x y 1 2 x y   

    
22 2 2 2x y x y       

   
2

2 23x 2 32 3x 2 256   
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 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y x y x y 2 xy              

2 2x  2 2 2 2 2 2y x y     2 2x  2 2y  2 xy    
Απλο- 

ποίηση 
2 2 2 2y x 2 xy       

2
x y     

4.    
2

2 23x 2 32 3x 2 256       Μορφή αναπτύγματος 

   
2

2 2 23x 2 2 16 3x 2 16         

   
2 2

2 23x 2 16 3x 14       

5. 
225y 110y 121     Μορφή αναπτύγματος 

 
2 25y 2 5 11y 11       

2
5y 11   

 

107. Να παραγοντοποιηθούν: 

1. . 

2. 22x 3x 5   . 

3. 2x 7x 12  . 

4. . 

5. 23x 4x 1   . 

Λύση: 

1. 2x 8x 12     Αναλύω το 8 
2x 2x 6x 12      Ομαδοποίηση. 

   x x 2 6 x 2      Κοινός παράγων. 

  x 2 x 6     

2. 
22x 3x 5      Αναλύω το 3. 

22x 5x 2x 5       Ομαδοποίηση. 

   2x x 1 5 x 1       Κοινός παράγων. 

  x 1 5 2x     

3. 2x 7x 12     Αναλύω το 7. 

2x 8x 12 

29x 30x 25 
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2x 4x 3x 12      Ομαδοποίηση. 

   x x 4 3 x 4      Κοινός παράγων. 

  x 4 x 3     

4. 29x 30x 25     Μορφή αναπτύγματος. 

 
2 23x 2 3 5x 5        

 
2

3x 5    

5. 23x 4x 1      Αναλύω το 4. 
23x 3x x 1       Ομαδοποίηση. 

 3x x 1 x 1       Κοινός παράγων 

     x 1 3x 1 x 1 1 3x         

108. Να γίνουν γινόμενα οι παραστάσεις: 

1. . 

2. . 

3. 4 4 2 216x 9y x y  . 

4. . 

5. . 

Λύση: 

1. 
2 2 4 4 2 216x y 4y 4x x y      Ομαδοποίηση. 

   2 2 2 2 2 24y 4x y x 4x y      Κοινός παράγων. 

  2 2 2 24x y 4y x     Διαφορές τετραγώνων 

    2x y 2x y 2y x 2y x       

2. 4 2 1      Αναλύω το 1=2-1 
4 2 22 1        Ομαδοποίηση. 

 
2

2 21      Διαφορά τετραγώνων. 

  2 21 1          

  2 21 1       

2 2 4 4 2 216x y 4y 4x x y  
4 2 1   

4 216 17 1   
3 2x x 2 
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3. 
4 4 2 216x 9y x y      

   
2 2

2 2 2 24x 3y x y     Προσθαφαιρώ 
2 224x y   

   
2 2

2 2 2 2 2 24x 3y 2 4 3 x y 25 x y          

 
2

2 2 2 24x 3y 25 x y      Διαφορά τετραγώνων. 

  2 2 2 24x 3y 5xy 4x 3y 5xy      

4. 4 216 17 1       Αναλύω το 17 
4 2 216 16 1        Ομαδοποίηση. 

   2 2 216 1 1         Κοινός παράγων 

  2 21 16 1       Διαφορές τετραγώνων. 

    1 1 4 1 4 1       

5. 3 2x x 2      
3 2x 1 x 1       

     2x 1 x x 1 x 1 x 1          

  2x 1 x x 1 x 1         

  2x 1 x 2x 2      
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109. Να παραγοντοποιηθούν οι παραστάσεις: 

1. . 

2. . 

3. . 

4. . 

5. . 

Λύση: 

1.     
2

3x 1 x 2 9 3x 1       Κοινός παράγων 

    2
3x 1 x 2 9      Διαφορά τετραγώνων. 

   3x 1 x 2 3 x 2 3        Πράξεις. 

   3x 1 x 5 x 1      

2.     
2 22x 9 x 5 x 3       Αναλύω τη διαφορά. 

     
2 2

x 3 x 3 x 5 x 3          Κοινός παράγων. 

     
2 2

x 3 x 3 x 5      
 

 Πράξεις. 

 
2 2x 3 x 6x 9 x 5           

   
2 2x 3 x 5x 14      

3.        
3 3

x y y z 3 x y y z x z          
Προσθαφαιρώ 

 
3

z x   

           
3 3 3 3

x y y z 3 x y y z x z z x z x              

           
3 3 3 3

0

x y y z z x 3 x y y z z x z x              

   
3 3

z x x z      

4.     
22y 4 3y 2 y 2       Αναλύω τη διαφορά. 

     
2

y 2 y 2 3y 2 y 2        Κοινός παράγων. 

    
2

3x 1 x 2 9 3x 1   

    
2 22x 9 x 5 x 3   

       
3 3

x y y z 3 x y y z x z      

    
22y 4 3y 2 y 2   

5 4 3 2x 2x x x 2x 1    
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     y 2 y 2 3y 2 y 2        Πράξεις. 

  2y 2 y 2 3y 2y 6y 4         Αναγωγές. 

  2y 2 3y 3y 2       

5. 5 4 3 2x 2x x x 2x 1        Ομαδοποίηση. 

   3 2 2x x 2x 1 x 2x 1        Κοινός παράγων. 

  2 3x 2x 1 x 1      Διαφορά κύβων. 

   2 2x 2x 1 x 1 x x 1        

 

110. Να απλοποιηθούν τα κλάσματα: 

1. 
   

2 22

2

x 4 x 2

x 4x 3

  

 
  

2. 
2 2

2 2

 

 
  

3. 
2

3

 

 
  

4. 
   

2 2
xy 1 x 1

xy x y 1

  

  
  

5. 
    

 

2 22

2
2

x 9 x 5 x 3

x x 12

   

 
  

 

 

 Η
λία

ς Σ
κα

ρδ
αν

άς



Δομή του συνόλου   Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

Λύση: 

1. 
   

2 22

2

x 4 x 2

x 4x 3

  


 
 Διαφορά τετραγώνων. 

    
2 2

2

x 2 x 2 x 2

x x 3x 3

      
  

 Ανάλυση του 4. 

     

   

2 2 2
x 2 x 2 x 2

x x 1 3 x 1

   
 

  
 Κοινοί παράγοντες. 

   

  

2 2
x 2 x 2 1

x 1 x 3

   
  

 
 Κοινός παράγων. 

    

  

2
x 2 x 2 1 x 2 1

x 1 x 3

       
 

 Διαφορά τετραγώνων. 

    

  
 

2

2x 2 x 3 x 1
x 2

x 1 x 3

  
  

 
 Απλοποίηση. 

2. 
2 2

2 2

 


  
 Διαφορές τετραγώνων. 

  

    

   
 

      
  

    

       

   

 

  1

 


  
  

3. 
 

  

2

3

1 1

1 1 1

  
 

     
 

4. 
   

2 2
xy 1 x 1

xy x y 1

  


  
  

  

 

xy 1 x 1 xy 1 x 1

x y 1 y 1

     
 

  
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   

 

xy x 2 x y 1

x y 1 y 1

  
 

  
 

 x xy x 2

x 1

 



 

5. 
    

 

2 22

2
2

x 9 x 5 x 3

x x 12

   


 
  

      

 

2 2 2

2
2

x 3 x 3 x 5 x 3

x 4x 3x 12

    
 

  
 

     

   

2 2

2

x 3 x 3 x 5

x x 4 3 x 4

    
  
    

 

     

   

2 2

22

x 3 x 3 x 5

x 4 x 3

    
  
 

 

   

 

2

2

x 3 x 5

x 4

   
  



2

2

x 5x 4

x 8x 16

 


 
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111. Να απλοποιηθούν οι παραστάσεις: 

1. . 

2. . 

3. . 

Λύση: 

1. 
4 2 2 4 2 2

3 3 2 2

x x y y x 3xy 2y 1
A :

x y x 3xy 10y x 5y

   
  

   
  

 
4 2 2 4 2 2 2 2

3 3 2 2 2

x 2x y y x y x 2xy xy 2y
x 5y

x y x 25y 3xy 15y

     
    

   
 

 
  

   

    
 

2
2 2 2 2

2

x y x y x x 2y y x 2y
x 5y

x 5y x 5y 3y x 5yx y x x 1

    
    

     
 

  
  

  

 

2
2 2 2 2

2

x y xy x y xy x 2y x y

x 5y 3yx y x x 1

     
  

   
 

  
 

2
2 2 2 2x y xy x y xy

x y

   


  

 
2

x 2y

x x 1




 

 x y

x 2y
  

  
2

2 2 2 2

2

x y xy x y xy

x x 1

   


   
 

2. 

2 2 x
1

B
1 1 1 1 x 1 1

2 2 x

    
     


  

       

  

4 2 2 4 2 2

3 3 2 2

x x y y x 3xy 2y 1
A :

x y x 3xy 10y x 5y

   
 

   

2 2 x
1

B
1 1 1 1 x 1 1

2 2 x

      
      


  

         

3 3 3

x y z
1 1 1

y z z x x y

   

  
  
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   

2 2

2

2 2 x

2 2 x x

2 2 x

    

     
     

      

 

   

2 2

2

2 x

2 2 x

  

     
  

      

 

 

 

 

 

2 x

1

2 2 x

    

     
 

      

 

   

2 x

1 1 1

2 2 x

   

       

       

 

     2 2 x 2 x       
   

  
 

     2 2 x 2 x       
  

 
 

   2 2 x 2 x     
  

 
 

   x 2 x   
  

 
 

 x 2 x 
  



2 22 x x   



 

 2 22 x x


     


 
2

x




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3. 
3 3 3

x y z
1 1 1

y z z x x y

    

  
  

  

3 3 3

x y z x y z x y z

y z z x x y

   
     

  

 

     3 y z 3 z x 3 x y

x y z x y z x y z

  
   

     
 

 6 x y z
6

x y z

 
 

 
 

 

112. Να υπολογίσετε το γινόμενο 















































22222 6

1
1

5

1
1

4

1
1

3

1
1

2

1
1    

και στη συνέχεια να υπολογίσετε το γινόμενο  















































22222 2004

1
1

2003

1
1

4

1
1

3

1
1

2

1
1 ... . 

Λύση: 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

2 3 4 5 6

     
          

     
   

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

          
                     
          

 

1 3 2 4 3 5 4 6 5 7

2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

          
           
          

 

1 3

2 2

   
    
   

2

3

 
 
 

4

3

 
 
 

3

4

 
 
 

5

4

 
 
 

4

5

 
 
 

6

5

 
 
 

5

6

 
 
 

7

6

 
 

 
 

1 7 7

2 6 12
    

 

Παρατηρώ ότι σε κάθε παράγοντα του γινομένου θα έχω την πιο κάτω 

ανάλυση σε γινόμενο 2 παραγόντων: 
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  2

2 2 2

1 11 1 1 1
1

         
          

  για 2,3, 4, , 2004    

Είναι προφανές ότι θα έχω: 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

2 3 4 2003 2004

      
            

      
 

1 1 1

1 3 2 4 3 5 2002 2004 2003 2005 2005

2 2 3 3 4 4 2003 2003 2004 2004 4008
              

 

113. Αποδείξτε ότι: 

1. Το 14 διαιρεί ακριβώς το . 

2. Το 10000 διαιρεί ακριβώς το  

3. Το 24 διαιρεί ακριβώς το  

4. Το 8 διαιρεί ακριβώς το  

5. Το 9 διαιρεί ακριβώς το 2 110 8 2     

6. Αν ν περιττός το 
2 1 

 
 διαιρεί ακριβώς το .

1 1      

Λύση: 

1. 11 11 1115 1 15 1      

  10 9 8 7 615 1 15 15 15 15 15 15 1 14



             

2. 3 35328 4672    

   2 25328 4672 5328 5328 4672 4672 10000



          

3.  2 25 1 5 1 25 1


           

   1 2 325 1 25 25 25 25 1 24  



            

4. 
2 1 2 1 2 17 1 7 1        

1115 1

3 35328 4672

25 1 

2 17 1 
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   2 2 1 2 2 2 3 27 1 7 7 7 7 7 7 1 8   



              

5. 2 1 2 1 2 1 2 110 8 2 10 1 8 1 10 1 8 1                    

     1 2 2 2 110 1 10 10 10 1 8 1 8 8 8 1   

 

               

 9 9 9       

6.    1 1 1 1              

    1 2 31 1 1               

   1 2 31 1 1             
 

 

  1 2 3 3 21 1              

       1 3 21 1 1 1 1               

    1 3 2 21 1 1 1 



                 
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5. 
Η ΔΙΑΤΑΞΗ 

 ΣΤΟ  

 

 

114. Σημειώστε αν είναι σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) κάθε μια από τις πιο 

κάτω προτάσεις:  

 

1. x y y x    Σ Λ 

2. x y  και y x   x y   Σ Λ 

3. x y  ή y x   x y   Σ Λ 

4. x y z y x z      Σ Λ 

5. x , y : x y 3x 3y      Σ Λ 

6. x , y : x y 2x 3y      Σ Λ 

7. x , y : x y 3x 2y      Σ Λ 

8. x , y : x y x y        Σ Λ 

9. x , y : x y 5 x 3 y        Σ Λ 

10. x , y : x y 3 x 5 y        Σ Λ 

11. x , y : x y 2x y 2y x        Σ Λ 

12. x , y : x y 3x y 3y x          Σ Λ 

13. 
2 2x , y : x y x y      Σ Λ 

14. 2 2x , y : x y x y      Σ Λ 
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15. 
* * 1 1

x , y : x y
x y

      Σ Λ 

16. 
* * 1 1

x , y : x y
x y

        Σ Λ 

17. 
* x

x , y : x y 1
y

      Σ Λ 

18. 
* x

x , y : x y 1
y

      Σ Λ 

19. 
* x

x , y : 1 x y
y

      Σ Λ 

20. 
* x

x , y : 1 x y
y

      Σ Λ 

21. 
* *x , y : x y x y y x         Σ Λ 

22. 
* * x y

x , y : x y
y x

       Σ Λ 

Λύση: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Σ Σ Λ Λ Σ Σ Λ Λ Λ Σ Σ 

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ Σ Σ Σ 
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115. Να συμπληρώσετε τον πιο κάτω πίνακα, σύμφωνα με το 

παράδειγμα της πρώτης γραμμής : 

 

ανισότητα γράφημα διάστημα 

0 x 1    [0,1] 

0 x 1   
  0,1  

0 x 1   
  0,1  

x 1  
 

 1,  

x 2  
 

 , 2  

2 x 3   
 

(2,3] 

1 x 1    
 

[-1,1] 

x 1   
 

(-1,  ) 

3 x 2    
 

(-3,2) 

x 1   
 

(  ,-1) 

116. Αν είναι 0 x y z    τότε να βρείτε το πρόσημο της παράστασης 

   x y y z z x   . 

Λύση: 

0 x y z  

x y 0

y z 0

z x 0

  
 

    
   

     x y y z z x 0     
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117. Αν ισχύουν 1 x 2    και 2 y 1    να βρείτε που κυμαίνονται 

οι τιμές των παραστάσεων: 

Α. x y   Β. 2x 3y   Γ. 3x 2y 1    Δ. 4x 3y 2  . 

Λύση: 

Α. 
1 x 2

2 y 1

   
    

3 x y 3     Προσθέτω κατά μέλη. 

Β. 
1 x 2

2 y 1

   
    

2 2x 4

6 3y 3

   
    

     

 8 2x 3y 7     

Πολλαπλασιάζω τα μέλη της 

πρώτης επί 2 και της δεύτερης 

επί 3 και προσθέτω. 

Γ. 
1 x 2

2 y 1

   
    

3 3x 6

4 2y 2

   
    

 

 7 3x 2y 8      

 8 3x 2y 1 7      

Πολλαπλασιάζω τα μέλη της 

πρώτης επί 3 και της δεύτερης 

επί 2 και προσθέτω.  

Αφαιρώ από τα τρία μέλη το 

1. 

Δ. 
1 x 2

2 y 1

   
    

4 4x 8

6 3y 3

   
     

 

4 4x 8

3 3y 6

   
     

7 4x 3y 14     

5 4x 3y 2 16      

Πολλαπλασιάζω τα μέλη της 

πρώτης επί 4 και της δεύτερης 

επί -3 (αντιστρέφεται).  

Γράφω τη δεύτερη με 

ομόστροφο τρόπο και 

προσθέτω κατά μέλη. 

Προσθέτω και στα τρία μέλη 

το 2. 
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118. Αν είναι 3 x 2    να βρείτε που κυμαίνονται οι τιμές του 2x . 

Λύση: 

3 x 2  

3 x 0 0 x 3

ή

0 x 2

      



 

 
2 2

2

0 x 9 0 x 9

ή

0 x 4

      


 
  
         

 

119. Αν 
2 2, : 0      αποδείξτε ότι 0     

Λύση: 

2 2

2 2

0 0

0 0

    
  

    
  Τετράγωνοι αριθμοί 

2

2

2

0
0 0

0

 
    

 
 Από υπόθεση… 

2 2 0 0         

120. Αποδείξτε τις προτάσεις:  

α) * 1
x x 2

x
    .  

β) * 1
x x 2

x
     .  

Πότε ισχύουν οι ισότητες; 

Λύση: 

α) *x    Άρα  

21
x 2 x 1 2x

x
        

22x 1 2x 0 x 1 0      .  

20 x 9  
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Η τελευταία είναι αληθής άρα και η ισοδύναμή της αρχική. 

Θα είναι  
21

x 2 x 1 0 x 1
x

        

β) *x    Άρα  

21
x 2 x 1 2x

x
          

22x 1 2x 0 x 1 0      .  

Η τελευταία είναι αληθής άρα και η ισοδύναμή της αρχική. 

Θα είναι  
21

x 2 x 1 0 x 1
x

        

Η τελευταία είναι αληθής άρα και η ισοδύναμή της αρχική. 

Θα είναι  
21

x 2 x 1 0 x 1
x

          

 

121. Αποδείξτε ότι αν είναι , :      τότε θα ισχύει 

2

 
    . 

Λύση: 

2


     2 2        

   2 0 2         0    

0

0

 


     
 

  που είναι αληθής, άρα και η 

ισοδύναμή της αρχική. 
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122. Αποδείξτε ότι για κάθε ζεύγος πραγματικών αριθμών α, β ισχύει η 

σχέση 
2 2 0   . Εξετάστε πότε θα ισχύει το «=». 

Λύση: 
2 2 0     Προσθέτω αβ και στα δυο μέλη. 
2 22      Παρατηρώ ότι είναι ανάπτυγμα. 

 
2

    
Αν α, β είναι ετερόσημοι τότε 0   

οπότε η σχέση είναι αληθής. 

Αν 0   ή 0   τότε 0   οπότε και πάλι η σχέση είναι αληθής. 

Αν τώρα α, β είναι ομόσημοι τότε 0   οπότε:  

 
2

     Διαιρώ και τα δύο μέλη με τον θετικό αβ. 

 
2

1


 
  

Υψώνω. 

2 22
1

  
 

  Διαιρώ. 

2


2





2



1   Απλοποιώ. 

2 1
 
   

 
1

 
  

  . Που είναι αληθής από την 120α. 

 

123. Αποδείξτε ότι ισχύει 
2 2 2      για κάθε α και β 

πραγματικούς αριθμούς. 

Λύση:  

2 2 2      
2 2 2 0      

2
0    

Που είναι αληθής. Ηλία
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124. Για κάθε ,   δείξτε ότι ισχύει 
2 23 3 4      . 

Λύση: 
2 23 3 4        Αναλύω. 

2 2 2 22 2 4          Ομαδοποιώ. 
2 2 2 22 2 4 0          Κοινός παράγων. 

 2 2 2 22 2 0         Ανάπτυγμα. 

 
22 2 2 0       

Είναι αληθής σαν άθροισμα 

τετραγώνων. 

125. Αποδείξτε ότι  
22 2 1

2
      για κάθε ,  . 

Λύση: 

 
22 2 1

2
       

Πολλαπλασιάζω με θετικό 

αριθμό. 

 
22 22 2        Υψώνω. 

2 2 2 22 2 2          Απλοποιώ. 
2 2 2   
2 2 2 0       

Είναι ανάπτυγμα. 

 

 
2

0    Που είναι αληθής. 

126. Δείξτε ότι για τους πραγματικούς α, β, γ ισχύει η σχέση 
2 2 2        . 

Λύση: 
2 2 2          Πολλαπλασιάζω και 

τα δυο μέλη επι 2 0   2 2 22 2 2 2 2 2            
2 2 22 2 2 2 2 2 0               Ηλία
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     
2 2 2

0          

Είναι αληθής. 

(Άθροισμα 

τετραγώνων.) 

127. Αν 0       τότε 3 3 3 3      . 

Λύση: 
3 3 3 3        

3 3 3 3 0         

       
2 2 21

0
2

            
 

 

Η τελευταία σχέση είναι αληθής αφού το πρώτο μέλος είναι γινόμενο 

μη αρνητικών αριθμών. 

 

128. Αν α, β είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί τότε θα είναι 
3 3 2 2     . 

Λύση: 
3 3 2 2         

3 3 2 2 0       Ομαδοποιώ και βγάζω 

κοινούς παράγοντες.    2 2 0       

  2 2 0       Διαφορά τετραγώνων. 

    0        

   
2

0     
Είναι αληθής. (Γινόμενο μη 

αρνητικών παραγόντων.) 
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129. Αν είναι  1,0   και  1,0   τότε ισχύει η σχέση 

1 0
1

 
  

 
. 

Λύση: 

 

 

1,0 1 0

1,0 1 0

       
  

     
        

  

 

    

0 1

0 1 1 1 2 1

0 1

ώ

0 1 1

0 1 1 1 2

0 1 1

    
 

          
    


   
    

        
 
    

 

Από τη (σ2) έχω   
0 1 1      1         

 1         1         

1
1 1

 
    

 
 

Αφού ισχύει 

η (σ1) 
1 0     

Και επειδή από (σ1) προκύπτει 0
1


 


 θα έχω: 1 0

1


  


 

 

 

130. Ομοίως αν είναι  1,1   και  1,1   τότε ισχύει η σχέση 

1 1
1

 
  

 
. 
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Λύση: 

Αν α, β είναι ομόσημοι ή μηδέν θα έχω 0   1 1 0     

Αν α, β είναι ετερόσημοι και δεχτώ, χωρίς βλάβη της γενικότητας, 

ότι 
0 1 0 1

0 1
1 0 0 1

      
     

       
 1 0    . 

Άρα θα έχω    1 0 1,1 1,1       

1 1
1


   


  1 1      

  1 01

1 01

       
   

        
 

 

 

  

  

  

  

1 1 0 1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0 1 1 0

            
  

       
              

 

Οι δύο σχέσεις είναι προφανείς από την υπόθεση, άρα η σύζευξή 

τους είναι αληθής. 
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131. Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί α, β, γ και δ τέτοιοι ώστε να 

ικανοποιούν τη σχέση 
  
 

  
. Να δείξετε ότι θα ικανοποιούν 

και την 
2 2 2 2       . 

Λύση: 

Προφανώς 0   .  Αν 

  
   
        

      

 

3

2

   

   

   

 . 

2 2 2 2       
2 2 2 2 0        

     
2 2 23 2 2 0            

Αντικαθιστώ από τις 

προηγούμενες σχέσεις. 
6 2 4 2 2 2 2 0          Υψώνω 

 2 6 4 2 1 0        Ομαδοποιώ. 

   2 4 2 21 1 0         
 

 Κοινοί παράγοντες. 

  2 2 41 1 0         

   
2

2 2 21 1 0       Που είναι προφανής. 

132. Αποδείξτε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς ισχύει 

         0                   . 

Λύση: 

         0                

2 2 2 0              
2 2 2 0         
2 2 2 0          

2 2 22 2 2 2 2 2 0               

     
2 2 2

0          Προφανής. 
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133. Ομοίως αποδείξτε ότι για οποιουσδήποτε θετικούς πραγματικούς 

ισχύει  
1 1 1

9
 

        
   

. 

Λύση: 

 
1 1 1 

      
   

 1 1 1
     

        
     

 

22 2

3 3 2 2 2 9

 

     
           

     
 

134. Αν *

  και *

  δείξτε ότι ισχύει  

2

2
2

1 12

 
    
    

      

. 

Λύση: 
2

2
2

1 12

 
   
     

      

   

2

2
2

2

 
   
           
  

 
Ομώνυμα και 

πρόσθεση 

 
2

21
4

4

 
      

  
 

Συντελεστής και το 

σύνθετο κλάσμα 

απλό. Ηλία
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Διάταξη στο                                                              Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 
 

 

2

2

2

1
4

4


     


  

 
21

4
   

 


 

2

4



 

 

 

2

2

2

4

4




    
 

   
 

    
  

  

 
2 2 24 2 4          Πράξεις. 

 
22 2 2 0 0         Που είναι προφανής. 

135. Αν *

  και  *

  δείξτε ότι ισχύει η σχέση 

  
     

  
. 

Λύση: 

  
     

  
  Κάνω ομώνυμα.  

2 2 2 2 2 2     
      

  
 Προσθέτω. 

2 2 2 2 2 2      
    


 0    

 2 2 2 2 2 2               

2 2 2 2 2 2 2 2 2 0                
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 0                    

     2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 0                     

     
2 2 22 2 2 0          που είναι προφανής. 

*


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136. Αν x , y  με x y  και * , *  δείξτε ότι 

x y
x y

  
 

  
. 

Λύση: 

x y   
x y

x y

  


  
 

y x y y

x x x y

      


    

x x x y y y               x x y y        

x y
x y

 
  


 

137. Ομοίως αν x , y ,  z  με x y z   και * , *

, 
*  δείξτε ότι 

x y z
x z

   
 

   
. 

Λύση: 

x y z    

x y z

x y z

x y z

    

     
    

  

x x x x y z z z z                

   x x y z z            

x y z
x z

  
  


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138. Αποδείξτε ότι για τους θετικούς x, y ισχύει 
x y

2
y x
  . 

Λύση: 

x y
2

y x
    

2 2x y
2

xy xy
  

2 2x y
2

xy


  2 2x y 2xy    

2 2x y 2xy 0      
2

x y 0    που είναι προφανής. 

139. Αν 2x 4y 5    τότε 2 2 1
x y

2
  . 

Λύση: 

2x 4y 5    
5 2x

y
4


   Λύνω ως προς y. 

2 2 1
x y

2
    

2 22x 2y 1    Αντικαθιστώ το y. 

2

2 5 2x
2x 2 1

4

 
    

 
 Υψώνω. 

2
2 25 20x 4x

2x 2 1
16

 
      

2
2 25 20x 4x

2x 1
8

 
     

Κάνω απαλοιφή του 

παρονομαστή. 
2 216x 25 20x 4x 8       Αναγωγές. 
220x 20x 17 0       

2 17
20 x x 0

20

 
     

 
  

2 1 1 1 17
20 x 2 x 0

2 4 4 20

 
        

 
  

2
1 12

20 x 0
2 20

  
      

   

 Η οποία είναι προφανής. Ηλία
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140. Αν    0,4 0,4    τέτοιοι ώστε 
1

3





 , να συγκριθούν οι 

αριθμοί: 
1

3
, 



, 

2 1

2 3

 

 
, 

2

2

 

 
. 

Λύση: 

Θεωρώ την διαφορά:  

2 2 1

2 2 3

 
   

 
   

  

  

  

  

2 2 3 2 2 1

2 2 3 2 2 3

     
  

   
  

       

   

2 2 3 2 2 1

2 2 3

      
 

 
  

2


4 3 6 2    

  

4 2

2 2 3

 


 
  

  
3 4

2 2 3

 


 
.  

Εξάλλου 
0 4

0 4

  


 
 

4 0

3 0

 


 
 3 4 0     Άρα 0     

2 2 1

2 2 3

 


 
. 

Θεωρώ τώρα τη διαφορά 
2 1 1

2 3 3


   


 
   

 

3 2 1 2 3

3 2 3

   



 

 
6 3 2 3

3 2 3

  
 

  
6 2

3 2 3

 




 

 

2 3

3 2 3

 




2 3

3 2 3





 

Αλλά 
1

3 0
3


   


  και 2 3 0    οπότε 0   οπότε 

2 1 1

2 3 3





  Ηλία

ς Σ
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Διάταξη στο                                                              Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

Η δε διαφορά 
   

 

2 1 2 32 1

2 3 2 3

      
    

   
  

2


2 

   

3 3
0

2 3 2 3

  
  

   
.  Άρα 

2 1

2 3

 


 
  

Η διαφορά 
   

 

3 2 22 1

2 3 3 2

    
    

 
  

   
3 6 2 3 4

3 2 3 2

  
 

 
 

Είναι δε 

0 4 0 3 12
4 3 12 0 3 4 16

0 4 4 0

     
         

      
 

Άρα θα είναι 0    

Τελικά:
2 1 1 2

2 3 3 2

  
  

  
 

141. α)Αποδείξτε ότι για κάθε ακέραιο 1   ισχύει η σχέση 

ν

1

1ν

11





2ν
 

β) Αποδείξτε ότι 
1 1 1 1 99

...
4 9 16 100 100
      

Λύση: 

α) Ισχύει ότι 0 1     
1 1

0
1

  
    2

1 1
0

1
  
   

 

 

 2

11
0

1

   
   

       2

1 1
0

1 1

  
   
      

 

2

1 1 1
0

1
  
   

 

β) 
1 1 1 1

4 9 16 100
      

2 2 2 2

1 1 1 1

2 3 4 10
      Ηλία
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1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 9 10

       
                
       

1 1 9 90 99

1 10 10 100 100
      
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6. 
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

1ΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 
 

142. Να σημειώσετε αν είναι σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) κάθε μια από τις 

πιο κάτω προτάσεις:   

1. Η x 0    δεν μπορεί να είναι αδύνατη    Λ 

2. Η x    έχει πάντοτε λύση.    Λ 

3. Η 0 x    είναι αδύνατη. Σ    

4. Η x x        είναι αόριστη. Σ   

5. Η x x       είναι αδύνατη. Σ   

6. Η x 2  δεν μπορεί να είναι λύση της x    Σ   

7. Η x x       έχει λύση το x 1 .   Λ 

8. 
Η x x       δεν μπορεί να έχει λύση 

διαφορετική από το 1 . 
Σ   

9. Η 
x

, 0   


 έχει πάντοτε λύση.   Λ 

10. 
Η  2 2 3 2 2 3x 3 3          έχει 

πάντοτε λύση. 
  Λ 

 Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Θεμέλια Μαθηματικών – Ασκήσεις    Κεφάλαιο 6: 

 

 

110 

 

143. Δίνεται η εξίσωση 2x x 3x 3    (ε1). Παρατηρείστε ότι το 

σύνολο λύσεών της είναι  1 1,3  . Μελετήστε τώρα τις δύο 

λύσεις που ακολουθούν: 

1η  Λύση  2η  Λύση 

2x x 3x 3    2x x 3x 3    

   x x 1 3 x 1       x x 1 3 x 1    

 x x 1  3 x 1      x x 1 3 x 1 0     

x 3   (ε2)   x 1 x 3 0     (ε3) 

Στην πρώτη λύση βρέθηκε η (ε2) της οποίας το σύνολο λύσεων 

είναι  2 3  , ενώ στη δεύτερη λύση βρέθηκε η εξίσωση (ε3) της 

οποίας σύνολο λύσεων είναι προφανώς το  3 1,3  . 

Παρατηρήστε ότι, σύμφωνα με την παράγραφο 6.1 είναι 

   1 3    ενώ  1   2 . Πού κατά τη γνώμη σας οφείλεται 

το σφάλμα; 

Να λύσετε την εξίσωση x(x+1)=2x. 

Λύση: 

Η δεύτερη λύση είναι η σωστή. Το σφάλμα της πρώτης λύσης 

βρίσκεται στην απλοποίηση του  x 1  . Η απλοποίηση δεν 

επιτρέπεται αν δεν έχει εξασφαλιστεί ότι x 1 0   . Για το λόγο αυτό 

«χάνεται» η ρίζα 1, είναι αυτή που μηδενίζει τον παράγοντα που 

αντικανονικά απλοποιήθηκε. 

 x x 1 2x     x x 1 2x 0     x x 1 2 0   

 x x 1 0  

x 0

ή

x 1




 
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144. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

1. 
x 2 x 3

2
2 3

 
  . 

2.    5 x 3 x 1 1 2 5x 2          

Λύση: 

1.  
x 2 x 3

2
2 3

 
    

   3 x 2 2 x 3
2

6 6

 
     

Ομώνυμα. 

   3 x 2 2 x 3 12       
Πολλαπλασιάζω 

επι 6  

3x 6 2x 6 12      5x 12 
12

x
5

  Αναγωγές κ.τ.λ.  

  

2.    5 x 3 x 1 1 2 5x 2            

 5 x 3x 3 1 10x 4          

 5 2x 3 1 10x 4          

10x  15 1 10x    4 16 4   

 

145. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

1. 
2

2

x 3 x 3
2

x x 2x x 2

 
   

  
 

2. 
2

1 3 4x 3

x 1 x x x


 

 
 

3. 
2 2 2

x 1 x 4
0

x 4 x 2x x 2x


  

  
 

4. 
2 3 2

x 1 x 1 x

2x x 4x x x 2x

 
 

  
. 
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5. 
2

x 1 4 x 2

x 1 x 2x 3 x 3

 
 

   
 

Λύση: 

1. 
2

2

x 3 x 3
2

x x 2x x 2

 
   

  
   

2

2

x 3 x 3
2

x x 2x x 2

 
    

  
 

Ε.Κ.Π. 

παρονομαστών 

 

x 0

x x 2 0

x 2




   
 

 

(π1) 

 

 

22 x 3 2x 3

x x x 2 x 2


   

 
 

  22 x 3 2x

x


 

x  

3

x 2x 2
 


  

 2 x 3 2x 3
0

x x 2 x 2


    

 
  

   22 x 2 x 3 2x 3x 0         

22x 210x 12 2x   3x 0     

13x 12 0   
12

x
13

  
Η ρίζα είναι αποδεκτή, 

αφού ικανοποιεί τον 

περιορισμό (π1). 

2. 
2

1 3 4x 3

x 1 x x x


  

 
  

 
1 3 4x 3

x 1 x x 1 x


   

 
 

Ε.Κ.Π. παρονομαστών 

 

x 0

x x 1 0

x 1




   
  

  

(π2) 

 x x 1 
1

x 1
x  

3
x 1

x
  x x 1 

 

4x 3

x 1 x




  Ηλία

ς Σ
κα

ρδ
αν

άς



Εξισώσεις Ανισώσεις 1ου βαθμού  Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 x 3 x 1 4x 3      x 3x 3 4x 3 0 0      . Άρα η 

εξίσωση έχει άπειρες λύσεις,  x 0, 1     

 Η εξίσωση δεν μπορεί να χαρακτηριστεί «αόριστη» αφού δεν 

ικανοποιείται για κάθε πραγματική τιμή του x (δεν μπορεί να 

είναι 0 ή -1 διότι τότε η εξίσωση δεν ορίζεται καλώς. 

3. 
2 2 2

x 1 x 1 x

x 4 x 2x x 2x

 
  

  
  

      
x 1 x 1 x

x 2 x 2 x x 2 x x 2

 
   

   

      x x 1 x x 2 x 2 1 x       

2 2 2x x x 2x x 2 x 2x        

2 2 2
3x 2 x

3
      που είναι 

αδύνατη. 

Ε.Κ.Π. 

παρονομαστών 

  x x 2 x 2 0     

x 0

x 2

x 2

 


  
  

 

(π3) 

4. 
2 3 2

x 1 x 1 x

2x x 4x x x 2x

 
  

  
  

     2

x 1 x 1 x

x 2 x x x 2x 4 x

 
   

 
  

x 1

x




 

x

2 x x


   

1 x

2 x 2 x x




   x 2




 

Ε.Κ.Π. 

παρονομαστών 

  x x 2 x 2 0     

x 0

x 2

x 2

 


  
  

 

(π4) 

     2 x x 1 x 2 x 1 x         

2 22x 2 x x x 2 2x x x           

2x x x 2x x       7x 0  x 0 , η οποία απορρίπτεται 

λόγω του περιορισμού (π4). Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

5. 
2

x 1 4 x 2

x 1 x 2x 3 x 3

 
  

   
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2

x 1 4 x 2

x 1 x 1 2x 2 x 3

 
   

    
 

    
x 1 4 x 2

x 1 x 1 x 1 2 x 1 x 3

 
   

     
 

  
x 1 4 x 2

x 1 x 1 x 3 x 3

 
   

   
 Ε.Κ.Π. 

παρονομαστών 

     x 3 x 1 4 x 1 x 2       

2 2x 4x 3 4 x 3x 2       

x 5   , που ικανοποιεί τον (π5) 

  x 1 x 3 0    

x 1

x 3

 
 

 
 

(π5) 

 

146. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

1. 

1 2 x
1

x x 1

1 x 1 x





 

. 

2. 

1
1

1 xx 1
3xx x 1

2
x 1


  






. 

Λύση: 

1. 

1 2 x
1

x x 1

1 x 1 x




 
 

  

Πρέπει 

x 0

x 1

x 1

 


 
  

   

(π1) 

x 1 2 x

x x 1

1 x 1 x

 

  
 
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    
x 1 2 x

x 1 x x 1 1 x

 
  

  
  

       x 1 x 1 1 x 2 x x 1 x          

2 3x 1 x   2 2 3x 2x x 2x x        

24x 3x 1 0       
2 23x 3x x 1 0        

    3x x 1 x 1 x 1 0         

  x 1 3x x 1 0        

  
x 1 ί

x 1 4x 1 0 1
x ή

4

  


     
  


 

 

2. 

1
1

1 xx 1
3xx x 1

2
x 1


   






  

Πρέπει 

x 0

x 1 0

x 1 0

3x
2 0

x 1




 


  

  
 

  

x 2
1 xx 1

x 2x x 1

x 1



    
  



 

x 0

x 1

x 1

x 2 0




 
 


  

 

   

   

x 2 x 11 x

x x 1 x 2 x 1

 
    

  
 

x 0

x 1

x 1

x 2





 

 
  

 (π2) 

1 x 1 x

x x 1 x 1


    

 
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1 1
0

x x 1
   


  

x 1 x 0    
1

x
2

   
Δεκτή αφού 

ικανοποιεί τον 

(π2). 

147. Για τις διάφορες τιμές των παραμέτρων τους, να λύσετε τις 

εξισώσεις: 

1. 2x 1 x      

2. 2x 1 x      

3. 2 2x 2 4x       

4. 
4x 1 1 3 x

3 2 2

    
   

5.  2 29 x 3       

Λύση: 

1.  2x 1 x      2x 1 x 0          2 1 x 1 0       

       1 1 x 1 0          

Αν 1   τότε η (ε) γίνεται 0 0  δηλαδή είναι αόριστη. 

Αν 1   τότε η (ε) γίνεται    1 x 1 0 ( 1)      

Αν 1    τότε η (ε1) γίνεται  1 x  1 1 0 2 0       

που είναι αδύνατη. 

Αν 1    τότε η (ε1) γίνεται 
1

x
1

 

 

 .  

Συμπέρασμα: 1   η εξίσωση είναι αόριστη. 

 1    η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 1 1        
1

x
1

 

 

 

2.  2x 1 x      2x 1 x 0     

    x 1 1 1 0              1 x 1 0        Ηλία
ς Σ

κα
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Αν 1    τότε η (ε) γίνεται 0 0  δηλαδή είναι αόριστη. 

Αν 1    τότε η (ε) γίνεται  x 1 0 x 1         . 

3.  2 2x 2 4x       2 2x 2 4x 0       

   2 4 x 2 0           2 4 x 2 0        

     2 2 x 0         

Αν 2   τότε η (ε) γίνεται 0 0  που είναι αόριστη. 

Αν 2   τότε η (ε) γίνεται   2 x 0      (ε1). 

Αν 2    τότε η (ε1) γίνεται 2 0  που είναι αδύνατη. 

Αν 2    τότε η (ε1) γίνεται x
2



 

. 

Συμπέρασμα:  2  η εξίσωση είναι αόριστη. 

 2     η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 2 2        x
2



 

. 

4.  
4x 1 1 3 x

3 2 4

   
     Ε.Κ.Π. : 12 

     4 4x 1 6 1 3 3 x          

16x 4 6 6 9 3 x         16x 3 x 4 6 6 9 0         

     16 3 x 6 7 0          

Αν 
16

3
     τότε η (ε) γίνεται 25 0   που είναι αδύνατη. 

Αν 
16

3
     τότε η (ε) γίνεται

6 7
x

16 3

 


 
. 

5.   2 29 x 3         

      3 3 x 3         

Αν 3    τότε η (ε) γίνεται 0 0   που είναι αόριστη. 

Αν 3     τότε η (ε) γίνεται   3 x    (ε1) 

Αν 3   η (ε1) γίνεται 0 3  που είναι αδύνατη. 

Αν 3    η (ε1) γίνεται  x
3





 

Συμπέρασμα:  Αν 3    η εξίσωση είναι αόριστη. 
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 Αν 3   η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 Αν 3 3      x
3


 


 

148. Για τις διάφορες τιμές των παραμέτρων τους, να λύσετε τις 

εξισώσεις 

1.      x 3 1 6x 5x 4          . 

2.  3 24 x 2       . 

3.    2x 1 2 x 1 1       . 

4.  2 21 x 9x 4 12         

Λύση: 

1.      x 3 1 6x 5x 4             
Πολλαπλασιάζω

. 

2 2x 3 1 6x 5 x 4           
Μεταφέρω στο 

Α μέλος. 
2 2x 3 1 6x 5 x 4 0           Ομαδοποιώ. 

   2 25 6 x 3 5 0           
Κοινός 

παράγων. 

   2 22 3 6 x 3 5 0            
Διασπώ το 

5 2 3      

     22 3 2 x 3 5 0           

 

Κοινοί 

παράγοντες 

    22 3 x 3 5 0           (ε) 
Κοινός 

παράγων. 

 Αν 2    η (ε) γίνεται 0x 15 0    που είναι αδύνατη. 

 Αν 3    η (ε) γίνεται 0x 23 0    που είναι αδύνατη. 

 Αν 2 3      
   

2 3 5
x

2 3

   


   
 

 

2.  3 24 x 2         Κοινός παράγων 
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   2 4 x 2         
Διαφορά 

τετραγώνων. 

     2 2 x 2 0           Κοινός παράγων. 

   2 2 x 1 0          (ε)  

 Αν 0   ή 2   η (ε) γίνεται 0x 0  που είναι αόριστη. 

 Αν 0 ί 2      η (ε) γίνεται  2 x 1 0     (ε1) 

o Αν 2    η (ε1)  γίνεται 0x 1  που είναι αδύνατη. 

o Αν 2    τότε (ε1)
1

x
2

 
 

. 

3.    2x 1 2 x 1 1         Πολλαπλασιάζω. 

 2x 1 2x 2 1          Ανάγω. 

 2 1 x 1        Διαφορά τετραγώνων. 

   1 1 x 1         (ε)  

 Αν 1   τότε η (ε) γίνεται 0x 2  που είναι αδύνατη. 

 Αν 1    η (ε) γίνεται 0x 0  που είναι αόριστη. 

 Αν 1   και 1    τότε (ε)
1

x
 

 
   1 1   

1

1

 

 

4.  2 21 x 9x 4 12           Κάνω πολλαπλασιασμό 

2  2 2x 9x     4 12     Απλοποίηση. 

   29 x 4 3      Κοινοί παράγοντες. 

     3 3 x 4 3        (ε) Μορφή x    

 3   τότε (ε) 0x 0   αόριστη. 

 3    τότε (ε) 0x 24   αδύνατη. 

 3 3       τότε (ε) 
 4 3

x


 
 3  

4

33

  

 

149. Να διερευνήσετε τις εξισώσεις: 

1. 
x x 
  

   
. 
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2. 
x 1 x 1  
 

  
. 

3.  2 2 1 x 1      . 

4.    x 2 6 x 1        . 

5. 
2 1 3

x x x
 

   
 

Λύση: 

1. 
x x 
   

   
 

Περιορισμοί: 
0 0      

 
x



  




  

x


 




  

Πολλαπλασιάζω 

με 0   
2 2x x        

2 2x x 0        
Διαφορά 

τετραγώνων. 

     x 0             Κοινός παράγων. 

   x 0           

   x 0          (ε)  

 Αν     τότε η (ε) γίνεται αόριστη. 

 Αν    τότε (ε) x 0 x        

2. 
x 1 x 1 
  

  
 

Περιορισμοί: 
0 0      


x


 

1 x



  

1


  

Πολλαπλασιάζω 

με 0   

 2x 1 x         

2 2x x 0        Κοινός παράγων. 

   2 2 x 0         
Διαφορά 

τετραγώνων. 

   x 1 0         (ε) Κοινός παράγων 

 Αν     τότε η (ε) γίνεται αόριστη. 

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Εξισώσεις Ανισώσεις 1ου βαθμού  Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 Αν    τότε (ε)  x 1      (ε1) 

o Αν     τότε (ε1) 0x 1   αδύνατη. 

o Αν     τότε (ε1) 
1

x 
  

 

Συμπέρασμα: 

     (ε) αόριστη. 

    (ε) αδύνατη. 

        
1

x 
  

 

3.  2 2 1 x 1       Μορφή x    

Η διερεύνηση στηρίζεται στον συντελεστή του x. Πρέπει να βρω αν 

μηδενίζεται και πότε.  

a 2 2 1         2 1 1          2 1 1      

 Αν 
1

2
   ή 1    τότε a 0  άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 Αν 
1

2
   και 1    τότε a 0  άρα η εξίσωση δέχεται λύση 

την 
   

1
x

2 1 1


   
 

4.    x 2 6 x 1          Πολλαπλασιασμοί. 

2x 2 6 x        
Μεταφορά στο 

πρώτο μέλος. 
2x x 2 6 0        Κοινός παράγων. 

   x 2 6 0         (ε) Μορφή x 0    

 Αν 0   τότε (ε) 6 0   

o Αν 6   τότε (ε) αόριστη. 

o Αν 6   τότε (ε) αδύνατη. 

 Αν     τότε (ε) 3 6 0    

o Αν 2   τότε (ε) αόριστη. 

o Αν 2   τότε (ε) αδύνατη. 

 Αν 0   και     τότε η (ε) δίνει λύση 
 

2 6
x

  

  

. 
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5. 
2 1 3

x x x
  

  
 

Δεν μπορεί να είναι x 0  

ή x   ή x    

           
2 1 3

x x x x x x x x x
x x x

             
  

 

       2x x x x 3 x x           

2 2 22x 2 x x x 3x 3 x 3 x 3              

22x 2 x  2x 2x 3x   3 x 3   x 3     

x 3 x x 3 0           

 2 x 3 0      (ε) 

 Αν 0   τότε (ε) x 0   

o 0   τότε (ε) αόριστη. 

o 0   τότε x 0 . 

 Αν 0   

o 0   τότε (ε) 2 x 0 x 0 x 0        

o 0   

 2     τότε (ε) είναι αδύνατη. 

 2     τότε (ε) δίνει λύση 
3

x
2




  
. Θα πρέπει 

βέβαια να είναι x 0  και x    και x   . 

Προκειμένου να βρω ποιες τιμές των κ και λ 

απορρίπτονται θα πρέπει να λύσω τις αντίστοιχες 

εξισώσεις. 

 x 0
3

0
2


 

  
0   που είναι αδύνατη 

αφού 0   και 0  . Άρα ο περιορισμός αυτός 

ικανοποιείται. 

 x   3

2


  

  
 3 2       

3 2     2 2       . Άρα για να 

ικανοποιείται ο περιορισμός πρέπει    . Ηλία
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 x  
3

2


  

  
 3 2       

3 2         . Άρα για να 

ικανοποιείται και αυτός ο περιορισμός πρέπει πάλι 

να είναι    . 

150. Η εξίσωση 
  

11 1

3x 2 x 3 3x 2 3 x 3x 2

 
  

    
 έχει 

τουλάχιστον 2 λύσεις. Να βρεθούν τα α, β. 

Λύση: 

   
11 1

3x 2 x 3 3x 2 3 x 3x 2

 
   

    
 

Ε.Κ.Π.: 

   3x 2 x 3 0   

2
x

3


   και x 3  

   x 3 3x 2 11 x 3           

x 3 3 x 2 11 x 3 0             

   3 1 x 3 2 14 0          

Για να έχει 

περισσότερες από μία 

λύσεις πρέπει: 

3 1 0      και 

3 2 14 0      

3 1 1 3

3 2 14 3 2 14

      


      
. Επομένως 

πρέπει να είναι  3 1 3 2 14       

 

3 9 2 14       11 11    1    

Άρα  1 3 1 2      
 

151. Δίνεται η εξίσωση      
2 2

x x 2       . Να δείξετε ότι 

έχει πάντοτε μια λύση. Πότε έχει περισσότερες από μία λύσεις; 

Λύση: 
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     
2 2

x x 2        Μεταφέρω. 

     
2 2

x x 2 0          
Διαφορά 

τετραγώνων 

     x x x x 2 0            Αναγωγές. 

     2x 2 0         
Κοινός 

παράγων. 

   2x 2 0          

   2x 0         (ε)  

 Αν α, β είναι αντίθετοι τότε η (ε) είναι αόριστη, 

άρα έχει άπειρες λύσεις. 

 Αν 0    τότε (ε)  2x 0      

x
2


   έχει μία μόνη λύση. 

 Άρα η δοθείσα εξίσωση έχει πάντοτε λύση. (Δεν 

είναι αδύνατη.) 

 

152. Το εμβαδόν τραπεζίου δίνεται από τον τύπο E
2

  
  . Να 

επιλυθεί ο τύπος ως προς β. 

Λύση: 

2

  
    2       

Το ύψος υ του τραπεζίου δεν 

μπορεί να είναι 0. 

2
   



2
   


 

153. Αν 1 1 1 2 2r I R I R     να επιλυθεί ο τύπος ως προς Ι1. 

Λύση: 

1 1 1 2 2r I R I R       
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2 2 1 1 1I R I R r       

 1 1 2 2R r I I R        

2 2
1

1

I R
I

R r

 
 


 Αρκεί να είναι 1R r 0   

154. Αν R1 , R2 είναι παράλληλα συνδεδεμένες αντιστάσεις και R η 

ισοδύναμη συνολική αντίσταση τότε ισχύει ο τύπος 
1 2

1 1 1

R R R
   

Α) Να επιλυθεί ο τύπος ως προς R2  

Β) Αν R=7Ω , R1=12Ω να υπολογιστεί η τιμή της R2 

Λύση: 

Α) 
1 2

1 1 1

R R R
    

Προφανώς είναι 1R 0  και 

2R 0  άρα και R 0  

2 1

1 1 1

R R R
      

1

2 1

1 R R

R R R


  


  

1
2

1

R R
R

R R


 


 Προφανώς 1R R  αφού 

2

1

R
 

Β) 
2

2

7 12 84
R 16,8

12 7 5

  
   

  
  

  

155. Για κάθε σώμα μάζας m που εκτελεί ελεύθερη πτώση και σε ύψος 

h έχει ταχύτητα v, το άθροισμα της κινητικής ενέργειας Εκ=
21

mv
2

 

και της δυναμικής ενέργειας Εδ=mgh ονομάζεται μηχανική 

ενέργεια, δηλ. 21
E mv mgh

2
   . Να επιλυθεί ο τύπος ως προς 

h. 
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Λύση: 

21
E mv mgh

2
    21

mgh E mv
2

  

22E mv
mgh

2

 
  

22E mv
h

2mg

 
  

156. Αν 2

o

1
s v t t

2
    και v=vo+at αποδείξτε ότι ov v

s t
2


 . 

Λύση: 

2

o

o

1
s v t t

2

v v t

  


  

2

o

o

1
s v t t

2

v v t

  


  

  21
s v t t t

2
     

 
t

s 2v 2 t t
2

        
t

s 2v t
2

  

 
t

s v v t
2

      o

t
s v v

2
   ov v

s t
2


  

 

157. Ποιες από τις παρακάτω ανισώσεις είναι αδύνατες και ποιες 

αληθεύουν για κάθε x; 

0x>1 Αδύνατη. 0x>0 Αδύνατη. 

0x>-1 Αληθής x   0x0 Αληθής x   

0x1 Αληθής x   0x0 Αληθής x   

0x<-1 Αδύνατη. 0x<0 Αδύνατη. 

0x+2>0 Αληθής x   x+1x-1 Αληθής x   
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158. Να παραστήσετε γραφικά τις κοινές λύσεις των ανισώσεων και 

κατόπιν να γράψετε τα αντίστοιχα διαστήματα : 

1. x 1  και x 3 . 

2. x 2  και x 2,7 . 

3. x 1  και 2 x . 

4. x 3  και x 1 . 

5. 
3

x
4
  και x 1 . 

6. 
9

x
8
  και x 0 . 

7. 1,2 x  και x 1  . 

8. 1 x   και x 1 . 

Λύση: 

 

 x 1,3  

 x 2, 2,7  

 x 1,2  

x  

3
x ,1

4

 
  

 

9
x 0,

8

 
  

 

 x 1,1,2   

 x 1,1   Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Θεμέλια Μαθηματικών – Ασκήσεις    Κεφάλαιο 6: 

 

 

128 

 

159. Να λυθούν οι ανισώσεις: 

1.    3 x 2 2x 1 2x 3     . 

2.    2 x 5 3 x 5 2x 3     . 

3.  
x 1 1

x 3 1 x
3 2


     . 

4. 
x 2 x 3 3x 1 2 5x

6 12 4 3

   
   . 

5. 
3x 2 2x 1 x 3 7x 2

5 2 4 10

   
   . 

Λύση: 

1.    3 x 2 2x 1 2x 3       Πολλαπλασιάζω. 

3x 6 2x 1 2x 3        Χωρίζω. 

3x 2x 2x 6 1 3        Αναγωγές. 

x 4    x 4   ή  x , 4    
Πολλαπλασιάζω 

με 1  

2.    2 x 5 3 x 5 2x 3       Πολλαπλασιάζω. 

2x 10 3x 15 2x 3        Αναγωγές. 

2x 3x 5 2x   3   

3x 5 3     3x 8  
8

x
3

   ή 
8

x ,
3

 
   

 

3.  
x 1 1

x 3 1 x
3 2


       Ε.Κ.Π.: 6 

 
x 1 1

6x 6 6 3 6 1 x
3 2


         

Πολλαπλασιάζω 

με 6>0. 

6x 2x 2 3 18 18x          

14x 23   
23

x
14

  ή 
23

x ,
14

 
  
 
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4. 
x 2 x 3 3x 1 2 5x

6 12 4 3

   
     Ε.Κ.Π.: 12>0 

x 2 x 3 3x 1 2 5x
12 12 12 12

6 12 4 3

   
      

       2 x 2 x 3 3 3x 1 4 2 5x        

2x 4 x 3 9x 3 8 20x          

2x 9x 20x x 3 8 4 3           

12x 12   x 1  ή  x 1,   

5. 
3x 2 2x 1 x 3 7x 2

5 2 4 10

   
     Ε.Κ.Π.: 20>0 

3x 2 2x 1 x 3 7x 2
20 20 20 20

5 2 4 10

   
      

       4 3x 2 10 2x 1 5 x 3 2 7x 2          

12x 8 20x 10 5x 15 14x 4          

12x 20x 5x 14x 15 4 8 10           

41x 17   
17

x
41

   ή 
17

x ,
41

 
   
 

 

160. Σε ποιο διάστημα βρίσκεται ο x για τον οποίο ισχύει 

x 4 4x 2 x 7     . 

Λύση: 

x 4 4x 2 x 7       Προσθέτω x 2   σε κάθε μέλος 

x 4 x 2 4x 2 x 2 x 7 x 2              

2 3x 5   
2 5

x
3 3
   ή 

2 5
x ,

3 3

 
  

 

161. Να βρεθούν οι τιμές του x για τις οποίες συναληθεύουν τα ζεύγη 

των ανισώσεων. 

1.  2x 1 x 7x 3     και 
3x x 1

x 3
2 3


   . 
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2. 
2 x x 1

1
8 3

 
   και 

x x 1 2x

5 2 10


  . 

3. 
x 2 3 x x 1

2 6 3

  
    και 

2x 3 2 x
1

2 5

 
  . 

4. 
x 2 x 1 1 x

3 4 6

  
   και 

x 5 x x 4

20 4 5

 
  . 

Λύση: 

1. 

 2x 1 x 7x 3

3x x 1
x 3

2 3

   


  

 
Οι ανισώσεις επιλύονται 

ανεξάρτητα μεν, η μία από 

την άλλη αλλά ταυτόχρονα. 

2x 1 x 7x 3

3x x 1
6x 6 6 3 6

2 3

   

 
     

  

 

2x x 7x 3 1

6x 3 3x 18 2 x 1

   
 

     
  

4x 4

6x 9x 18 2x 2

 
 

   
  

x 1

6x 9x 2x 18 2

 
 

   
  

x 1

5x 20

 
 

 

x 1

x 4

 


 
4 x 1      x 4, 1    

2. 

2 x x 1
1

8 3

x x 1 2x

5 2 10

 
 




 

 
Ε.Κ.Π.1: 24 

Ε.Κ.Π.2: 10 
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2 x x 1
24 24 24 1

8 3

x x 1 2x
10 10 10

5 2 10

 
    

 


    

 

   3 2 x 8 x 1 24

2x 5x 1 2x

   
 

  

6 3x 8x 8 24

2x 5x 1 2x

   


  
 

3x 8x 8 24 6

2x 5x 2x 1

     
 

  

11x 22

x 1

  


 

x 2

x 1




 
 

1 x 2      x 1,2   

3. 

x 2 3 x x 1

2 6 3

2x 3 2 x
1

2 5

  
  


 

 

 
Ε.Κ.Π.1: 12 

Ε.Κ.Π.2: 10 

x 2 3 x x 1
12 12 12

2 6 3

2x 3 2 x
10 1 10 10

2 5

   
      

  
 

    

 

     

   

6 x 2 2 3 x 4 x 1

10 5 2x 3 2 2 x

      
 

    
 

6x 12 6 2x 4x 4

10 10x 15 4 2x

     
 

   
 

6x 2x 4x 4 12 6

10x 2x 4 10 15

     
 

    
 

8x 22

8x 21

 
 

  

22
x

8

21
x

8

 





22
x

8
  

11
x

4
   ή Ηλία

ς Σ
κα

ρδ
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11

x ,
4

 
   
 

 

4. 

x 2 x 1 1 x

3 4 6

x 5 x x 4

20 4 5

  
 


 

 

 
Ε.Κ.Π.1: 12 

Ε.Κ.Π.2: 20 

x 2 x 1 1 x
12 12 12

3 4 6

x 5 x x 4
20 20 20

20 4 5

  
    

 
 

    

 

     

   

4 x 2 3 x 1 2 1 x

x 5 5 x 4 x 4

     
 

   
 

4x 8 3x 3 2 2x

x 25 5x 4x 16

    
 

   
 

4x 3x 2x 2 8 3

x 5x 4x 16 25

    
 

    
 

9x 7

8x 41


 

  

7
x

9

41
x

8







7
x

9
  ή 

7
x ,

9

 
  
 

 

 

162. Να βρεθούν οι τιμές των λ και μ ώστε η ανίσωση 

 2x 3 x 2       να είναι αδύνατη. 

Λύση: 

 2x 3 x 2       Πολλαπλασιάζω. 

2x 3 x 2         Χωρίζω. 
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2x x 3 2        Κοινός παράγων. 

 2 x 2 3       

Μορφή x   .  

Για να είναι αδύνατη πρέπει 

0   και 0   

2 0

2 3 0

 


   

2

2 2 3 0

 


   

2

7

 

 
 

 

163. Να βρεθούν οι τιμές των λ και μ ώστε η ανίσωση 

 x 3 x 1        αληθεύει για κάθε x . 

Λύση: 

 x 3 x 1         

x 3 x 1           

x x 1 3           

 1 x 4 1       

Μορφή x    

Για να αληθεύει x   

πρέπει 0   και 0  . 

1 0

4 1 0

  


   

1

4 1 1 0

 


   

1

5

 

 
 

164. Να βρεθούν οι τιμές των λ και μ ώστε ή ανίσωση 

    x x 1 3        να έχει λύσεις μεγαλύτερες του 

αριθμού 4. 

Λύση: 

     x x 1 3        Το ζητούμενο είναι «… η 

ανίσωση να έχει λύσεις 

μεγαλύτερες του 4». Αυτό 

δεν αποκλείει να υπάρχουν 

   x 3 x 3         

   x 3 x 3          
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 3 x 3          και λύσεις μικρότερες του 

4. Σε κάθε περίπτωση δεν 

πρέπει η ανίσωση να είναι 

αδύνατη. 
 2 2 x 3          

 2 x 3         

 2 x 3       (α1) Μορφή x   . 

 Αν 0    τότε η (α1) γίνεται 0x 4   0  . (α2) 

o Αν 0   η (α2) άρα και η (α1) είναι αδύνατη. 

o Αν 0   η (α1) είναι αόριστη, άρα αληθής x   

επομένως έχει λύσεις x 4 . 

 Αν 0    τότε η (α1) γίνεται 
 
3

x
2

 


 
. (α3). 

Παρατηρώ ότι όποια τιμή κι αν πάρει ο αριθμός  
 
3

2

 


 

θα υπάρχουν τιμές του x που να επαληθεύουν την (α3) και να 

είναι μεγαλύτερες του αριθμού 4. 

 Αν 0    τότε η (α1) γίνεται 
 
3

x
2

 


 
.   (α4). Για να 

υπάρχουν τιμές του x μεγαλύτερες του 4 που να επαληθεύουν 

την (α4) πρέπει 
 
3

4
2

 


 
 ώστε να είναι 

 
3

4 x
2

 
 

 
. 

Θα έχω λοιπόν 
 
3

4
2

 
 

 
 3 8     

3 8 8        5 7 0      5 2 0     

 2 5       2 0   0  . Άρα 0    . 

 Συμπέρασμα: Για να δέχεται η (α1) λύσεις μεγαλύτερες του 

αριθμού 4 πρέπει να είναι: 

 0     και 0     ή 

   και   με 0    
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165. Να διερευνηθούν οι ανισώσεις: 

1.    x 3 3 x     . 

2.    2 2x 1 4 1 x       . 

3.   21 x 1     . 

4. 2 2 2x x        

5. 
 x 2 x 2x 2

2 10 5

   
  . 

6. 
   

 
x 1 2 x 1 x

3 2 1
2 3 2

   
       . 

Λύση: 

1.    x 3 3 x       Πολλαπλασιάζω. 

2 x 9 3x      Χωρίζω. 

2x 3x 9       Κοινός παράγων 

     3 x 3 3        (α1). 
Διαφορά 

τετραγώνων. 

 3   τότε (α1) 0x 0   Αδύνατη. 

 3 3 0      τότε (α1) x 3   . 

 3 3 0      τότε (α1) x 3   . 

2.    2 2x 1 4 1 x         Πολλαπλασιάζω. 

2 2 2x 4 4 x        Απλοποιώ. 

2x  2 24 4 x        Ανάπτυγμα. 

2 4 4 0       
2

2 0     

Η τελευταία είναι αδύνατη άρα και η αρχική είναι αδύνατη κι ας είναι 

ανεξάρτητη των τιμών του x. 

3.   21 x 1        

  21 x 1         (α1)  
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 1   τότε (α1) 0x 2 0 2     που είναι αληθής άρα η 

(α1) είναι αόριστη. 

 1 1 0       τότε (α1)
2 1

x
1

 
 

 
 

 1 1 0       τότε (α1)
2 1

x
1

 
 

 
 

4. 2 2 2x x          

2 2 2x x       Αναγωγές. 

   2 2 x         Παραγοντοποίηση. 

     x           (α1)  

     τότε 0x 0 0 0     που είναι αδύνατη. 

     τότε   20x 2 0         που είναι αληθής 

επομένως η (α1) είναι αόριστη. 

 2 2   2 2 0     άρα (α1) 
 

   
x

   
  

     

 
x


 

  
. 

 Η συνθήκη 2 2    ισοδυναμεί με το γεγονός ο αριθμός 

κ να βρίσκεται εκτός του διαστήματος των αριθμών λ και 

 . 

 2 2    2 2 0     άρα (α1) 
 

   
x

   
  

     

 
x


 

  
. 

 Η συνθήκη 2 2    ισοδυναμεί με το γεγονός ο αριθμός 

κ να βρίσκεται εντός του διαστήματος των αριθμών λ και 

 . Ηλία
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5. 
 x 2 x 2x 2

2 10 5

   
    Ε.Κ.Π.: 10>0. 

 x 2 x 2x 2
10 10 10

2 10 5

   
        

Πολλαπλασιάζω 

με το Ε.Κ.Π. 

   5 x 2 x 2 2x 2          

5 x 10 x 4x 2 4           Χωρίζω και κάνω 

5 x x 4x 2 4 10            αναγωγές. 

5 x 5x 8 4         

   5 1 x 4 2 1        (α1)  

 1   τότε η (α1) γίνεται 0x 4 1 4 0     που είναι αδύνατη. 

 1   τότε η (α1) γίνεται 
 
 

4 2 1
x

5 1

 


 
. 

 1   τότε η (α1) γίνεται 
 
 

4 2 1
x

5 1

 


 
. 

6. 
   

 
x 1 2 x 1 x

3 2 1
2 3 2

   
         Ε.Κ.Π.: 6>0. 

   
 

x 1 2 x 1 x
6 6 6 3 2 6 6 1

2 3 2

   
              

     3 x 1 2 2 x 1 3 3 2 x 6 6                

3 x 3 4 x 4 9 x 6x 6 6                

3 x 4 x 9 x 6x 6 6 3 4                

 6 2 x 7 6        2 3 x 7 6       (α1) 

 3   τότε η (α1) γίνεται 0x 15 0 15    που είναι αδύνατη. 

 3 3 0      τότε η (α1) γίνεται 
 
7 6

x
2 3

 


 
. 

 3 3 0      τότε η (α1) γίνεται 
 
7 6

x
2 3

 


 
. 
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166. Να λυθούν τα συστήματα 

1. 
  

 

x 8 3x 2 0

2 x 1 4x 3

  


  
. 

2. 
 

  

6x 1 8x 1
3 x 1

2 3

x 3x 5 x 10 0

 
  


   

. 

Λύση: 

1. 
   

 

x 8 3x 2 0

2 x 1 4x 3

  


  
  

2
x 8 ή x

3

3x 2 4x 3


  

 
   

 

Προφανείς ρίζες της 

εξίσωσης. 

 

2
x 8 ή x

3

3x 4x 3 2


  

 
    

  

2
x 8 ή x

3

x 5


  

 
  

 Πολλαπλασιάζω με 1 . 

2
x 8 ή x

3

x 5


  

 
 

  

2
x

3
   . 

Η ρίζα x 8  απορρίπτεται 

γιατί δεν είναι μικρότερη του 

5. 

2. 
 

   

6x 1 8x 1
3 x 1

2 3

x 3x 5 x 10 0

 
  


   

 

Ε.Κ.Π.: 6 

Προφανείς ρίζες οι x 0 , 

5
x

3
 , x 10 . 
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 
6x 1 8x 1

6 6 6 3 x 1
2 3

5
x 0 ή x ή x 10

3

 
     

 
   


 

     3 6x 1 2 8x 1 18 x 1

5
x 0 ή x ή x 10

3

    


 
  



 

18x 3 16x 2 18x 18

5
x 0 ή x ή x 10

3

    


 
  

 

16x 18 3 2

5
x 0 ή x ή x 10

3

    


 
  

 

16x 19

5
x 0 ή x ή x 10

3

  


 
  

19
x

16

5
x 0 ή x ή x 10

3





   


 

5
x ή x 10

3
   . Η ρίζα x 0  απορρίπτεται διότι δεν είναι 

μεγαλύτερη ή ίση του 
19

16
. 

 

167. Να βρεθεί ένας αριθμός του οποίου το εννεαπλάσιο ελαττωμένο 

κατά δώδεκα ισούται με το πενταπλάσιο αυξημένο κατά τριάντα 

έξι. 

Λύση: 

Εάν είναι x ο ζητούμενος αριθμός, τότε το εννεαπλάσιό του είναι 9x 

και αυτό ελαττωμένο κατά δώδεκα είναι 9x 12 . Αντίστοιχα το 

πενταπλάσιο αυξημένο κατά τριάντα έξι είναι 5x 36 . Επομένως θα 
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πρέπει να ισχύει: 9x 12 5x 36    9x 5x 36 12   

4x 48   x 12 . Άρα ο ζητούμενος αριθμός είναι ο 12. 

Επαλήθευση: Το εννεαπλάσιο του 12 είναι 9 12 108  , ελαττωμένο 

κατά 12 είναι 108 12 96  . Εξάλλου το πενταπλάσιο του 12 είναι 

5 12 60  , αυξημένο κατά 36 είναι 60 36 96  . 

 

 

 

168. Να βρείτε τις διαστάσεις ορθογωνίου οικοπέδου με μήκος 

διπλάσιο από το πλάτος και περίμετρο 126m. 

Λύση: 

Αν x το πλάτος του ορθογωνίου, τότε το μήκος θα είναι 2x, άρα η 

περίμετρος θα είναι x 2x x 2x   . Επομένως θα πρέπει να είναι 

x 2x x 2x 126m     6x 126m  x 21m  Άρα 2x 42m . 

Επαλήθευση: 21m 42m 21m 42m 126m     

169. Η αξία μιας κληρονομιάς ήταν κατά το 50% σε ακίνητο, 20% σε 

μετοχές και 9000€ σε μετρητά. Ποια ήταν η αξία αυτή; 

Λύση: 

Αν είναι x η αξία της κληρονομιάς, τότε η αξία του ακινήτου θα είναι 

50
x

100
 και η αξία των μετοχών θα είναι 

20
x

100
.  

Άρα θα ισχύει: 
50 20

x x x 9000€
100 100

     

100x 100 
50

100
 x 100

20

100
 x 100 9000€    

100x 50x 20x 900000€     30x 900000€  x 30000€  

Επαλήθευση: Αν η αξία της κληρονομιάς είναι 30000€, τότε η αξία 

του ακινήτου θα είναι το 50% δηλαδή 15000€ και οι μετοχές θα έχουν 

αξία το 20% δηλαδή 6000€.  
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Επομένως 15000€ 6000€ 9000€ 30000€    

170. Ένα κατάστημα διαφήμιζε ότι έχει μεγάλες προσφορές σε Η/Υ. 

Στο κάτω μέρος της σελίδας και με μικρά γράμματα ανέφερε ότι η 

τιμή δεν περιλαμβάνει Φ.Π.Α 18% ούτε τα έξοδα αποστολής που 

είναι 18€ . Αν κάποιος πελάτης πλήρωσε 1080€ ποια ήταν η τιμή 

της προσφοράς; 

Λύση: 

Αν υποθέσω ότι η τιμή της προσφοράς είναι x, τότε το Φ.Π.Α. είναι 

18
x

100
. Άρα θα πρέπει να ισχύει: 

18
x x 18€ 1080€

100
     

18
100x 100 x 100 18€ 100 1080€

100
         

100x 18x 1800€ 108000€    

100x 18x 108000€ 1800€     118x 106200€ 

x 900€   

Επαλήθευση: Αν η τιμή του Η/Υ είναι 900€, τότε ο Φ.Π.Α. 18% είναι 

162€. Επομένως πράγματι 900€ 162€ 18€ 1080€   . 

171. Σε μια παιδική εκδήλωση κόπηκαν 200 εισιτήρια. Κάθε παιδί είχε 

φέρει τη μητέρα του και το ένα ¼ των παιδιών είχαν φέρει και τον 

πατέρα τους. Αν την εκδήλωση παρακολούθησαν και δυο 

δάσκαλοι να βρεθεί το πλήθος των παιδιών 

Λύση: 

Υποθέτω πως ο αριθμός των παιδιών είναι x. Κάθε παιδί συνοδεύεται 

από τη μητέρα του άρα είναι x το πλήθος των μητέρων. Οι πατέρες θα 

είναι 
1

x
4

 και βέβαια οι δάσκαλοι 2.  

Άρα θα ισχύει:  

1
x x x 2 200

4
    

1
2x x 198

4
  

9
x 198

4
 

4
x 198

9
    x 88  
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Επαλήθευση: Αν λοιπόν τα παιδιά είναι 88, τότε θα είναι και 88 

μητέρες, ενώ οι πατέρες θα είναι 
88

22
4
 . Πράγματι θα είναι: 

88 88 22 2 200     

172. Μια οικογένεια δαπανά το 
1

4
 του μηνιαίου εισοδήματος στο 

ενοίκιο, το 
1

6
 σε λογαριασμούς, άλλο 

1

6
 σε δόση δανείου κι 

απομένουν 625€. Ποιο είναι το μηνιαίο εισόδημα; 

Λύση: 

Εάν είναι x το μηνιαίο εισόδημα, τότε οι δαπάνες για ενοίκιο θα είναι 

x

4
, για λογαριασμούς 

x

6
 και για δάνειο 

x

6
. Επομένως θα πρέπει να 

ισχύει: 
x x x

x 625€
4 6 6

    
x 2x

12x 12 12 12 625€
4 6

      

12x 3x 2 2x 7500€      5x 7500€  x 1500€  

Επαλήθευση:  Αν το μηνιαίο εισόδημα είναι 1500€, τότε οι δαπάνες 

θα είναι 
1
1500€ 375€

4
   για ενοίκιο, 

1
1500€ 250€

6
   για 

λογαριασμούς και 250€ για δάνειο. Πράγματι λοιπόν: 

1500€ 365€ 250€ 250€ 625€    . 

 

173. Δίνεται τετράγωνο με πλευρά α. Κατά πόσο πρέπει να αυξηθεί η 

μία μόνο πλευρά ώστε το εμβαδόν να αυξηθεί κατά 3α. 

Λύση: 

Το τετράγωνο με πλευρά α έχει εμβαδόν α2. Αν αυξήσουμε τη μία 

μόνο πλευρά κατά x, το εμβαδόν του σχηματιζόμενου ορθογωνίου θα Ηλία
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είναι  x  . Άρα θα πρέπει να ισχύει:   2x 3     

2 2x 3      x 3   x 3  

174. Να αναλυθεί ο αριθμός 132 σε άθροισμα δύο προσθετέων που ο 

ένας είναι τριπλάσιος του άλλου. 

Λύση: 

Αν υποθέσω ότι ο ένας προσθετέος είναι x, τότε ο άλλος προσθετέος 

θα είναι 3x. Επομένως: x 3x 132   4x 132  x 33  

Επαλήθευση: Αν λοιπόν ο ένας προσθετέος είναι ο 33, ο άλλος πρέπει 

να είναι τριπλάσιος δηλαδή 99. Πράγματι είναι 33 99 132  . 

 

175. Ένας άνδρας έγινε πατέρας σε ηλικία 26 ετών. Σε πόσα χρόνια θα 

έχει ηλικία διπλάσια του παιδιού του. 

Λύση: 

Μετά από x χρόνια ο πατέρας θα έχει ηλικία 26+x και το παιδί ηλικία 

x. Άρα θα πρέπει 26 x 2x   x 26 . 

Επαλήθευση: Πράγματι μετά από 26 χρόνια το παιδί θα είναι 26 

χρόνων και ο πατέρας 52, δηλαδή τα διπλάσια του παιδιού του. 

 

176. Να βρεθεί ακέραιος αριθμός αν το τετράγωνό του είναι κατά 25 

μικρότερο από το τετράγωνο του επομένου του. 

Λύση: 

Αν είναι κ ο ζητούμενος ακέραιος, τότε ο επόμενός του θα είναι κ+1. 

Άρα θα πρέπει να ισχύει:  

 
22 1 25      2 2 2 1 25        2 24   12  . 

Επαλήθευση: Πράγματι αν ο ακέραιος είναι ο 12, το τετράγωνό του 

θα είναι 144, ο επόμενός του θα είναι ο 13 και το τετράγωνο του 

επόμενου 169. Παρατηρώ ότι 169 144 25  . 
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177. Ενός ορθογωνίου οι διαστάσεις είναι 6 και 11. Αν αυξήσουμε την 

μικρή διάσταση κατά 3 πόσο θα πρέπει να μειώσουμε την μεγάλη 

διάσταση ώστε το νέο ορθογώνιο να έχει εμβαδόν τα 
3

5
 του 

αρχικού. 

Λύση: 

Έστω πως θα πρέπει να μειώσουμε x τη μεγάλη διάσταση, τότε θα 

πρέπει το νέο εμβαδό να είναι τα 
3

5
 του αρχικού δηλαδή: 

   
3

6 3 11 x 6 11
5

       
198

9 11 x
5

  
198

11 x
45

  

198
11 x

45
   

495 198
x

45


 

297
x

45
  x 6,6  

Επαλήθευση: Το εμβαδό του ορθογωνίου είναι 6 11 66  . Αυξάνουμε 

την μικρή πλευρά κατά 3 και μειώνουμε τη μεγάλη κατά 6,6 οπότε οι 

νέες διαστάσεις θα είναι 6 3 9   και 11 6,6 4,4   και το εμβαδό θα 

γίνει 9 4,4 39,6  . Άρα θα έχω 
39,6 396 3

66 660 5
  . 

 

178. Ο Μέγας Αλέξανδρος σε ηλικία 21 ετών έγινε βασιλιάς και 

βασίλεψε μέχρι το θάνατό του. Αν ζούσε και βασίλευε 9 χρόνια 

ακόμα, τότε θα ήταν βασιλιάς την μισή του ζωή. Πόσα χρόνια 

βασίλεψε; 

Λύση: 

Αν ο Μέγας Αλέξανδρος βασίλεψε επί x χρόνια, τότε πέθανε σε ηλικία 

x 21  ετών. Αν ζούσε άλλα 9 χρόνια θα πέθαινε σε ηλικία x 21 9   

ετών και θα βασίλευε επί x 9  χρόνια. Επομένως πρέπει να ισχύει: Ηλία
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 
1

x 9 x 21 9
2

     2x 18 x 30    x 12  

Επαλήθευση: Πράγματι ο Μέγας Αλέξανδρος βασίλεψε μέχρι το 

θάνατό του επί 12 χρόνια και αφού έγινε βασιλιάς σε ηλικία 21 ετών, 

πέθανε σε ηλικία 21 12 33   ετών. Αν ζούσε 9 χρόνια ακόμα θα 

έφτανε σε ηλικία 33 9 42   ετών και θα είχε βασιλέψει 12 9 21   

χρόνια. Παρατηρώ ότι το 21 είναι το μισό του 42.  

 

179. Μια μπανιέρα γεμίζει από τη βρύση του ζεστού νερού σε 15 λεπτά, 

ενώ από τη βρύση του κρύου νερού γεμίζει σε 20 λεπτά. Αν η 

μπανιέρα είναι γεμάτη, αδειάζει από τη αποχέτευση σε 10 λεπτά. 

Σε πόση ώρα θα γεμίσει η μπανιέρα αν ανοίξουμε και τις δύο 

βρύσες αλλά και την αποχέτευση ταυτόχρονα; 

Λύση: 

Αφού η μπανιέρα V γεμίζει από την βρύση του ζεστού σε 15 min, ο 

«ρυθμός γεμίσματος» της βρύσης αυτής θα είναι 
V

15
. Αντίστοιχα ο 

ρυθμός γεμίσματος της βρύσης του κρύου θα είναι 
V

20
 και ο ρυθμός 

αδειάσματος της αποχέτευσης θα είναι 
V

10
. Εάν δεχτώ ότι ο 

ζητούμενος χρόνος γεμίσματος με όλα ανοιχτά είναι x, τότε θα έχω 

την εξίσωση:  

V V V
x x x V

15 20 10
        

1 1 1
x x x 1

15 20 10
        

1 1 1
60 x 60 x 60 x 60 1

15 20 10
           

4x 3x 6x 60     x 60 . Άρα θα γεμίσει σε 60 min. 

Επαλήθευση: Σε 60min η ζεστή βρύση θα τρέξει νερό για 4 μπανιέρες, 

η κρύα για 3 μπανιέρες, ενώ η αποχέτευση θα αδειάσει 6 μπανιέρες. 

Επομένως το υπόλοιπο θα είναι ακριβώς μια μπανιέρα. 
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180. Οι μετρήσεις ενός τοπογράφου για κτήμα σε σχήμα ορθογωνίου 

έδωσαν x=199m και y=259m με σφάλμα 1m .  

α) Αν ήδη διαθέτουμε  συρματόπλεγμα μήκους 897m υπάρχει 

περίπτωση να περιφράξουμε όλο το κτήμα; 

β) Αν το συρματόπλεγμα δεν επαρκεί πόσα μέτρα επιπλέον πρέπει 

να παραγγείλουμε ώστε να είμαστε βέβαιοι  ότι θα το 

περιφράξουμε; 

γ) Αν το κτήμα αξίζει 200 ευρώ το στρέμμα ποια εκτιμάτε ότι είναι 

η πραγματική του αξία; 

Λύση: 

Έχω ότι x 199 1   και y 259 1  , άρα: 

198 x 200

258 y 260

 


 

396 2x 400

516 2y 520

 


 
 

Πολλαπλασιάζω 

επι 2. 

912 2x 2y 920     
Προσθέτω κατά 

μέλη. 

Άρα η περίμετρος του οικοπέδου είναι μεταξύ 912 και 920 μέτρων.  

α) Το υπάρχον συρματόπλεγμα δεν επαρκεί.  

β) Για να είμαστε βέβαιοι ότι θα φτάσει για περίφραξη πρέπει να 

παραγγείλουμε τουλάχιστον 920 897 23   μέτρα. 

0 198 x 200

0 258 y 260

  


  
51084 xy 52000    

Πολλαπλασιάζω 

κατά μέλη (είναι 

όλα θετικά). 

51,084 xy 52   . Σε στρέμματα. 

Άρα 200 51,084 ί 200 52        
Πολλαπλασιάζω 

με την τιμή 

στρέμματος 

10.216,8€ ί 10.400€       

γ) Επομένως η πραγματική αξία του οικοπέδου είναι 10.216,8€. 
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181. Δυο καλαθοσφαιριστές διαφωνούν για την ευστοχία τους στις 

ελεύθερες βολές. Ο πρώτος ισχυρίζεται ότι πότε δεν έχει χάσει σε 

αγώνα περισσότερες από 3 βολές ενώ ο δεύτερος ισχυρίζεται ότι η 

στατιστική του δίνει ευστοχία τουλάχιστον 80%. Στον πρώτο 

αγώνα εκτέλεσαν από 10 βολές, στον πέμπτο εκτέλεσαν από 20 

βολές ενώ στον τελικό εκτέλεσαν από 15 βολές. Ποιος από τους 

δυο φαίνεται  πιο εύστοχος σε κάθε αγώνα; 

Λύση: 

Στον πρώτο αγώνα και οι δύο παίκτες έχουν από 10 επιτυχείς βολές. 

Άρα ο Α παίκτης θα εκτέλεσε το πολύ 13 βολές άρα είχε ευστοχία 

10
76,92%

13
 δηλαδή μικρότερη του Β παίκτη. 

Στον πέμπτο αγώνα ο Α εκτέλεσε το πολύ 23 βολές, άρα είχε ευστοχία 

20
89,96%

23
 δηλαδή μεγαλύτερη από του Β. 

Στον τελικό ο Α το πολύ 18 βολές, άρα είχε ευστοχία 
15

83,33%
18

 

δηλαδή μεγαλύτερη από του Β. 

182. Τα υλικά από ανθρακονήματα (fibre-glass) διαστέλλονται ή 

συστέλλονται το πολύ 1% λόγω θερμοκρασίας. Ένα φύλλο 

διαστάσεων 18080 cm θα τοποθετηθεί σε παράθυρο. Ποιες 

πρέπει να είναι η διαστάσεις του παραθύρου ώστε να μην 

παραμορφωθεί το τζάμι λόγω διαστολών; 

Λύση: 

Οι διαστάσεις του φύλλου είναι x 180 1%  cm και y 80 1%  cm 

επομένως x 180 1,8  cm και y 80 0,8  cm, δηλαδή θα είναι 

178,2cm x 181,8cm   και 79,2cm y 80,8cm  . Σύμφωνα με τα 

προηγούμενα οι διαστάσεις του παραθύρου, ώστε να «ανέχεται» τις 

διαστολές του φύλλου, πρέπει να είναι 181,8 80,8 cm. 
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183. Σύμφωνα με το νόμο του Ohm η αντίσταση ενός αγωγού R είναι 

ίση με 
V

R
I

  όπου V ή τάση στ’ άκρα του και Ι ή ένταση του 

ρεύματος που τον διαρρέει. Διαθέτουμε δυο όργανα, ένα 

βολτόμετρο που μετρά την τάση με σφάλμα 2%  κι ένα 

αμπερόμετρο που μετρά την ένταση με σφάλμα 0, 2A . Η διάταξη 

του σχήματος έδωσε τις εξής μετρήσεις V=220 Volt και Ι=4 

Ampere.  

α) Που κυμαίνεται η πραγματική ένταση Ι;  

β) Που κυμαίνεται η πραγματική τάση V;  

γ) Ποια πιστεύετε ότι είναι η τιμή της αντίστασης R 

Λύση: 

α) Προφανώς θα είναι I 4 0,2  Α δηλαδή 3,8A I 4,2A   

β) Ομοίως θα είναι V 220 2%  Volt, δηλαδή V 220 4,4  Volt. 

Άρα 215,6Volt V 224,4Volt  . 

γ) Είναι προφανές, λόγω της κλασματικής μορφής της R ότι θα έχω 

την ελάχιστη τιμή της για ελάχιστο V και μέγιστο Ι και αντίθετα το R 

θα γίνεται μέγιστο για την μέγιστη τιμή της V και ελάχιστη τιμή του 

Ι. Άρα 
215,6Volt 224,4 Volt

R
4,2 A 3,8A

   51,33 R 59,05     

184. Να λυθούν οι ανισώσεις:  

1. 2x x 0  .  

2. 3x x .  

3.   x x 1 x 3 0   . 

Λύση: 

1. 2x x 0     

 x x 1 0    
Προφανείς ρίζες 

x 0 , x 1  
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
 

0     1    

 x   + +  

 x 1      +  

  x x 1  +   +  

 Άρα    x ,0 1,      

 

 

2. 3x x    

3x x 0      

 2x x 1 0      

   x x 1 x 1 0     
Προφανείς ρίζες 

x 0 , x 1 , x 1 

. 

       

    1  0 1    

 x     + +  

 x 1        +  

 x 1    + + +  

    x x 1 x 1     +   +  

 Άρα    x , 1 0,1      

3.    x x 1 x 3 0    
Προφανείς ρίζες 

x 0 ,  x 1  , 

x 3 . 

 

 

   1  0 3   

 
x     + + 

x 1    + + + 

x 3        + 
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   x x 1 x 3     +   + 

   x , 1 0,3     

 

185. Όταν ένα σώμα πέφτει στο κενό η απόσταση h που διανύει σε 

χρόνο t δίνεται απ’ τον τύπο της ελεύθερης πτώσης 21
h gt

2
   όπου 

g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας στον τόπο του πειράματος. Ο 

χρόνος για ένα σώμα που έπεσε από ύψος 20m μετρήθηκε στα 2sec 

με σφάλμα 0,01sec  .  

α) Να επιλύσετε τον τύπο ως προς g και να το εκτιμήσετε 

β) Επειδή το πείραμα δεν πραγματοποιήθηκε στο κενό, πέρα απ’ 

το σφάλμα μέτρησης το σώμα καθυστερεί περίπου 0,03 sec λόγω 

της ατμοσφαιρικής αντίστασης. Ποια είναι η βελτιωμένη εκτίμησή 

σας για το g.  

(Να χρησιμοποιηθεί υπολογιστής τσέπης και τα αποτελέσματα να 

στρογγυλοποιούνται σε 4 δεκαδικά ψηφία). 

Λύση: 

α) 21
h gt

2
 

22h gt 
2

2h
g

t
  

 
22

2h 2 20m
g

t 2 0,01sec


  



   

   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 20m 40m 40m m
10,1008

3,9601sec sec2 0,01sec 1,99sec

2 20m 40m 40m m
9,9007

4,0401sec sec2 0,01sec 2,01sec


   

 
   

 

 

Άρα 
2 2

m m
g 9,9007 , 10,1008

sec sec

 
 
 

g 10,0008   

β) 
 

22

2h 2 20m
g

t 2 0,03 0,01sec


  

 
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   

   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 20m 40m 40m m
9,8030

4,0804sec sec2,03 0,01sec 2,02sec

2 20m 40m 40m m
9,6117

4,1616sec sec2,03 0,01sec 2,04sec


   

 
   

 

 

Άρα 
2 2

m m
g 9,6117 , 10,8030

sec sec

 
 
 

g 10,2074   

 

186. Να λυθούν οι ανισώσεις:  

1.   2x x 1 x 2 0     

2.    
3 2

x 2 x 4 0     

3.   2x 1 x 1 0     

4.    
2 3

x x 1 x 2 0   . 

Λύση: 

1.   2x x 1 x 2 0     
Προφανείς ρίζες x 0 , 

x 2  (Ικανοποιούν την 

ανίσωση) 

 x x 2 0     

Αφού το 
2x 1 0, x     δεν 

επηρεάζει τη λύση της 

ανίσωσης. 

    0 2    

Άρα  x 0,2  

 x   + +  

 x 2      +  

  x x 2  +   +  

      

2.    
3 2

x 2 x 4 0     

Προφανείς ρίζες x 2 ,

x 4  (Δεν ικανοποιούν 

την ανίσωση) 
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   
2

x 2 x 2    
2

x 4 0 

x 2 0 x 2      

Δεν επηρεάζουν τη λύση 

αφού είναι μη αρνητικά. 

 

 

3.   2x 1 x 1 0     Διαφορά τετραγώνων. 

     x 1 x 1 x 1 0       
Προφανείς ρίζες x 1   

(Δεν ικανοποιούν την 

ανίσωση) 

 
2

x 1   x 1 0    
Δεν επηρεάζει τη λύση 

αφού είναι μη αρνητικό. 

x 1 0 x 1        

4.    
2 3

x x 1 x 2 0     

Προφανείς ρίζες x 0 , 

x 1 , x 2  . 

(Ικανοποιούν την 

ανίσωση.) 

 
 

 

 

   2  0 1   

Άρα    x 2,0 1    

x     + + 

 

x 1        + 

 
2

x 1  + + + + 

x 2    + + + 

 
3

x 2    + + + 

   
2 3

x x 1 x 2   +   + + 

  

187. Να λυθούν οι ανισώσεις:  

1. 

2

2

x 1
1

x 1





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2.   

2

2

x 1
1

x 1





 

3.  
   

  

3 2

2

x 2 x 4
0

x 1 x 1

 


 
  

4.   
2 3

0
x 2 x 3

 
 

  

Λύση: 

1. 
2

2

x 1
1

x 1


 


 Ισχύει 

2x 1 0, x     

2

2

x 1
1 0

x 1


   


  

2 2

2 2

x 1 x 1
0

x 1 x 1

 
   

 
  

2 2

2

x 1 x 1
0

x 1

  
  


  

2

2
0

x 1


  

 2

2
0

x 1



 Η οποία είναι αληθής x   

2. 
2

2

x 1
1

x 1


 


 

Πρέπει 2x 1 0  

   x 1 x 1 0    

x 1    

2

2

x 1
1 0

x 1


   


  

2 2

2 2

x 1 x 1
0

x 1 x 1

 
   

 
  

2 2

2

x 1 x 1
0

x 1

  
  


  

2

2
0

x 1
  


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 22 x 1 0      

2x 1 0      

   x 1 x 1 0       

x    1  1   

Άρα  x 1,1   
x 1      + 

x 1    + + 

   x 1 x 1   +   + 

3. 
   

   

3 2

2

x 2 x 4
0

x 1 x 1

 
 

 
 

Πρέπει   2x 1 x 1 0   

     x 1 x 1 x 1 0     

   
2

x 1 x 1 0    

x 1    (π1) 

   

   

3 2

2

x 2 x 4
0

x 1 x 1

 
  

 
 

 

Το    
2

x 1 0, x 1     (Το  δεν είναι αποδεκτή ρίζα λόγω του 

(π1) 

Το    
2

x 2 0, x 2      (Η ρίζα x 2  παραμένει με τον 

παράγοντα  x 2 . 

Το    
2

x 4 0, x 4      (Η ρίζα x 4  παραμένει με την 

διαζευκτική πρόταση.) 

x    1  2   Άρα 

     x , 1 2, 4        

   x , 1 2,        

 x 1,2    . 

x 2      + 

x 1    + + 

   x 2 x 1   +   + 

       
3 2 2

x 2 x 4 x 1 x 1 0      

     
2

x 2 x 4 x 1 0     
   

x 4 ή

x 2 x 1 0


 

  

x 1
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4. 
2 3

0
x 2 x 3

  
 

 Πρέπει x 2 x 3    (π1). 

   
   

2 x 3 3 x 2
0

x 2 x 3

  
  

 
  

   
2x 6 3x 6

0
x 2 x 3

  
  

 
  

   
x

0
x 2 x 3


  

 
  

   x x 2 x 3 0       

   x x 2 x 3 0     
Προφανείς ρίζες x 0 , x 2 , 

x 3 . 

x   0 2 3    

x   + + + 

Άρα    x 0,2 3,    
x 2      + + 

x 3        + 

   x x 2 x 3     +   + 
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7. 
ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
1ΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 

 

188. Απαντήστε σωστό ή λάθος στα παρακάτω 

1. 
Η εξίσωση 2x 3y 1   είναι γραμμική με δυο 

αγνώστους 
  Λ 

2. Η εξίσωση 
2

3x 1
y

   δεν είναι γραμμική   Λ 

3. Η εξίσωση 
y

3x 2
2

   δεν είναι γραμμική Σ   

4. Η εξίσωση 
2x 2 y 1   δεν είναι γραμμική   Λ 

5. Η εξίσωση 2x 3y 0    δεν είναι γραμμική Σ   

6. Το σύστημα 
2x y 3z 1

x y 2

   

 
 είναι γραμμικό 32   Λ 

7. Το σύστημα 
2

2x y 1

x y 2

 

 
 είναι γραμμικό 22 Σ   

8. 
Το γραμμικό σύστημα 

x y 0

x y 0

  

   
 ονομάζεται 

ομογενές 
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9. 
Ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων με δύο 

αγνώστους μπορεί να έχει ακριβώς δύο λύσεις. 
Σ   

10. 
Ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων με δύο 

αγνώστους έχει δύο λύσεις τότε θα έχει άπειρες. 
  Λ 

11. 
Ένα ομογενές γραμμικό σύστημα έχει πάντοτε 

τουλάχιστο μια λύση 
  Λ 

12. 
Αν δυο γραμμικά συστήματα έχουν κοινές λύσεις 

τότε ονομάζονται ισοδύναμα 
  Λ 

189. Σημειώστε δίπλα σε κάθε σύστημα την κατάλληλη έκφραση: 

(α) Είναι αδύνατο.  (β) Έχει άπειρες λύσεις.  (γ) Έχει 1 λύση. 

(Σ1)  
0x 0y 0

0x y 1

 

 
 _Έχει άπειρες λύσεις__   

(Σ2)  
0x y 0

x 0y 0

 

 
 _Έχει μία μόνο λύση__  

(Σ3)  
0x 0y 1

x 0y 0

 

 
 _Είναι αδύνατο.______ 

(Σ4)  
0x y 1

0x y 0

 

 
 _Είναι αδύνατο.______  

(Σ5)  
0x 0y 0

0x y y

 

 
 _Έχει άπειρες λύσεις__ 
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190. Να αντιστοιχίσετε τις ορίζουσες της στήλης Α με την αντίστοιχη 

τιμή τους στη στήλη Β.  

στήλη Α  στήλη Β 

1. 

2

2

 




 

 i.  0 

ii.     

2. 
 

 
 

 
iii.      

3. 
2 1

4 2


 

 
iv.      

4. 
2 1

4 2




 

 
v.  8 

5. 
 

 
 

 
vi.  4 

Λύση: 

 Στήλη Α 1 2 3 4 5  

 Στήλη Β ii iv v i iii  

191. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση: 

Η εξίσωση 2x y 1   δέχεται ως λύση για κάθε   το ζεύγος 

(x,y):  

A.     x, y ,     

Β.     x, y , 1       

Γ.     x, y 2 1,      

Δ.     x, y ,2 1      

Ε.     x, y ,1 2     

Λύση: 
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Η σωστή απάντηση είναι η  (Ε). 

192. Η γραμμική εξίσωση που επαληθεύεται για οποιοδήποτε ζεύγος 

   x, y 2 , 1     είναι:  

Α.  x y 1    

B.  x 2y 2    

Γ.  2x y 1 0     

Δ.  x 2y 1     

E.  καμιά από αυτές. 

Λύση: 

Η σωστή απάντηση είναι η  (Β). 

 

193. Αν το σύστημα 
2

3x 2y 1

6x y 0

 

 
 έχει μοναδική λύση τότε 

Α. 2       Β. 2        Γ. 2      Δ. 2 4      Ε. 2    

Λύση: 

Για να έχει το σύστημα μοναδική λύση πρέπει η ορίζουσά του να είναι 

διαφορετική από το μηδέν. 

D 0 
2

3 2
0

6
 



23 12 0    3  2 4 0   

   2 2 0      2   . 

Άρα για να είναι D 0  πρέπει 2   . Επομένως η σωστή απάντηση 

είναι (Γ) και (Ε). 
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194. Αν το ομογενές σύστημα 
3x 2y 0

6x y 0

 

 
 δεν έχει μοναδική λύση τότε

 

Α. 4       Β. 2       Γ. 2      Δ. 4       Ε. 4    

Λύση: 

Αφού το σύστημα είναι ομογενές, δεν μπορεί να είναι αδύνατο. 

Επομένως το ότι δεν έχει μοναδική λύση σημαίνει πως έχει άπειρες 

λύσεις, άρα η ορίζουσά του είναι μηδέν. 

D 0 
3 2

0
6


 


3 12 0    3  4 0    4   . 

Σωστή απάντηση η (Δ). 

 

195. Αν το ομογενές σύστημα 
x y 0

x y 0

  

  
 έχει και μη μηδενικές λύσεις 

τότε  

Α. 0       Β. 0       Γ. 0     Δ. 0        Ε. 0   

Λύση: 

Προφανώς το σύστημα θα έχει άπειρες λύσεις. Άρα: 

D 0  0
 

 
 

2 2 0    2 2 0    0    . 

Σωστή απάντηση η(Δ). 

 

196. Η ανίσωση   
2x        1

0
4        1

    αληθεύει για  

Α. x 2    Β. x 0   Γ. x 2   Δ. x 2   Ε. Για κάθε x  

Λύση: 
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2x 1
0

4 1
  2x 4 0    2 x 2 0   x 2 0   x 2 . 

Σωστή απάντηση λοιπόν η (Δ). 

197. Ποια από τις παρακάτω περιπτώσεις δίνει γραμμικό σύστημα δύο 

εξισώσεων με δύο αγνώστους;  

Α.    x y x y 0      

B. 
x y 2

x y 3





  

Γ. 
2 2(x y 1) (x y) 0      

Δ. Αν x 2y  τότε x y 1    

E.  x 2y  ή x 2y  . 

Λύση: 

Μόνο η περίπτωση (Γ) δίνει σύζευξη δυο γραμμικών εξισώσεων: 

x y 1 0 x y 1

x y 0 x y 0

      
 

    
 

 

198. Να λυθούν τα συστήματα: 

1. 
x y 7

2x y 8

 

 
. 

2. 
3x y 9

x 3y 7

 

  
. 

3. 

x
y 2

2

x y 1

3 2 6

 

 

. Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Εξισώσεις Συστήματα 1ου βαθμού Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

4. 

x 4
y

3 3

2x
2y 2

3

 

  

.  

5.  

2x 3y 8

9x
3x 12

2

 

 
. 

Λύση: 

1. 
x y 7

2x y 8

 


 

x y 7

3x 15

 



 

Προσθέτω κατά μέλη και 

αντικαθιστώ τη δεύτερη. 

x y 7

2x y 8

3x 15

 

 


 

x y 7

x 5

 
 



5 y 7

x 5

 



 

   
y 2

x,y 5,2
x 5


  


 

Β τρόπος:  

Είναι  

 
1 1

D 1 1 2 1 1 2 3 0
2 1

           


. 

 x

7 1
D 7 1 8 1 7 8 15

8 1
          


 και 

y

1 7
D 1 8 2 7 8 14 6

2 8
         . Άρα θα είναι

   yx
DD 15 6

x,y , , 5,2
D D 3 3

    
    

   
.  
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2. 
3x y 9

x 3y 7

 


  
 

3x y 9

10x 20

 
 


 

Τριπλασιάζω την πρώτη και 

προσθέτω στη δεύτερη. 

9x 3y 27

x 3y 7

10x 20

 

  


. 

3x y 9

x 2

 
 


  

3 2 y 9

x 2

  
 


  

   
y 3

x,y 2,3
x 2


  


 

Β τρόπος: 

Είναι  

 
3 1

D 3 3 1 1 9 1 10 0
1 3

           


   x

9 1
D 9 3 7 1 27 7 20

7 3
           
 

 y

3 9
D 3 7 1 9 21 9 30

1 7
          


 

   yx
DD 20 30

x,y , , 2,3
D D 10 10

    
    

   
 

3. 

x 2y 4

x y 1

3 2 6

 


 

 
Κάνω απαλοιφή των 

παρονομαστών. 

x 2y 4

x y 1
6 6 6

3 2 6

 

 
    
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x 2y 4

2x 3y 1

 
 

 
 

Πολλαπλασιάζω την πρώτη 

με 2  και προσθέτω στην 

δεύτερη.  

2x 4y 8

2x 3y 1

7y 7

   

 

 
 

 

x 2y 4

7y 7

 
 

 
 

x 2y 4

y 1

 
 

 
 

 x 2 1 4

y 1

  
 

 
  

x 2 4

y 1

 
 

 
  

   
x 2

x,y 2, 1
y 1


   

 
 

Β τρόπος: 

Είναι  

 
1 2

1 1 1 2 3 4 7
D 1 2 01 1

2 3 2 3 6 6
3 2




           

 x

4 2
1 1 4 2 12 2 14

D 4 21 1
2 6 2 6 6 6

6 2




          

y

1 4
1 1 1 4 1 8 7

D 1 41 1
6 3 6 3 6 6

3 6

 
          

   

14 7

6 6x, y , 2, 1
7 7

6 6

 
 

   
 
 
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4. 

x 4
y

3 3

2x
2y 2

3

 



  

 
Κάνω απαλοιφή 

παρονομαστών. 

x 3y 4

2x 6y 6

 
 

  
 

Διπλασιάζω την πρώτη και 

προσθέτω στη δεύτερη. 

2x 6y 8

2x 6y 6

0 14

 

  


 

x 3y 4

0 14

 



 Αδύνατο 

Β τρόπος: 

Είναι  

 

1
1

1 2 2 23
D 2 1 0

2 3 3 3 3
2

3


 

         
 



 x

4
1 4 8 14

D 2 2 1 2 03
3 3 3

2 2


            

Άρα το σύστημα είναι αδύνατο. 

5. 

2x 3y 8

9x
3x 12

2

 


 

 

Θεωρώ ότι για το 

συγκεκριμένο σύστημα 

ενδείκνυται η μέθοδος των 

οριζουσών. 

Έχω:  
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2 3
9

D 2 3 3 9 9 09
23

2

        . 

x

8 3
9

D 8 12 3 36 36 09
212

2

         

y

2 8
D 2 12 3 8 24 24 0

3 12
         

Επομένως είναι x yD D D 0    άρα το σύστημα (αφού δεν είναι 

ομογενές με μη μηδενικό συντελεστή) θα έχει άπειρες λύσεις. 

 Μπορεί, εξάλλου, κάποιος να παρατηρήσει ότι αν 

πολλαπλασιάσει τη δεύτερη εξίσωση με το κλάσμα 
2

3
 θα 

προκύψει η πρώτη εξίσωση, άρα το σύστημα θα έχει άπειρες 

λύσεις.  

 

199. Να λυθούν τα συστήματα: 

1. 
   

   

10 x 3 9 2y 3 19

25 x 4 6 4y 9 6

    

   
. 

2. 

x y
1

3 4

x y
5

2 6

  

  

. 

3. 

x y 2z 15

x y z 10

x 2y z 15

   

   

  

. 
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4. 

3x 3y z 1

x y z 5

3 2 4 3

x y 2z 7

   

  

   

.  

5.  

3x y z 8

x 3y z 6

x y 3z 2

   

  

  

. 

 

Λύση: 

1. 
   

   

10 x 3 9 2y 3 19

25 x 4 6 4y 9 6

    


   
 

Κάνω τους 

πολλαπλασιασμούς. 

10x 30 18y 27 19

25x 100 24y 36 6

    
 

   
  

10x 18y 19 30 27

25x 24y 6 100 36

    
 

   
  

10x 18y 76

25x 24y 130

  
 

  
 Υπολογίζω τις ορίζουσες. 

   
10 18

D 10 24 25 18 240 450 210 0
25 24


           


. 

       x

76 18
D 76 24 130 18 516

130 24

 
          
 

 

   y

10 76
D 10 130 25 76 1300 1900 600

25 130


          


 

  yx
DD

x,y ,
D D

 
  
 

516 600
,

210 210

 
 

 

258 300 86 100
, ,

105 105 35 35

   
     
   

. Ηλία
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2. 

x y
1

3 4

x y
5

2 6

  



  

 Α τρόπος 

x y
12 12 12

3 4

x y
6 6 5 6

2 6

    

 

     

 Απαλοιφή παρονομαστών. 

4x 3y 12

3x y 30

  
 

  
 

Πολλαπλασιάζω τη δεύτερη 

επί 3 

4x 3y 12

9x 3y 90

  
 

  
 

4x 3y 12

9x 3y 90

13x 102

  

  


 
 

4x 3y 12

13x 102

  
 

 
 

102
4 3y 12

13

102
x

13


   

 

 

  

408
3y 12

13

102
x

13

   

 

 

  

156 408
y

3 13

102
x

13

 


 
 

 

252
y

3 13

102
x

13


 



 

84
y

13

102
x

13

 



 

 

 

 

Β τρόπος 
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1 1

1 1 1 1 1 1 4 9 133 4
D 0

1 1 3 6 2 4 18 8 72 72

2 6


 

          
 

 

 x

1
1

1 1 1 5 2 15 174
D 1 5

1 6 4 6 4 12 12
5

6

 
 

              
 



 

   y

1
1

1 1 5 1 10 3 73
D 5 1

1 3 2 3 2 6 6
5

2


  

          



 

  yx
DD

x,y ,
D D

 
  
 

717
17 72 7 72612 , ,

13 13 12 13 6 13

72 72

 
    

      
   

 

17 6 7 12 102 84
, ,

13 13 13 13

    
        
   

 

  

  

3. 

x y 2z 15

x y z 10

x 2y z 15

   

    

  

 

Προσθέτω τη δεύτερη στην πρώτη  

x y 2z 15
2y z 5

x y z 10

    
    
    

 

και την δεύτερη στην τρίτη 

x y z 10
y 2z 25

x 2y z 15

    
    

   
  

2y z 5

x y z 10

y 2z 25

  

     

  

 

 Εναλλάσσω τις θέσεις 2ης και 3ης. Ηλία
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2y z 5

y 2z 25

x y z 10

  

    

   

 

2y z 5

3y 15

x y z 10

  

  

   

 

 

Διπλασιάζω την 1η και προσθέτω 

στη δεύτερη. 

4y 2z 10
3y 15

y 2z 25

   
 

   
 

2 5 z 5

y 5

x y z 10

   

  

   

 Αντικαθιστώ διαδοχικά. 

z 15

y 5

x 5 15 10



  

   

z 15

y 5

x 10



 



x 10

y 5

z 15







 

  

4. 

3x 3y z 1

x y z 5

3 2 4 3

x y 2z 7

   

   

   

 

Κάνω απαλοιφή παρονομαστών στη 

δεύτερη. 

x y z 5
12 12 12 12

3 2 4 3
   

4x 6y 3z 20    

3x 3y z 1

4x 6y 3z 20

x y 2z 7

   

    

   

5z 20

2y 11z 48

x y 2z 7



   

   

 

Πολλαπλασιάζω την 3η επί 3 και 

προσθέτω στην 1η. 

3x 3y z 1
5z 20

3x 3y 6z 21

    
 

    

Πολλαπλασιάζω την 3η επί 4 και 

προσθέτω στη 2η. 

4x 6y 3z 20
2y 11z 48

4x 4y 8z 28

   
  

    
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z 4

2y 11 4 48

x y 2 4 7



    

    

 Κάνω διαδοχικές αντικαταστάσεις 

z 4

2y 48 44

x y 7 8



   

   

z 4

y 2

x y 1



 

   

z 4

y 2

x 2 1



 

   

z 4

y 2

x 1





 

 

5. 

3x y z 8

x 3y z 6

x y 3z 2

   

   

  

2x 8

2y 6

2z 2

 

  



 

Προσθέτω όλες τις εξισώσεις κατά 

μέλη: 

3x y z 8

x 3y z 6 5x 5y 5z 0

x y 3z 2

    


       
   

x y z 0    . Την οποία αφαιρώ 

από κάθε εξίσωση του συστήματος. 

x 4

y 3

z 1

 

 



  

 

200. Να λυθούν τα συστήματα: 

1. 

x y 19

y z 1

z x 2

 

 

  

. 

2. 

x y z

15 5 6

x 2y z 2

 

  
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3. 

1 1 8

x y 15

1 1 2

x y 15

 

 

. 

Λύση: 

1. 

x y 19

y z 1

z x 2

 

  

  

 

Προσθέτω κατά μέλη τις τρεις εξισώσεις: 

x y 19

y z 1 2x 2y 2z 18

z x 2

  


      
   

x y z 9     και απ’ αυτήν αφαιρώ 

την κάθε μία από τις εξισώσεις του 

συστήματος. 

z 10

x 8

y 11

 

 



 

 

2. 

x y z

15 5 6

x 2y z 2

 


  

 
Πολλαπλασιάζω επί 2  τους όρους του 

2ου κλάσματος και επί 1 τους όρους του 

1ου κλασματος. 

x 2y z

15 10 6

x 2y z 2

 
 

  

  

 Εφαρμόζω γνωστή ιδιότητα των 

αναλογιών. 

x 2y z x 2y z

15 10 6 15 10 6

x 2y z 2

   
  

    

  

x 2y z 2

15 10 6 1

x 2y z 2

 
  

  

  

 

x 2y z
2

15 10 6

x 2y z 2

 
   

  

  

. Άρα  

 

x 2 15

2y 2 10

z 2 6

  

     

    

x 30

y 10

z 12

 

 

 
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3. 

1 1 8

x y 15

1 1 2

x y 15

 



 

2 10

x 15

2 6

y 15



 



1 5

x 15

1 3

y 15



 



 

Προσθέτω κατά μέλη και αντικαθιστώ 

την 1η εξίσωση 

1 1 8

x y 15 2 10

1 1 2 x 15

x y 15


  


  

 


  

Αφαιρώ κατά μέλη και αντικαθιστώ την 

2η εξίσωση. 

1 1 8

x y 15 2 6

1 1 2 y 15

x y 15


  


  

 


  

1 1

x 3

1 1

y 5



 



x 3

y 5




  

201. Για ποιες τιμές των κ και λ έχει άπειρες λύσεις το σύστημα 

 

   

1 x 2 y 4

3 x 3 1 y 6

    

      
. 

Λύση: 

Για να έχει άπειρες λύσεις το μη ομογενές σύστημα πρέπει οι 

ορίζουσές του να είναι μηδενικές. 

1 2
D 0 0

3 3 1

  
   

  
     1 3 1 3 2 0         

3 3 1 6 2 0             5 3 1 0        Ηλία
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x

4 2
D 0 0

6 3 1


   

  
   4 3 1 6 2 0      

12 4 12 0       24 4  
1

6
   

y

1 4
D 0 0

3 6

 
   

 
     1 6 3 4 0        

6 6 12 4 0         2 18 0     9    

Αντικαθιστώ τις τιμές των κ και λ που βρήκα στην ορίζουσα D για να 

ελέγξω αν την μηδενίζουν. Πράγματι D 5 3 1       

   
1 1 15 1 16

5 9 3 9 1 9 1 9 1 0
6 6 2 2 8

                   

 

202.   Για ποιες τιμές των α, β το σύστημα  

( 1)x ( 1)y

( 1)x (5 2 )y 4

     
 
      

 έχει μοναδική λύση την    x, y 1,1  

Λύση: 

   

   

1 x 1 y

1 x 5 2 y 4

     
 

        
 

Το σύστημα δέχεται 

την λύση    x, y 1,1  

   

   

1 1 1 1

1 1 5 2 1 4

       
  

         
  

1 1

1 5 2 4

    
  

        
 

Για να είναι 

η λύση 

αυτή 

μοναδική 

πρέπει 

D 0  

0

0

  
  

  
 

   
1 1 1 1

D 1 5 1 1 4 0
1 5 2 1 5

  
        
    
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203. Για ποιες τιμές των α, β το σύστημα
2 2

x y 3

x y

    
 
    

 έχει άπειρες 

λύσεις μια από τις οποίες είναι η    x, y 2,1 . 

Λύση: 

2

1
D 0 0

 
   

 

2 0  

  0     

Για να έχει άπειρες 

λύσεις το σύστημα 

πρέπει 

x yD D D 0    (σ1) 

0

ή

0

 


 
 

  

2

x 2

3 1
D 0 0 3 0

 
      

 
 

Παρατηρώ ότι: 

 Αν 0   τότε οι 

(σ1) 

επαληθεύονται, 

ανεξάρτητα από 

την τιμή του α. 

 Αν 0  τότε 

πρέπει 0    

επομένως 
3 0   

2 0   

0  άρα και 

0  . Άτοπο. 

 

0

3 0 ή

3 0

 


     
   

 

2 2

y 2 2

3
D 0 0 3 0

 
       

 
 

2 2

0

2 0 0 ή

0

 


        
 

 

Επομένως για να έχει το σύστημα άπειρες λύσεις, αναγκαία και ικανή 

συνθήκη είναι η 0  . Το σύστημα λοιπόν θα έχει τη μορφή Ηλία
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x y 3

0x 0y 0

    
 

  
 και θα πρέπει να δέχεται λύση την    x, y 2,1 . Άρα 

2 1 3    1   . 

 

204. Θεωρούμε το σύστημα 
x 4y 12 0

4x y 3 0

   
 
     

  

α) Αποδείξτε ότι για κάθε τιμή του μ το σύστημα έχει μοναδική 

λύση  0 0x , y   

β) Για ποιες τιμές του μ οι 0x , 0y  είναι αντίθετοι και για ποιες 

τιμές ετερόσημοι. 

Λύση: 

x 4y 12 0

4x y 3 0

   
 

     
 

Είναι D 0  άρα το σύστημα 

έχει μοναδική λύση, 

ανεξάρτητα από το μ. 

 

x 4y 12

4x y 3

   
  

     
 

x 4y 12

4x y 3

   
  

   
 

 
1 4

D 1 1 4 4 1 16 17
4 1


          

   x

12 4
D 12 1 3 4 12 12

3 1

 
          


 

 y

1 12
D 1 3 4 12 3 48

4 3


         


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x0,y0: Αντίθετοι άρα 0 0x y 0  
yx

DD
0

D D
  

x yD D
0

D


 

x yD D 0    12 12 3 48 0        15 36 0   

36

15
    .

12

5
   . 

x0,y0: Ετερόσημοι άρα 0 0x y 0  
yx

DD
0

D D
  

x yD D
0

D


 

   12 12 3 48
0

17

     
      12 12 3 48 0      

12  1 3    16 0       1 16 0        16,1  . 

 

205. Να αποδείξετε ότι αν το σύστημα 
2 x 6 y 4 2

( 3)x 12 y 10

      
 
     

 έχει τη 

λύση    x, y 1, 2   τότε δε θα έχει άλλες λύσεις. 

Λύση: 

 

2 x 6 y 4 2

3 x 12 y 10

       
 

      
 

Δέχεται λύση την 

   x, y 1, 2   

 

   

2 1 6 2 4 2

3 1 12 2 10

         
  

        
  

2 12 4 2

3 24 10

       
  

      

2 10 0

9 24 3

     
 

      

2 10 0

9 24 3

    
 
    

. 

   
2 10

D 2 24 9 10 48 90 42
9 24


           


 

   
0 10

D 0 24 3 10 30
3 24




        


 Ηλία

ς Σ
κα

ρδ
αν

άς



Εξισώσεις Συστήματα 1ου βαθμού Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

2 0
D 2 3 9 0 6

9 3

        

 
D D 30 6 5 1

, , , ,
D D 42 42 7 7

 
      

         
     

 

Επομένως το σύστημα γίνεται:  

5 1 5 1
2 x 6 y 4 2

7 7 7 7

5 1 5
3 x 12 y 10

7 7 7

 
        

 
     

   

 

2 5x 6 y 4 5 2

5 3 7 x 12y 10 5

      
 

     

10x 6y 22

26x 12y 50

  
  

  

5x 3y 11

13x 6y 25

  
 

  
 

   
5 3

D 5 6 13 3 30 39 9 0
13 6


         


 Άρα η λύση είναι 

μοναδική. 

 

 

206. Να λυθούν – διερευνηθούν τα συστήματα: 

1. 
2

x y 2

x y 2

  

  
. 

2. 
 2 x y 4

x y 2

    

  
. 

3. 
 

x y 2

x 1 y 4

  

    
. 

4. 
     

     

2 2

2 2

x y 2

x y

          

        
. 

Λύση: 
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1. 
2

x y 2

x y 2

  

  
 Υπολογίζω τις ορίζουσες. 

   2 2

2

1 1
D 1 1 1 1 1 1

1
              


 

 x

2 1
D 2 1 2 1 2 2 2 1

2 1


             

 2 3 3

y 2

1 2
D 1 2 2 2 2 2 1

2


             


 

    3 22 1 2 1 1           

 Αν 1   τότε x yD D D 0    και το σύστημα γίνεται: 

x y 2

x y 2

 


 
x y 2   Άρα θα έχει άπειρες λύσεις της 

μορφής    x, y x,2 x , x    

 Αν 1    τότε D 0 , xD 4 0    και yD 4 0    άρα το 

σύστημα θα είναι αδύνατο. 

 Αν 1   και 1    τότε D 0  επομένως στο σύστημα θα 

έχει μοναδική λύση την   yx
DD

x,y ,
D D

 
  
 

 

 
   

   
   

22 1 12 1
,

1 1 1 1

       
  
        
 

 

 
 

22 12
,

1 1

    
  
    
 

 

 

2. 
 2 x y 4

x y 2

    

  
 Υπολογίζω τις ορίζουσες. Ηλία
ς Σ
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  2 2
2

D 2 1 2 1 1
1

  
                 



       1 1 1 1 2              

 x

4
D 4 1 2 4 2 2 2

2 1


           

 y

2 4
D 2 2 4 2 4 4 4 2

2

 
                



 2 2    

 Αν 1    τότε D 0 , x yD D 6 0    επομένως το 

σύστημα είναι αδύνατο. 

 Αν 2   τότε x yD D D 0    και το σύστημα γίνεται: 

4x 2y 4

2x y 2

 


 
2x y 2   Άρα το σύστημα έχει άπειρες 

λύσεις της μορφής    x, y x,2 2x  . 

 Αν 1    και 2   τότε D 0  επομένως το σύστημα θα 

έχει μοναδική λύση   yx
DD

x,y ,
D D

 
  
 

 
   

 
   

2 2 2 2
,

1 2 1 2

   
  

      

2 2
,

1 1

 
 
    

 

 

3. 
 

x y 2

x 1 y 4

  

    
 Υπολογίζω τις ορίζουσες. 

 

1
D

1 1


 

  
 1 1 1     2 1 0     . Άρα το 

σύστημα έχει μοναδική λύση. Ηλία
ς Σ
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 x

2 1
D

4 1
 
   

   2 1 1 4      2 2 4   

 2 1   . 

y

2
D

1 4


 


 4 1 2     4 2    2 2 1    

Άρα     yx
DD

x,y ,
D D

 
  
 

   
2 2

2 1 2 2 1
,

1 1

     
 

        

   
2 2

2 1 2 2 1
,

1 1

   
  

        
. 

 

4. 
     

     

2 2

2 2

x y 2

x y

         

        
  

D
 

 
 

   
2 2

   

           2 2    4 . 

 

 

2 2

x 2 2

2
D

      
 

    

     2 2 2 22           

     2 2 2 22            
 

 3 2 2 2 2 3 3 2 2 32 2              

 24    
24  . 

 

 

2 2

y 2 2

2
D

     
 
    
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       2 2 2 22             

       2 2 2 22            
 

 3 2 2 3 3 2 2 2 2 32 2              

 24   
24 . 

 Αν 0   και 0  τότε x yD D D 0    και το σύστημα 

γίνεται: 
0x 0y 0

0x 0y 0

 

 
 που είναι αόριστο (επαληθεύεται για κάθε 

x  και για κάθε y ). 

 Αν 0   και 0   τότε x yD D D 0    και το σύστημα 

γίνεται: 
2

2

x y

x y

   


   

2x y     x y   . 

Επομένως έχει άπειρες λύσεις της μορφής    x, y x,x   . 

 Αν 0   και 0   τότε x yD D D 0    και το σύστημα 

γίνεται: 
2

2

x y

x y

    


   

2x y     x y    

Επομένως έχει άπειρες λύσεις της μορφής    x, y x, x   . 

 Αν 0   και 0   τότε D 0  επομένως το σύστημα έχει 

μοναδική λύση   yx
DD

x,y ,
D D

 
  
 

2 24 4
,

4 4

   
 

  

 ,    
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207. Για ποιες τιμές των α και β, το σύστημα  

   

2 x y 13

1 x 1 y 2 3

   

         
 έχει λύση το ζεύγος  1,2  

Λύση: 

Αφού το σύστημα δέχεται τη λύση    x, y 1,2  θα πρέπει να ισχύει: 

   

2 1 2 13

1 1 1 2 2 3

    


          
 

2 2 13   


 1 2   2   2  3




2 2 13

1 2 3

   


   
 

2 2 13

1 3

   


 
,  το οποίο είναι αδύνατο. Άρα δεν υπάρχουν τιμές 

των α και β για τις οποίες το σύστημα να δέχεται τη λύση 

   x, y 1,2 . 

 

208. Για ποιες τιμές των α και β, το σύστημα  

   

2 x y 0

1 x 1 y

  

       
 έχει λύση το ζεύγος  1,2  . Η λύση 

αυτή θα είναι μοναδική; 

Λύση: 

Αφού το σύστημα δέχεται τη λύση    x, y 1,2   θα πρέπει να 

ισχύει: 

 

     

2 1 2 0

1 1 1 2

    


        

2 2 0

1 2 2

   


     
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2 2 0

2 3 0

  
 

   

0

2 3

 


 
 

Προσθέτω την πρώτη 

στη δεύτερη. 

0

3 3

 
 

 

0

1

 


 

1

1

  

 
  

Άρα το σύστημα γίνεται   

 

   

2 1 x 1 y 0

1 1 x 1 1 y 1 1

     


       
  

2x y 0

0 x 0 y 0

 


   
. Το οποίο έχει D 0  

Άρα έχει άπειρες λύσεις. Συνεπώς η λύση    x, y 1,2  δεν είναι 

μοναδική. 

 

209. Έστω D, Dx, Dy οι ορίζουσες του συστήματος  
1

2

x y c

x y c

  

   
 με 

D0  

α) Αν ισχύει xD 2D , 
yD D  να βρεθεί η λύση του συστήματος

 

β) Αν ισχύει 
2 2 2

x y x y2D 4D D 4DD 2DD 0      να βρεθεί η 

λύση του συστήματος. 

Λύση: 

α) 
x

y

D 2D

D D






x

y

D
2

D

D
1

D







x 2

y 1




 Αφού D 0 . 

2 2 2

x y x y2D 4D D 4D D 2D D 0         

   
22 2

x y x y2D 2D D 2D 2D 2D D 0          
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   
22

x yD 2D D D 0     
x

y

D 2D 0

D D 0

 


 

x

y

2D D

D D





 

x

y

D 1

D 2

D
1

D



 



1
x

2

y 1






  

 

210. Σε ένα 2 2  σύστημα ισχύει 
x yD D D  , με D 0 . Αν η 

μοναδική λύση του συστήματος είναι    x, y ,    αποδείξτε ότι:

 

i)  1    .   

ii) 
x y2 2

D D

D


     

iii) Αν 
2 2 3    βρείτε την μοναδική λύση του συστήματος και 

κατόπιν αποδείξτε ότι 
x yD 2D 0  .  

Λύση: 

i. x yD D D     Ισχύει από υπόθεση. 

x yD DD

D D


    Διαιρώ με D 0   

yx
DD

1
D D

      

x y 1 1.        

ii. 2 2 2 2x y       Αντικαθιστώ 

22 22
y yx x

2 2

D DD D

D D D D

  
      
   

 Αντικαθιστώ Ηλία
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  2 2
x y x yx y

2 2

D D D DD D

D D

 
    Διαφορά τετραγώνων 

 x y x y

2

D D D D D
.

D D

 
   Αντικαθιστώ, απλοποιώ. 

iii. 
2 2

1

3

 


  
  Πρέπει να ισχύουν 

  

1

3

 
 

   
 Διαφορά τετραγώνων. 

 

1

1 3

 
 

  
 Αντικαθιστώ. 

1

3

 
 

 
 

Προσθέτω κατά μέλη και 

αφαιρώ κατά μέλη. 

2 4

2 2

 
 

  

2

1

 

  

  

Άρα 
yx

x y

DD
D 2D D 2

D D

 
    

 
 D x 2y    D 2   

  D 2 2 1     D 2 2  D 0 0.   
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211. Σε ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων με αγνώστους x, y 

ισχύει: 
x yD D D   και 

x yD D 3D  . Αν το σύστημα έχει 

μοναδική λύση, να βρεθεί η λύση αυτή. 

Λύση: 

x y

x y

D D D

D D 3D

 


 
  

Το σύστημα έχει μοναδική 

λύση άρα D 0   

yx

yx

DD
1

D D

DD
3

D D


 

 
  


 Διαιρώ και τα δύο μέλη με D. 

x y 1

x y 3

 
 

 
 Αντικαθιστώ. 

2x 4

2y 2


 

 

x 2

y 1




 
 

Προσθέτω κατά μέλη και 

αφαιρώ κατά μέλη. 

212. Σε ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων με αγνώστους x, y 

ισχύει: 
x y

2 2

x y
D D 2D D 

 
 και D 0 . Αν x y 6  , να 

βρεθούν τα x, y. 

Λύση: 

2 2

x y x yD D 2D D     Διαιρώ με 2D 0   

2 2

x y x y

2 2

D D D D
2

D D


     

22
y yx x

2 2

D DD D
2

D D D D
      Αντικαθιστώ. 

2 2x y 2x y       

2 2x y 2x y 0       Είναι ανάπτυγμα. 

Ηλία
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 
2

x y 0 x y 0.       Άρα ισχύουν. 

x y 6

x y 0

 


 
 

2x 6

2y 6






x 3

y 3





  

213. Σε ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων με αγνώστους x, y 

ισχύει: 2

x

2 2

x y
D +D D 4D 2D 5   

 
 

α) Αποδείξτε ότι:    
2 2 2

x yD 2 D 1 D 0     .  

β) Να βρεθούν τα x, y. 

Λύση: 

α)    
2 2 2

x yD 2 D 1 D       Υψώνω στο τετράγωνο. 

2 2 2

x x yD 4D 4 D 2D 1 D           

 2 2 2

x y xD D D 4D 4 2D 1          
Αντικαθιστώ από τη 

δοθείσα. 

 x x4D 2D 5 4D 4 2D 1          

x x4D 2D 5 4D 4 2D 1 0          

β) 2 2 2

x y xD D D 4D 2D 5       Από την υπόθεση. 

2 2 2

x x yD 4D 4 D 2D 1 D 0          
Μεταφέρω στο πρώτο 

μέλος. 

   
2 2 2

x yD 2 D 1 D 0        Είναι αναπτύγματα. 

x yD 2 D 1 D 0        
Σαν μηδενικό άθροισμα 

μη αρνητικών αριθμών. 

x yD 2 D 1 D 0        

xD 1
x

D 2
    και  

yD 0
y 0

D 2
    .  Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
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214. Να βρεθούν δυο αριθμοί των οποίων το άθροισμα είναι 12 και 

η διαφορά 2. Να λύσετε το ίδιο πρόβλημα αν το άθροισμα είναι 

α και η διαφορά β. 

Λύση: 

Αν οι δυο αριθμοί είναι x και y θα έχω:  

x y 12

x y 2

 


 
 

2x 14

2y 10





 

x 7

y 5





  

Προσθέτω και αφαιρώ τις δύο 

εξισώσεις. 

και 

x y

x y

  


  

2x

2y

 


 
  

x
2

y
2

 


 
  



  

215. Το άθροισμα των ψηφίων ενός διψήφιου αριθμού είναι 11. Αν 

αντιστρέψουμε τα ψηφία του προκύπτει νέος αριθμός κατά 27 

μικρότερος. Να βρεθεί ο αρχικός διψήφιος. 

Λύση: 

Αν είναι x το ψηφίο των δεκάδων και y το ψηφίο των μονάδων του 

ζητούμενου αριθμού, τότε θα είναι: 

x y 11

10y x 10x y 27

 


   
 Ο αριθμός θα είναι 10x y   

x y 11

9y 9x 27

 
 

 
 Κάνω τις αναγωγές. 

x y 11

9x 9y 27

 
 

 
 Απλοποιώ. Ηλία
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x y 11

x y 3

 
 

 
 

Προσθέτω και αφαιρώ τις δυο 

εξισώσεις. 

2x 14

2y 8


 



x 7

y 4





 

Άρα ο ζητούμενος αριθμός 

είναι ο 74. 

216. Η περίμετρος ενός ορθογωνίου είναι 40μ και η μια πλευρά του 

είναι 4μ. μικρότερη από την άλλη. Ποιες είναι οι διαστάσεις 

του ορθογωνίου; 

Λύση: 

Αν η μια πλευρά του ορθογωνίου είναι α και η άλλη β τότε θα ισχύουν: 

4

2 2 40

  


  
 

4

20

 


 
 

Προσθέτω και αφαιρώ κατά 

μέλη. 

2 24

2 16

 
 

 

12

8

 

 

  

Επαληθεύω:  

12 8 4    η διαφορά των πλευρών και 12 8 12 8 40      η 

περίμετρος. 

217. Να βρεθούν δυο αριθμοί αν γνωρίζετε ότι το μισό του πρώτου 

αυξημένο κατά το ένα τρίτο του δεύτερου κάνει 12, ενώ το 

διπλάσιο του πρώτου ελαττωμένο κατά το μισό του δεύτερου 

κάνει 15. 

Λύση: 

Αν οι δύο ζητούμενοι αριθμοί είναι x και y θα ισχύουν σύμφωνα με 

την υπόθεση: 

1 1
x y 12

2 3

1
2x y 15

2


 


  


  

Πολλαπλασιάζω την πρώτη με 

6 και τη δεύτερη με 2, ώστε να 

γίνει η απαλοιφή των 

παρονομαστών. 
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1 1
6 x 6 y 6 12

2 3

1
2 2x 2 y 2 15

2


    

 
     


 Απλοποιώ. 

3x 2y 72

4x y 30

 
 

 
 

Διπλασιάζω τη δεύτερη και 

την προσθέτω στην πρώτη. 

3x 2y 72

8x 2y 60

 
 

 
  

11x 132

8x 2y 60


 

 
 Απλοποιώ. 

x 12

2y 8x 60


 

 
 Ατικαθιστώ. 

x 12

2y 8 12 60


 

  
  

x 12

2y 36


 



x 12

y 18





  

Επαληθεύω:  

Το μισό του πρώτου είναι 6 και το έν τρίτο του δεύτερου είναι 6 και 

είναι 6 6 12   . 

Το διπλάσιο του πρώτου είναι 24 και το μισό του δεύτερου είναι 9 και 

είναι πράγματι 24 9 15   . 

 

218. Σ’ ένα γκαράζ υπάρχουν συνολικά 50 οχήματα, αυτοκίνητα και 

ποδήλατα. Αν όλα τα οχήματα έχουν 164 ρόδες, πόσα 

αυτοκίνητα και πόσα ποδήλατα υπάρχουν στο γκαράζ; 

Λύση: Ηλία
ς Σ
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Αν υποθέσω ότι είναι x τα αυτοκίνητα, με 4 ρόδες το καθένα και y τα 

ποδήλατα με 2 ρόδες το καθένα, θα έχω τις σχέσεις: 

x y 50

4x 2y 164

 


 
  

Αφαιρώ το διπλάσιο της 

πρώτης από τη δεύτερη. 

x y 50

2x 64

 
 


  

y 50 x

x 32

 
 



y 50 32

x 32

 



  

x 32

y 18


 


.  

Επαληθεύω: 

Τα 32 αυτοκίνητα έχουν 128 ρόδες. Τα 18 ποδήλατα έχουν 36 ρόδες. 

32 18 50    και 128 36 164    

 

219. Σε μια κάλπη βρίσκονται 100 ψηφοδέλτια δύο 

συνδικαλιστικών φορέων Α και Β. Αν προστεθούν στην κάλπη 

3 ψηφοδέλτια του Α συνδικαλιστικού φορέα και 2 του Β 

συνδικαλιστικού φορέα τότε τα ψηφοδέλτια του Α θα είναι 

διπλάσια των ψηφοδελτίων του Β. Πόσα ψηφοδέλτια κάθε 

συνδικαλιστικού φορέα υπήρχαν αρχικά στην κάλπη; 

Λύση: 

Αν είναι x τα ψηφοδέλτια του Α φορέα και y τα ψηφοδέλτια του Β, θα 

έχω τις σχέσεις: 

 

x y 100

x 3 2 y 2

 


  
   

x y 100

x 3 2y 4

 
 

  
  Ηλία
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x y 100

x 2y 1

 
 

 
 

Αφαιρώ τη δεύτερη από την 

πρώτη. 

3y 99

x 2y 1


 

 
  

y 33

x 1 2y


 

 

x 67

y 33





  

Επαληθεύω: 

Το σύνολο των ψηφοδελτίων είναι 67 33 100    και αν προσθέσω τα 

επί πλέον ψηφοδέλτια θα έχω για τον Α: 67 3 70    και για τον Β: 

33 2 35   παρατηρώ ότι πράγματι το 70 είναι διπλάσιο του 35. 

 

220. Ο Μέγας Αλέξανδρος έγινε βασιλιάς σε ηλικία 21 ετών. Αν 

ζούσε άλλα 6 χρόνια βασιλεύοντας θα είχε βασιλεύσει τα 
6

13
 

της ζωής του. Σε ποια ηλικία πέθανε και πόσα χρόνια 

βασίλεψε;. 

Λύση: 

Αν υποθέσω ότι ο Μέγας Αλέξανδρος έζησε x χρόνια και βασίλεψε y 

χρόνια θα έχω σύμφωνα με την υπόθεση: 

 

21 y x

6
y 6 x 6

13

 



  



   

 

x y 21

6
x 6 y 6

13

 


 
  



  

 

x y 21

6 x 6 13y 78

 
 

  
  Ηλία
ς Σ
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x y 21

6x 36 13y 78

 
 

  
  

x y 21

6x 13y 42

 
 

 
  

1 1
D 13 6 7 0

6 13


      


   

   x

21 1
D 21 13 42 1 273 42 231

42 13


           


 

y

1 21
D 42 126 84

6 42
      

Άρα xD 231
x 33

D 7


  


  και 

yD 84
y 12

D 7


  


 . Επομένως ο 

Μέγας Αλέξανδρος έζησε 33 χρόνια και βασίλεψε 12. 

Επαληθεύω: 

Έζησε 33 χρόνια και βασίλεψε 12 άρα έγινε βασιλιάς σε ηλικία 

33 12 21    ετών. 

Αν ζούσε άλλα 6 χρόνια θα πέθαινε σε ηλικία 33 6 39   ετών και θα 

είχε βασιλέψει 13 6 18    χρόνια. Πράγματι 
18 6

39 13
  . 
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8. 
ΑΠΟΛΥΤΕΣ ΤΙΜΕΣ 

ΡΙΖΕΣ 

 

 

221. Να βρεθεί η τιμή της παράστασης 
x

x
 για τις διάφορες τιμές 

του x. 

Λύση: 

Για να έχει νόημα η παράσταση πρέπει να είναι x 0   

 Αν x 0   τότε x x  επομένως 
x x

1
x x
    

 Αν x 0   τότε x x   επομένως 
x x

1
x x


    

 Δηλαδή τελικά θα είναι:  
1 x 0x

1 x 0x

 
 

  
 

 

222. Να βρεθεί η τιμή της παράστασης 
x y

x y
  για τις διάφορες 

τιμές των x και y. 

Λύση: Η
λία

ς Σ
κα

ρδ
αν

άς



Θεμέλια Μαθηματικών - Ασκήσεις  Κεφάλαιο 8: 

 

 

198 

 

Εκμεταλλεύομαι την προηγούμενη άσκηση και διακρίνω τις πιο κάτω 

περιπτώσεις: 

 Αν x 0   και y 0  , τότε 
x y

x y
      1 1 2       

 Αν x 0   και y 0  , τότε 
x y

x y
   1 1 2   

 Αν x 0   και y 0  , τότε 
x y

x y
    1 1 0    

 Αν x 0   και y 0  , τότε 
x y

x y
    1 1 0    

 Το ενδεχόμενο x 0   ή y 0  πρέπει να αποκλειστεί διότι τότε 

η δοθείσα παράσταση δεν έχει νόημα. 

 

223. Να βρεθεί η τιμή της παράστασης 
x 2 x 2

x 2 x 2

  

  
 για τις 

διάφορες τιμές του x. 

Λύση: 

x 2 0    x 2    

x 2 0    x 2  

Προσδιορίζω το πρόσημο της 

κάθε παράστασης από τις 

x 2   και x 2   σε σχέση με 

την η του x. 

Άρα θα έχω: 

 Αν 
x 2 0

x 2 2
x 2 0

 
    

 
 

x 2 x 2

x 2 x 2

  


  
 

   

   

x 2 x 2

x 2 x 2

       
      

 
x 2 x 2

x 2 x 2

   


   
 

4

2x





 

2

x
 . Ηλία

ς Σ
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 Αν 
x 2 0

2 x 2
x 2 0

 
    

 

x 2 x 2

x 2 x 2

  


  

   

   

x 2 x 2

x 2 x 2

      
     

x 2 x 2

x 2 x 2

  


  
 
2x x

4 2
  . 

 Αν 
x 2 0

2 2 x
x 2 0

 
    

 

x 2 x 2

x 2 x 2

  


  

   

   

x 2 x 2

x 2 x 2

  
 

  

x 2 x 2

x 2 x 2

  


  
 

4

2x
  

2

x
  

 

224. Να σημειώσετε σε κάθε μια από τις πιο κάτω προτάσεις, το Σ 

αν είναι σωστή ή το Λ αν είναι λάθος. 

1. 
Το x  είναι θετικός αριθμός μόνον αν το x 

είναι επίσης θετικός 
Σ    

2. 5x 5 x  ια άθε x   .    Λ 

3. 
2 2x x   για κάθε x .   Λ 

4. 
3 3x x   για κάθε x . Σ   

5. yxxy   για κάθε x, y .   Λ 

6. x x  ια άθε x   . Σ   

7.    d x,2 d 2,x  ια άθε x      Λ 

8. yxyx   για κάθε x, y . Σ   

9. yxyx   αν x,y ομόσημοι.   Λ 

10. x = x  για κάθε x .   Λ 

11. x x   για κάθε x  και  . Σ   
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12. Αν x 3   τότε x 3 x 3    . Σ   

13. Αν 0    τότε       .   Λ 

14. Αν 0    τότε       . Σ   

15. x x   .   Λ 

16. x x x       Λ 

17. x θ θ x θ          Λ 

18. 0y και  0x0yx  Σ   

19. γβαγβα     Λ 

20. 
Αν οι αριθμοί α και β ισαπέχουν από το 1 

τότε ισχύει β11 α  
  Λ 

21. Αν  d x,3 4  τότε 1 x 7   .   Λ 

22. x x 0    ια άθε x    Σ   

23. x y 0    x=0 και y=0   Λ 

24. x y z 0 x 0 ή y = 0 ή z 0      . Σ   

25. 
2 2 2 2x y x y ια άθε x,y         Λ 

26. xyzzyx     Λ 

27. Υπάρχει x  τέτοιο ώστε 1 x 3   . Σ   

28. 
2 2 2 2x y x y ια άθε x,y         Σ   

29. Η εξίσωση 1x  + 3x  =0 είναι αδύνατη.   Λ 

30. 
Η ισότητα 1 1      ισχύει αν και μόνον 

αν 0  . 
  Λ 

31. 
2 2x x   για κάθε x  και  .   Λ 

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

32. 
2 2x x     για κάθε x  και  .   Λ 

33. 
2 2x x     για κάθε x  και  .   Λ 

Αιτιολόγηση: 

1) Το x   είναι θετικός αριθμός *x  .  x 0 x 0     

2) 5x 5 x 5 x     

3) 
 

x 0
2 2

2 2

2

x 0

x x
x x

x





   
  

 

  

4) 
 

x 0
3 3

3

3

x 0

x x
x

x





   
 



 

5) Είναι γνωστή ιδιότητα.  

6) Ισχύει x x x     

7)    d x,2 x 2 2 x d 2, x , x         

8) x y x y , x, y       

9) 
     

x 0,y 0

x 0,y 0

x y x y x y x y
x y

x y x y

 

 

          
  

  
  

10) Είναι γνωστή ιδιότητα. 

11) Αν x 0  και κ περιττός, τότε προφανώς δεν ισχύει. 

12) x 3 x 3 0 x 3 x 3           

13) 0    άρα οι α και β είναι ομόσημοι. (βλ. (8)) 

14)  
2 2 22 2 2 2 2                

 
22 2

2           . Άρα        

15) Προφανώς κάθε μέλος ισούται με x  . Ηλία
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16) Είναι x x, x    άρα x x, x     και προφανώς 

x x, x      

17)  x x x               

18) x y 0 x y 0      δηλαδή είναι αντίθετοι. 

19)                    

20) Προφανώς    d ,1 d ,1 1 1         

1 1     

21)  d x,3 4 x 3 4 4 x 3 4 1 x 7               

22) x x 2 x     

23) Είναι x y x y 0     άρα x y 0 x y 0       

y x   . Άρα x y 0     x x 0   

x x 0    2 x 0  x 0  x 0 . Άρα και y 0   

24) Σύμφωνα με  την προηγούμενη πρέπει και οι τρεις αριθμοί 

να είναι μηδέν 

25) Αφού είναι 
2 2x y 0    

26) Αφού οι αριθμοί είναι αντίθετοι. 

27) Δεν μπορεί η απόλυτη τιμή να είναι αρνητική. 

28) 2 2x y 0     

29) x 1 x 3 0      x 1 0   και x 3 0    

x 1 x 3      Αδύνατο. 

30) 0        επομένως :

 1 1 1 1 1                 

31) Το 2κ είναι άρτιος άρα 2x 0    

32) 2

2

1
x 0

x

 


   και στην προηγούμενη. Ηλία

ς Σ
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

33) Είναι 2x 0   2x 0   

225.  Αποδείξτε ότι 
y1

y

x1

x





 αν και μόνον αν x y . 

Λύση: 

  
x y

1 x 1 y
 

 
 

Παρατηρώ ότι οι παρονομαστές 

είναι θετικοί. Επόμενο είναι οι x 

και y είναι ομόσημοι. 

x y

1 x 1 y
  

 
 Προφανώς. 

x y

1 x 1 y
  

 
 Γνωστή ιδιότητα. 

x y

1 x 1 y
  

 
 Οι παρονομαστές είναι θετικοί. 

   x 1 y y 1 x      Γινόμενα άκρων και μέσων. 

x x y y y x       

x y

x y ή

x y




   
  

 
Η x y   απορρίπτεται αφού x, y 

ομόσημοι. Άρα x y   

  Το αντίστροφο είναι προφανές. (Μια απλή αντικατάσταση) 

226. Αν α, β είναι πραγματικοί αριθμοί τότε να δείξετε ότι 

 max ,
2

   
    &  min ,

2

  
   . 

(Με min(x,y) συμβολίζουμε το μικρότερο και με max(x,y) το 

μεγαλύτερο των x, y) 

Λύση: 
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 Αν     τότε 0    άρα θα έχω: 

 max ,
2 2

  
       και 

 min ,
2 2

  
        

 

 Αν     τότε 0      

 max ,
2 2

  
        

 min ,
2 2

  
       

227. Για τις διάφορες τιμές του x να βρεθεί η τιμή της παράστασης: 

x 2 3 x 5 x       . 

Λύση: 

Έχω 
x 2 0 x 2

x 5 0 x 5

   


   
 δηλαδή κρίσιμες τιμές του x είναι οι 0, 2 και 

5. 

  

x x

x ,0 x 0 2 5 x 2 2 x

x 5 5 x

  


         
   

  Άρα θα είναι  

x 2 3 x 5 x            2 x 3 5 x x       

2 x 15 3x x        3x 17  

  

x x

x 0,2 0 x 2 5 x 2 2 x

x 5 5 x

 


        
   

  Άρα θα είναι

x 2 3 x 5 x            2 x 3 5 x x       

2 x 15 3x x        5x 17  
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  

x x

x 2,5 0 2 x 5 x 2 x 2

x 5 5 x

 


        
   

  Άρα θα είναι

x 2 3 x 5 x            x 2 3 5 x x       

x 2 15 3x x        3x 13 . 

  

x x

x 5, 0 2 5 x x 2 x 2

x 5 x 5

 


         
   

  Άρα θα είναι

x 2 3 x 5 x            x 2 3 x 5 x       

x 2 3x 15 x        3x 17  . 

Άρα 

 

 

 

 

3x 17, x ,0

5x 17, x 0,2

3x 13, x 2,5

3x 17, x 5,

  


 
  

 
   

  

 

228. Ομοίως να βρεθεί η τιμή της παράστασης:  

3 x 4 4 x 3 7x 15        για τις διάφορες τιμές του x. 

Λύση: 

Ισχύουν 
x 4 0 x 4

x 3 0 x 3

   


   
  

Άρα κρίσιμες τιμές του x είναι 

οι x 3  και x 4  . 

  x ,3 x 3 4      άρα  

3 x 4 4 x 3 7x 15          Διότι x 3 3 x     

   3 4 x 4 3 x 7x 15         και x 4 4 x     

12 3x 12 4x 7x 15          

14x 39      
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  x 3,4 3 x 4     άρα  

3 x 4 4 x 3 7x 15         Διότι x 3 x 3    

   3 4 x 4 x 3 7x 15        και x 4 4 x    

12 3x 4x 12 7x 15          

6x 15     

  x 3, 3 4 x      άρα  

3 x 4 4 x 3 7x 15         Διότι x 3 x 3    

   3 x 4 4 x 3 7x 15        και x 4 x 4    

3x 12 4x 12 7x 15 9           

Τελικά λοιπόν θα είναι 

 

 

 

14x 39 , x ,3

6x 15 , x 3,4

9 , x 4,

   


   
   

  

 

229. Αν είναι  x ,    να βρεθεί η τιμή της παράστασης 

x x    . 

Λύση: 

 

x 0

x , x ί

x 0

 


        
 

 επομένως θα ισχύουν: 

x x     x x         . 
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

230. Να γραφεί χωρίς απόλυτο η παράσταση Α=
1x1x

1x1x




. 

Λύση: 

Ισχύουν: 
x 1 0 x 1

x 1 0 x 1

    


   
  

Δηλαδή οι τιμές 

x 1   και x 1   

είναι οι κρίσιμες για 

το x. 

  
x 1 0

x , 1 x 1 1
x 1 0

 
        

 
  

x 1 x 1

x 1 x 1

  
  

  
 

   

   

x 1 x 1

x 1 x 1

       
      

   

   

x 1 x 1

x 1 x 1

   


   

x 1 x 1

x 1 x 1

   
 
   

 
2 1

2x x





 . (Ο περιορισμός x 0  δεν είναι 

απαραίτητος αφού x 1   ). 

  
x 1 0

x 1,1 1 x 1
x 1 0

 
       

 
 

x 1 x 1

x 1 x 1

  
  

  

   

   

x 1 x 1

x 1 x 1

      
     

   

   

x 1 x 1

x 1 x 1

  


  

x 1 x 1

x 1 x 1

  
 

  
 
2x

x
2
   

  
x 1 0

x 1, 1 1 x
x 1 0

 
       

 
 

x 1 x 1

x 1 x 1

  
  

  

   

   

x 1 x 1

x 1 x 1

  


  

x 1 x 1 2 1

x 1 x 1 2x x

  
 

  
 

 (Και στην περίπτωση αυτή, ο περιορισμός x 0  δεν είναι 

απαραίτητος αφού x 1 ). Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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Άρα τελικά 
   

 

1
, x , 1 1,

x

x , x 1,1


    

  
  

  

 

231. Να γραφεί χωρίς απόλυτο η παράσταση 
x 1

f (x) x
x 1


 


. 

Λύση: 

Προφανώς για να έχει νόημα η παράσταση πρέπει x 1   

 Αν x 1 x 1 0 x 1 1 x         επομένως 

 
x 1

f x x
x 1


  


 

1 x
x x 1

x 1


  


  

 

 Αν x 1 x 1 0 x 1 x 1         επομένως

 
x 1

f x x
x 1


  



x 1
x x 1

x 1


  


 

Άρα τελικά  
 

 

x 1, x ,1
f x

x 1, x 1,

  
 

  
  

 

232. Να γραφεί χωρίς απόλυτο η παράσταση 
2 x

f (x) x 1
x

   . 

Λύση: 

Πρέπει x 0  ώστε να έχει νόημα η παράσταση. Παρατηρώ δε ότι 

κρίσιμες τιμές του x για τον χειρισμό των απολύτων τιμών είναι οι 

x 0  και x 1  .  

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

  
x x

x , 1 x 1 0 x 1 0
x 1 x 1

  
           

   
  

Άρα  
x

f x x 1
x

     
x

x 1
x


     x 1 1     x 2    

  
x x

x 1,0 1 x 0 x 1 0
x 1 x 1

  
          

  
 

Άρα  
x

f x x 1
x

     
x

x 1
x


    x 1 1    x  

  
x x

x 0, 1 0 x x 1 0
x 1 x 1

 
          

  
 

Άρα  
x

f x x 1
x

     
x

x 1
x

    x 1 1    x 2  

Τελικά  

 

 

 

x 2 , x , 1

f x x , x 1,0

x 2 , x 0,

    


  
   

 . 

233. Να βρεθεί η τιμή της παράστασης 
x 1 x 1

1 1
x 1 x 1

    
          

. 

Λύση: 

Για x 1  η παράσταση δεν ορίζεται. Για x 1  θα έχω: 

x 1 x 1
1 1

x 1 x 1

    
        

  Πολλαπλασιάζω. 

x 1 x 1x 1 x 1
1

x 1 x 1 x 1 x 1

  
     

   
 

Ο πρώτος όρος είναι γινόμενο 

αντιστρόφων αριθμών. Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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 

 

22
x 1 x 1

1 1
x 1 x 1

  
   

 
 Έγιναν ομώνυμα.  

   

 

2 2
x 1 x 1

0
x 1 x 1

  
 

 
 Από γνωστή ιδιότητα. 

234. Αν είναι x 1 , y 2 , z 3  τότε να δείξετε ότι θα είναι και 

xyz 6  και x y z 6   . 

Λύση: 

 

x 1

y 2 x y z 1 2 3 xyz 6

z 3

 


        
 

  
Πολλαπλασιάζω 

κατά μέλη (είναι 

όλα θετικά). 

 

x 1 1 x 1

y 2 2 y 2

z 3 3 z 3

    
 

      
    

 
Προσθέτω κατά 

μέλη. 

1 2 3 x y z 1 2 3              

6 x y z 6         

x y z 6      

 

235. Αν είναι x 1 1   και y 1 1   να δείξετε ότι x y 2  . 

Λύση: 

x 1 1

y 1 1

  


 
 

1 x 1 1

1 y 1 1

   


   

0 x 2

2 y 0

 


    

  2 x y 2      x y 2    

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 

236. Αν ox x x ρ       να εκφραστούν τα xo , ρ ως 

συνάρτηση των α,β. 

Λύση: 

0x x x        

0x x     

0 0x x x     

Από την ισοδυναμία της 

πρώτης με την  τελευταία 

προκύπτουν: 

 

 x    0 0x x x     άρα 

   0 0x , x x , x        επομένως 

   0 0, x , x        (σ1) 

 0 0x x x     x     άρα 

   0 0x x , x x ,        επομένως 

   0 0, x , x        (σ2) 

Από (σ1) και (σ2) προκύπτει ότι    0 0, x , x      άρα για να 

ταυτίζονται τα διαστήματα θα πρέπει 

0

0

x

x

  


   

  

Με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει 02x    0x
2

 
   

Με αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει 2    
2


    

 

237. Αν α >1 και β=
α1

α


 αποδείξτε ότι α=

β1

β


. 

Λύση: 

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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Είναι 1 1 0       , επομένως από την 
1


 

 
  συνάγεται 

ότι οι αριθμοί α και β είναι ετερόσημοι. Παράλληλα θα ισχύει: 

1


  

  1


  

 
 Προφανής συνεπαγωγή.  

1


   

  1


  

 
 

Ιδιότητα απόλυτης τιμής 

πηλίκου και απόλυτη τιμή 

αρνητικού. 

           Πολλαπλασιάζω. 

           

 1         Με τον περιορισμό 1    (π1) 

 1


   

 
 Άρα 0

1


 

 
1 0     

1


   

 
  Και αφού α και β ετερόσημοι 

1 1

 
   

   
   

 Έχω την υποχρέωση να διερευνήσω το ενδεχόμενο να μην 

ισχύει ο περιορισμός (π1).  

Αν 

1

1 1 1 ή
1

1

   
 

         
     

  

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

1

ή

1

   


 
  

1
2 1

2

1 ή

0 1 ύ .

ή

0 1 ύ .

1 ή

1
2 1

2

 
     

 
     

   








   
    

 
       
 

 

Επομένως θα είναι 
1

2
   άρα 2

11

2

 
    

 
. 

Θα έχω λοιπόν 
2


   

238. Αποδείξτε ότι 2
 
 

 
 όπου 0   . 

Λύση: 

2
 
  

 
 2
 
  

 
 

Η παράσταση έχει νόημα αφού 

οι παρονομαστές δεν είναι 

μηδέν. Εφαρμόζω τη γνωστή 

ιδιότητα. 

2 2

2
  

  
  

2 2
2          

Κάνω ομώνυμα και προσθέτω. 

2 2
2 0           Είναι ανάπτυγμα δυωνύμου.  

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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 
2

0      
Η τελική ισοδύναμη της αρχικής 

σχέση είναι προφανώς αληθής. 

 

239. Για x y  δείξτε ότι 
x y x y

2
x y x y

 
 

 
. 

Λύση: 

Θα δείξω ότι x y x y     

Πράγματι x y x y   
2 2

x y x y     

2 2 2 2x y 2 x y x y 2xy        2 x y 2xy     

xy xy   

Άρα θα έχω: 

Η οποία είναι αληθής 

σύμφωνα με γνωστή 

ιδιότητα. 

x y
x y x y 1

x y


    


  (σ1) Διαιρώ με θετικό αριθμό. 

Εξάλλου  ισχύει x y x y      Γνωστή ιδιότητα. 

x y
1

x y


 


   (σ2) Διαιρώ με θετική ποσότητα. 

Αν προσθέσω κατά μέλη τις (σ1) και (σ2) προκύπτει η ζητούμενη. 

 

240. Αποδείξτε ότι 
1 1 1

    
 

       
. 

Λύση: Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

1 1 1

   
  

      
  

Κάνω ομώνυμα και 

προσθέτω. 

   
  

1 1

11 1

         
  

    
  

Οι παρονομαστές 

είναι θετικοί. 

Απαλοίφονται 

χωρίς να αλλάζει η 

φορά της 

ανισώτητας. 

        1 1 1 1 1                      

       1 1 1 1                        

 1            

                            

                            

2                   
Η οποία είναι 

αληθής διότι έχω 

διαδοχικά   2



                

241. Αν 0    και 0    αποδείξτε ότι: 
1 1


    

 

και 1
β

 
 

   
. 

Λύση: 

Ισχύει        

      
1 1

 
   

 


    
  (σ1) Ηλία

ς Σ
κα

ρδ
αν

άς
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      
1 1

 
   

 


    
  (σ2) 

Προσθέτω κατά μέλη τις σχέσεις (σ1) και (σ2):  

   
   

        
 1

    
  

      
 

242. Αποδείξτε ότι  

γβαγβαγβα  γβα . 

Λύση: 

Παρατηρώ ότι                      άρα 

                         

               

 

243. Αποδείξτε ότι 
x 2 x

2

 
1 για κάθε αριθμό x. 

Λύση: 

Ισχύουν 2 2 2 x x 2 x x , x           

 

244. Αν 1   και 1   αποδείξτε ότι x y x y    . 

Λύση: 

Ισχύουν x y x y x y 1 x 1 y x y                    
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

245. Αν 1     αποδείξτε ότι x+ y+ y+ x=x+y     και στη 

συνέχεια ότι x y y x x y       . 

Λύση: 

 x y y x       Παραγοντοποιώ με ομαδοποίηση. 

   x y       Αντικαθιστώ. 

1 x 1 y x y        

 x y x y y x x y y x              

 

 

246. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

1. 5 x 5 3 x 9     . 

2. x 3 x 1   . 

3. 
3x 1 1

3x 1 5
5

 
   . 

4. 2 x 3 4 x    . 

5.    3 x 5 2 2 d x,7    . 

Λύση: 

1) 5 x 5 3 x 9       

2 x 4   x 2  x 2    

2) x 3 x 1       

x 1

x 1

x 3 1 x 2x 2 x 1

x 3 x 1 3 1 ύ .





        
 

       
   Ηλία
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3) 
3x 1 1

3x 1 5
5

 
       

5 3x 1 25 3x 1 1          

4 3x 1 26     2 3x 1 13      

13
3x 1

2
     Η οποία είναι αδύνατη. 

4) 2 x 3 4 x      
Κρίσιμες τιμές του x 

είναι οι x 0  και 

x 3   

 

 

 

 

 

 

x ,0 2 3 x 4 x

x 0,3 2 3 x 4 x

x 3, 2 x 3 4 x

    


     
    

   

 

 

 

x ,0 6 2x 4 x

x 0,3 6 2x 4 x

x 3, 2x 6 4 x

    


     
    

  

 

 

 

x ,0 3x 2

x 0,3 x 2

x 3, 3x 10

  


   
  

  

 

 

 

2
x , ί .

x ,0 3

x 0,3 x 2, ή.

x 3, 10
x , ή.

3


   


   

 
  


  

5)    3 x 5 2 2 d x,7        

3x 15 2 2 x 7         

3x 17 2 x 7       Κρίσιμη τιμή το 7 Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 

 

x 7

x 7

3x 17 2 7 x

3x 17 2 x 7





  
 

  
   

x 7

x 7

3x 17 14 2x

3x 17 2x 14





  
 

  

x 7

x 7

5x 31

x 3









x 7

x 7

31
x , ή

5

x 3, ί






 

 
   

 

 

247. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

1. x 1 x 1   . 

2. 
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
     . 

3.    d x,2 3 d x, 2   . 

4. 2 x 3 4 x 5 8    . 

5. 2x 9 3 x 2    . 

Λύση: 

1) x 1 x 1     Παρατηρώ ότι κρίσιμα σημεία για το πρόσημο των 

παραστάσεων είναι τα x 1   και x 1 .  

 Αν  x , 1    τότε x 1 x 1    1 x x 1      

1 1   είναι αδύνατη. 

 Αν  x 1,1   τότε x 1 x 1    1 x x 1   

x x   2x 0   x 0   

 Αν  x 1,   τότε x 1 x 1    x 1 x 1   

1 1    είναι αδύνατη. 
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2) 
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
       όπως και στην προηγούμενη… 

 Αν  x , 1    τότε 
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
     

   
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
        

   
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
      

x 1 x 1
3 3

2 2

 
 

x 1 x 1     1 1    που είναι αδύνατη.  

 Αν  x 1,1   τότε 
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
     

   
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
       

   
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
      

x 1 x 1
3

2 2

 
  

   3 x 1 x 1      3x 3 x 1     4x 2 
1

x
2

  

 Αν  x 1,   τότε 
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
     

   
x 1 x 1

x 1 x 1
2 2

 
      

x 1 x 1

2 2

 
   

x 1 x 1     1 1    που είναι αδύνατη. 

 

3)    d x,2 3 d x, 2     x 2 3 x 2     

 Αν  x , 2    τότε x 2 3 x 2   

 2 x 3 x 2      2 x 3x 6     2x 8  

x 4   αποδεκτή. 

 Αν  x 2,2   τότε x 2 3 x 2     2 x 3 x 2   

2 x 3x 6     4x 4  x 1  αποδεκτή. 

 Αν  x 2,   τότε x 2 3 x 2     x 2 3 x 2   

x 2 3x 6     2x 8   x 4   απορρίπτεται. 
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

4) 2 x 3 4 x 5 8     για την εξίσωση αυτή κρίσιμα σημεία του x 

είναι x 5   και x 3 .  

 Αν  x , 5    τότε 2 x 3 4 x 5 8    

   2 3 x 4 x 5 8       6 2x 4x 20 8    

2x 18    x 9   αποδεκτή. 

 Αν  x 5,3   τότε 2 x 3 4 x 5 8    

   2 3 x 4 x 5 8      6 2x 4x 20 8    

6x 22  
11

x
3

   αποδεκτή. 

 Αν  x 3,   τότε 2 x 3 4 x 5 8    

   2 x 3 4 x 5 8      2x 6 4x 20 8    

2x 34   x 17   απορρίπτεται. 

 

5) 2x 9 3 x 2   

 

 

   

9
x , , 2x 9 3 x 2

2

9
x , 2 , 2x 9 3 x 2

2

x 2, , 2x 9 3 x 2

  
         

 
  
        

 
       



   

 
9

x ,
2

 
   
 

 , 2x 9 3 x 2     2x 9 3 x 2     

2x 9 3x 6     
9

x 3 ,
2

 
    

 
 απορρίπτεται. 

 
9

x , 2
2

 
   
 

,  2x 9 3 x 2     2x 9 3 x 2      

2x 9 3x 6      5x 15  
9

x 3 , 2
2

 
     

 
 

δεκτή. 
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  x 2,   ,  2x 9 3 x 2     2x 9 3 x 2     

2x 9 3x 6      x 3 2,     δεκτή 

 

248. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

1. x 3x 1 x 1    . 

2. 2 2x 2x 1 x 3 x x      . 

3. x x x x   . 

4. 5x34x7  . 

5. 3 1 5 1 7x x     . 

Λύση: 

1) x 3x 1 x 1      

Παρατηρώ ότι τα κρίσιμα 

σημεία είναι x 0  και 

1
x

3
   

 Αν  x ,0   τότε x 3x 1 x 1    

x 1 3x x 1      5x 2  
2

x
5

   αποδεκτή. 

 Αν 
1

x 0,
3

 
 
 

 τότε x 3x 1 x 1    

x 1 3x x 1      3x 2 
2

x
3

  απορρίπτεται. 

 Αν 
1

x ,
3

 
 
 

 τότε x 3x 1 x 1    

x 3x 1 x 1      3x 0  x 0  απορρίπτεται. Ηλία
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

2) 2 2x 2x 1 x 3 x x      

 
2 2x 1 x 3 x x        

   
2 2x 1 x 3 x x      

2 2x 2x 1 x 3 x x       

x 2 x    

Παρατηρώ ότι 

 
22x 2x 1 x 1     που 

είναι πάντα μη αρνητικό. 

Επίσης το x 3  είναι πάντα 

θετικό. 

 Αν x 0  τότε x 2 x    2x 2  x 1  απορρίπτεται. 

 Αν x 0  τότε x 2 x   2 0   που είναι αδύνατη. 

 Τελικά η εξίσωση δεν έχει αποδεκτές λύσεις άρα είναι αδύνατη. 

3) x x x x     

   
x 0

x 0

x x x x

x x x x





     
 

  

 

 
x 0

x 0

0 x x

x x 0





   
 

 

 

Παρατηρώ ότι η εξίσωση 

έχει διπλά απόλυτα. Θα 

προχωρήσω στην 

κατάργησή τους από το 

εσωτερικό προς το 

εξωτερικό. 

x 0

x 0

0 2x

2x 0





 
 



x 0

x 0

2 x 0

2 x 0





 




x 0

x 0

2




 x 0

2

 

x 0





x 0

x 0

x 0, ί

x 0, ή





  
 

 
 

 

4) 7x 4 3x 5      

7x 4 0   7x 4  

4
x

7
   και 

3x 5 0    3x 5   

5 5
x

3 3


  


  Ηλία
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 Αν 
4

x ,
7

 
  
 

 τότε 7x 4 3x 5    

4 7x 3x 5      4x 1  
1

x
4

  , αποδεκτή. 

 Αν 
4 5

x ,
7 3

 
 
 

 τότε 7x 4 3x 5    

7x 4 3x 5      10x 9 
9

x
10


4 5

,
7 3

 
 
 

, δεκτή. 

 Αν 
5

x ,
3

 
 
 

 τότε 7x 4 3x 5    

7x 4 3x 5     4x 1  
1

x
4

 
5

,
3

 
 
 

, 

απορρίπτεται. 

5) 3 x 1 5 1 x 7       

3 x 1 5 x 1 7        

 

Αντίθετοι αριθμοί έχουν ίσα 

απόλυτα. 

Πρώτα θα διώξω τα 

εσωτερικά απόλυτα. 

 

 

x 1

x 1

3 1 x 5 1 x 7

3 x 1 5 x 1 7





     
 

    

x 1

x 1

3 3x 5 8 x

3x 3 5 x 6





    


   

 

 

x 1

x 1

8 3x 8 x 1

3x 2 x 6 2





    
 

   
 

 Σε ότι αφορά την (ε1) 
8

8 3x 0 3x 8 x
3

        και 

επειδή είναι 
8

x 1
3

    θα είναι 8 3x 8 3x    άρα η (ε1) 

γίνεται 8 3x 8 x 2x 0 x 0         που είναι δεκτή Ηλία
ς Σ

κα
ρδ
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 Σε ότι αφορά την (ε2) 
2

3x 2 0 x
3

       και επειδή είναι 

2
x 1

3
     θα είναι 3x 2 3x 2    άρα η (ε2) γίνεται 

3x 2 x 6 2x 4 x 2        που είναι δεκτή 

249. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

1. 2x 3 x x 5    . 

2. x 2 x 4    . 

3. x x 3 x    . 

Λύση: 

1) 2x 3 x x 5       Κρίσιμο σημείο το x 0   

 Αν x 0  τότε 2x 3 x x 5     2x 3x x 5      

x x 5       1 x 5      
5

x , 1
1

     
 

 

(ε1) 

Θα πρέπει βέβαια να ισχύει 
5

0
1

  


 
5

0
1
 

 
 

1 0    1     

Άρα αν 1    η εξίσωση (ε1) θα είναι αδύνατη. 

 Αν x 0  τότε 2x 3 x x 5     2x 3x x 5    

x 5x 5       5 x 5      
5

x , 5
5

    
 

 

(ε2) 

Θα πρέπει βέβαια να ισχύει 
5

0
5

  


5
0

5
 



5 0   5   

Άρα αν 5   η εξίσωση (ε2) θα είναι αδύνατη. 

 Τελικά συμπεραίνω ότι: 
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o  , 1     η εξίσωση έχει μόνο θετική ρίζα της 

μορφής 
5

x
5

 
 

 

o  5,    η εξίσωση έχει μόνο αρνητική ρίζα της 

μορφής 
5

x
1

 
 

 

o  1,5    η εξίσωση έχει και αρνητική ρίζα της 

μορφής 
5

x
1

 
 

 και θετική ρίζα της μορφής 

5
x

5
 

 
. 

2) x 2 x 4      Κρίσιμο σημείο x 2   

 x 2   τότε x 2 x 4     2 x x 4   

 1 x 2   
2

x
1


 

, με 1   . Θα πρέπει βέβαια να 

είναι 
2

2
1
 

 

2
2 0

1
  


 
2 2 2

0
1

  
 

 

  4 2 1 0        2 1 0       1,2  . 

 x 2   τότε x 2 x 4     x 2 x 4   

 1 x 6   
6

x
1


 

, με 1    . Θα πρέπει βέβαια 

να είναι 
6

2
1
 

 

6
2 0

1
  


 

 6 2 1
0

1

 
 


6 2 2

0
1

  
  



4 2
0

1

 
 



  2 2 1 0, 1         

  2 1 0, 1           1,2    

 Τελικά συμπεραίνω ότι: 

o  , 1    τότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

o  1,1   τότε η εξίσωση έχει λύση της μορφής 

6
x 2

1
 
 

 

o  1,2  τότε η εξίσωση θα έχει λύσεις την 

6
x 2

1
 
 

 και την 
6

x 2
1

 
 

 

o  2,   τότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 

3) x x 3 x       
Κρίσιμα σημεία x 0  και 

x 3   

 x 0 3   θα είναι x x 3 x     x 3 x x       

 2 x 3   
3

x
2


 

,  με 2     

Βέβαια θα πρέπει να είναι 
3

0
2
 


 2 0     2    

αλλιώς η ενδεχόμενη λύση απορρίπτεται (αδύνατη). 

 0 x 3   θα είναι x x 3 x     x 3 x x      

x 3  
3

x 


, με 0    

Προφανώς θα πρέπει 
0

3
0

3
0 3

3
3



 
 

 
     
  

 
 

 

0

1
1

 
  
 
  

 
 
 

 
0

0

0,1

1


  
 

    
   

 

 0 3 x   θα είναι x x 3 x     x x 3 x      

 2 x 3    
3

x
2



 

, με 2    
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Θα πρέπει 
3

3
2


 


 

1
1

2


 

 

1
1

2
  



1
1 0

2
   



1 2
0

2

 
 



21
0

2

 
 



  
2

1 2 0


      1,2   

 Τελικά: 

o Αν  , 2    τότε η εξίσωση έχει λύση 
3

x
2


 

. 

o Αν  2,0   τότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 

o Αν  0,1  τότε η εξίσωση έχει λύση 
3

x 


. 

o Αν  1,2  τότε η εξίσωση έχει λύση 
3

x
2



 

. 

o Αν  2,   τότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

250. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

1. 
x 4

2
x 1





 

2. 
1

1x x
x

   . 

3. 3 1 5 1 7x x     . 

4. 1 4 4 1 1 5x x x       . 

Λύση: 

1. 
x 4

2
x 1


 


 

x 4
2

x 1





   (ε) 

Πρέπει x 1    

Από βασική ιδιότητα. 

Κρίσιμα σημεία x 4   και 

x 1    

  x , 4    δηλαδή x 4 1      οπότε η (ε) θα 

ισοδυναμεί με την 
x 4

2
x 1

 
 

 
 
x 4

2
x 1


 



x 4 2x 2     x 2  η οποία απορρίπτεται. 

  x 4, 1    δηλαδή 4 x 1      οπότε η (ε) θα 

ισοδυναμεί με την 
x 4

2
x 1


 

 
x 4 2x 2    

3x 6   x 2   που είναι αποδεκτή. 

  x 1,    δηλαδή 4 1 x      οπότε η (ε) θα 

ισοδυναμεί με την 
x 4

2
x 1


 


x 4 2x 2    x 2  

που είναι αποδεκτή. 

2. 
1

x x 1
x

      Πρέπει x 0   
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2x 1
x 1

x


     

Κάνω ομώνυμα και 

προσθέτω 

2x 1
x 1

x


     

Γνωστή ιδιότητα των 

απολύτων. 

22x 1 x x      Είναι 2x 1 0    

2 2x 1 x x          

1 x   x 1   

3. 3 x 1 5 1 x 7        
Αντίθετοι αριθμοί έχουν 

ίσα απόλυτα. 

3 x 1 5 x 1 7        Είναι 3 x 1 5 0     

3 x 1 5 x 1 7         

2 x 1 2    x 1 1     (ε)  

 x 1  τότε (ε) x 1 1     x 2  αποδεκτή. 

 x 1  τότε (ε) 1 x 1     x 0  αποδεκτή. 

x 1 1     x 1 1     x 0 ή x 2    

4. x 1 4x 4 1 1 x 5           

x 1 4 x 1 1 x 1 5         4 x 1 1 5   

6
x 1

4
   

3
x 1

2
    

 x 1  τότε (ε) 
3

x 1
2

     
3

x 1
2

  
5

x
2

  

αποδεκτή. 

 x 1  τότε (ε) 
3

1 x
2

     
3

x 1
2

  
1

x
2

   

αποδεκτή. 

251. Να λυθούν οι ανισώσεις: 
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

1. 5 x 7 x 10    . 

2.    3 x 1 4 x 1   . 

3. 
1

2x 3
3

  . 

4. 
5 1

7 x
2 3

  . 

5. 
3x 1 1 3

2 2 2


  . 

Λύση: 

1. 5 x 7 x 10     Απλοποιώ. 

0 2 x 10      

2 x 10     Διαιρώ με 2>0. 

x 5    που είναι αδύνατη. 

2.    3 x 1 4 x 1      Λύνω ως προς x   

3 x 3 4 x 4       

x 7  x 7 ή x 7     

3. 
1

2x 3
3

     Από γνωστή ιδιότητα. 

1 1
2x 3

3 3
      Αφαιρώ το 3. 

1 1
3 2x 3

3 3
         

10 8
2x

3 3


      Διαιρώ δια 2>0. 

10 8
x

6 6


    

5 4
x

3 3
     
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4. 
5 1

7 x
2 3

    

5 1
7 x

2 3

ή

5 1
7 x

2 3


 





   


 

5 1
x 7

2 3

ή

5 1
x 7

2 3


  





   


5 20
x

2 3

ή

5 22
x

2 3


 


 


  


20 2
x

3 5

ή

22 2
x

3 5


  





  


40
x

15
40 44

ή x ,
15 15

44
x

15


 

  
    

 
 


 

  

5. 
3x 1 1 3

2 2 2


      

3x 1
1

2


  

3x 1
1 1

2


    2 3x 1 2      

1 2 3x 1 2      1 3x 3   
1

x 1
3

    

252. Να λυθούν οι ανισώσεις: 

1. 
x 2 x 1 1 x

2
5 3 15

 
   . 

2. 3 x 5 2 x 3      . 

3. x 2 x 3 3x 1     . Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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4. 
x

x 1 x 1 5x
2

     . 

5. x x x x   . 

Λύση: 

1. 
x 2 x 1 1 x

2
5 3 15

 
      Ε.Κ.Π. :15>0 

x 2 x 1 1 x
15 15 15 15 2

5 3 15

 
          

3 x 10 x 5 1 x 30        

6 x 26   
26

x
6

  
13

x
3

    αδύνατη. 

2. 3 x 5 2 x 3        Αντίθετοι. 

x 3 5 2 x 3        

0 5 x 3      x 3 5  

x 3 5

ή

x 3 5

  



  

x 2

ή

x 8

 


 

 . 

3. x 2 x 3 3x 1       (ε) 
Κρίσιμα σημεία x 2  και 

x 3   

  x , 2   άρα (ε) 2 x 3 x 3x 1      

5x 4  
4

x
5

  αποδεκτές λύσεις. 

  x 2,3  άρα (ε) x 2 3 x 3x 1      

1 3x 1    3x 0  x 0  μη αποδεκτές λύσεις. 

  x 3,   άρα (ε) x 2 x 3 3x 1      

2x 5 3x 1     x 6   μη αποδεκτές λύσεις. 

4. 
x

x 1 x 1 5x
2

       
Κρίσιμα σημεία x 1   , 

x 0  και x 1  . 
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  x , 1    επομένως θα είναι 

x
x 1 x 1 5x

2
     

x
1 x x 1 5x

2


     

x
7x

2


    14x x    13x 0   x 0  οι 

λύσεις αυτές δεν είναι αποδεκτές. 

  x 1,0   επομένως θα είναι 
x

x 1 x 1 5x
2

     

x
1 x x 1 5x

2


      

x
2 5x

2


  

4 9x 0    9x 4 
4

x
9

  οι λύσεις αυτές δεν 

είναι αποδεκτές. 

  x 0,1  επομένως θα είναι 
x

x 1 x 1 5x
2

     

x
1 x x 1 5x

2
      

x
2 5x

2
   4 10x x  

11x 4  
4

x
11

  η οποία συνδυαζόμενη με την 

αρχική δίνει τις λύσεις 
4

x ,1
11

 
 
 

  

  x 1,   επομένως θα είναι 
x

x 1 x 1 5x
2

     

x
x 1 x 1 5x

2
      

x
3x

2
   6x x  

7x 0   x 0   η οποία συνδυαζόμενη με την 

αρχική δίνει λύσεις  x 1,     

 Τελικά η λύση της ανίσωσης είναι 
4

x ,
11

 
 
 

  

5. x x x x     
Διερευνώ τις εσωτερικές 

απόλυτες τιμές. 

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 x 0  τότε x x x x    x x x x   

2x 0   x 0   η οποία είναι αδύνατη. 

 x 0  τότε x x x x    x x x x   

2x 0   2 x 0  x 0  που είναι αποδεκτή. 

253. Να βρεθούν οι τιμές των x, y, z για τις οποίες: 

1. 
2x 3y 7 6

3x 2y 17

  

 
. 

2. 
x y 1 3

x y 2 4

  

  
. 

3. 2x y z 1 x y z 4 x y z 6 0             

4.  
1

d 2x,1
2

  και  d x,5 2 . 

Λύση: 

1. 
2x 3y 7 6

3x 2y 17

   


 
 

2x 3y 7 6

3x 2y 17

   


 

2x 3y 7 6

3x 2y 17

ή

2x 3y 7 6

3x 2y 17

   


 


 
    
  

2x 3y 13
( 1)

3x 2y 17

ή

2x 3y 1
( 2)

3x 2y 17

  


 


   
  

 

Παρατηρώ ότι και τα δύο συστήματα έχουν την ίδια ορίζουσα 

2 3
D

3 2
   2 2 3 3     4 9 5 0     και για το (Σ1) θα 

είναι x

13 3
D1 13 2 17 3 26 51 25

17 2
          και 
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y

2 13
D1 2 17 3 13 34 39 5

3 17
           άρα 

   yx
D1D1 25 5

x, y , , 5,1
D D 5 5

    
     

   
 . 

Ενώ για το (Σ2) θα έχω 

x

1 3
D2 1 2 17 3 2 51 49

17 2
          και 

y

2 1
D2 2 17 3 1 34 3 31

3 17
         επομένως 

  yx
D2D2 49 31 49 31

x, y , , ,
D D 5 5 5 5

     
        

     
 

 

2. 
x y 1 3

x y 2 4

   


  
 (Σ) 

Κρίσιμες τιμές: 

Για το x το 0. 

Για το y το 1 και το 2. 

 Αν x 0  και y 1  τότε (Σ)
x y 1 3

x y 2 4

   
 

   
 

x y 2

x y 2

  
 

  

x y 2
x y 2

x y 2

  
   

  
. Επομένως 

για x 0 θα πρέπει y 2 x 1     x 3   x 3  που 

σημαίνει ότι αποδεκτές λύσεις του συστήματος θα είναι οι 

   x, y x, x 2    με  x 3,0    

 Αν x 0  και 1 y 2   τότε (Σ) 
x y 1 3

x y 2 4

   
 

   

x y 4

x y 2

  
 

  

2x 6

2y 2

 




x 3

y 1

 



 η οποία είναι 

αποδεκτή. Ηλία
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 Αν x 0  και y 2  τότε (Σ) 
x y 1 3

x y 2 4

   
 

   

x y 4

x y 6

  
 

  
 που είναι αδύνατο. 

 Αν x 0  και y 1  τότε (Σ) 
x y 1 3

x y 2 4

  
 

  

x y 2

x y 2

 
 

 
x y 2   y x 2  . Επομένως για 

x 0  θα πρέπει να είναι και y x 2 1   x 3   που 

σημαίνει ότι το (Σ) δέχεται άπειρες λύσεις της μορφής 

   x, y x, x 2   με  x 0,3   

 Αν x 0  και 1 y 2   τότε (Σ) 
x y 1 3

x y 2 4

  
 

  

x y 4

x y 2

 
 

 

2x 6

2y 2






x 3

y 1





 που είναι αποδεκτή. 

 Αν x 0  και y 2  τότε (Σ) 
x y 1 3

x y 2 4

  
 

  

x y 4

x y 6

 
 

 
 που είναι αδύνατο. 

3. 

0 0 0

2x y z 1 x y z 4 x y z 6 0

  

              

2x y z 1 0

x y z 4 0

x y z 6 0

   


     
    

(3) (2)

2x y z 1 (1)

x y z 4 (2)

x y z 6 (3)


  


    
   
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2x y z 1

x y z 4

x 2

  


     
 

4 y z 1

2 y z 4

x 2

  


    
 

(1) (2)

y z 3

y z 6

x 2


  

    
 

y z 3

2z 9

x 2

  


    
 

9
y 3

2

9
z

2

x 2


  




 






x 2

9
y 3

2

9
z

2







   






x 2

3
y

2

9
z

2














 

 

4.  
1

d 2x.1
2

   και  d x,5 2  

1
2x 1

2

x 5 2


 

 
  

 

1 1
2x 1 ή 2x 1

2 2

2 x 5 2


    

 
    

3 1
2x ή 2x

2 2

2 5 x 2 5


 


    

3 1
x ή x

4 4

3 x 7


 

 
  

3 1
x ή x

4 4
 

3 x 7





  

3 x 7   

 

        
1

4
 

3

4
  3 7     

       

Και        
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

254. Να βρεθούν οι τιμές των παραστάσεων: 

Α= 3232132212   και   

Β= 13231332321  . 

Λύση: 

2 1 2 2 3 1 2 3 2 3             Είναι 2 1,414...   

2 1 2 2 3 1 2 3 2 3           

3 3 2 3    6 3 2 .  

1 2 3 2 3 3 1 3 2 3 1             Είναι 3 1,732...  

1 2 3 2 3 3 1 3 2 3 1           

7 3 2    

 

255. Για ποιες τιμές του x ορίζονται οι παραστάσεις: 2x 6 , 

5
3x 2

2
7


 , 3 x 2 3  , 3 9 2 x 1  . 

Λύση: 

2x 6   Πρέπει 2x 6 0    2x 6  x 3   x 3,    

5
3x 2

2
7


   Πρέπει 

3x 2
2 0

7


    7 2 3x 2 0    

14 3x 2 0     3x 16 
16

x
3

 

16
x ,

3

 
   

 
  Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Θεμέλια Μαθηματικών - Ασκήσεις  Κεφάλαιο 8: 

 

 

240 

 

3 x 2 3    
Πρέπει x 2 3 0    x 2 3  

x 2 3

x 2 3

 


  

x 5

x 1


 

 
   x , 1 5,       

3 9 2 x 1    Πρέπει 9 2 x 1 0    2 x 1 9    

9
x 1

2
   

9 9
x 1

2 2
    

9 9
1 x 1

2 2
     

7 11
x

2 2
   

7 11
x ,

2 2

 
  
 

  

 

256. Να συμβολίσετε με ριζικά τους παρακάτω αριθμούς:  

α) Τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης x3=5  

β) Τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης x5=2  

γ) Την αρνητική ρίζα της εξίσωσης 4x 16 . 

Λύση: 

α) 3x 5   

β) 5x 2  

γ) 4x 16 4 2       

257. Η λύση της εξίσωσης x2=25 είναι: (Διαλέξτε τη σωστή απάντηση) 

Α Β Γ Δ Ε 

5 ή −5 25 5 και 0,5 5 και −5 
25 και 

−25 

     

 «Η λύση» της εξίσωσης είναι: x 5  ή x 5    
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

258. Λύσεις τις εξίσωσης 2x 4  είναι οι αριθμοί: (Διαλέξτε τη σωστή 

απάντηση)  

Α Β Γ Δ Ε 

2 ή −2 2 και −2 4 και −4 1 και 4 
Δεν έχει 

λύσεις. 

     

 Η εξίσωση είναι αδύνατη. Το τετράγωνο 

πραγματικού αριθμού δεν μπορεί να είναι αρνητικός 

αριθμός. 

259. Οι λύσεις της εξίσωσης  x2=2 είναι οι αριθμοί: (Διαλέξτε τη σωστή 

απάντηση) 

Α Β Γ Δ Ε 

2 και −2 
1,41 & 

−1,41 

2  & 

2  2

1
 

Δεν έχει 

λύσεις. 

     

 «Οι λύσεις» (οι ρίζες) της εξίσωσης είναι: x 2   

και x 2  . 

260. Ο αριθμός 5   είναι η αρνητική λύση της εξίσωσης: (Διαλέξτε 

τη σωστή απάντηση) 

Α Β Γ Δ Ε 

2x 5   x 5   2x 5  
2x 5   

2x 5  
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     

261.  Ο αριθμός 13   είναι η θετική λύση της εξίσωσης: (Διαλέξτε τη 

σωστή απάντηση) 

Α Β Γ Δ Ε 

2x 13  2x 13   2x 13  
2x 13   x 13   

     

262.  Σημειώστε Σωστό ή Λάθος σε κάθε μια από τις πιο κάτω 

προτάσεις: 

1.     , για 0   και 0      Λ 

2.       , για 0   και 0   Σ    

3. 
2

   , για κάθε α Σ   

4. 2   , για κάθε α Σ   

5.     , για κάθε 0     Λ 

6. 
2 2

2 2       , με 0  , 0   Σ   

7.  
2

2 2    Σ   

8.  
2

5 5     Λ 

9. 
2

    για κάθε 0     Λ 

10. 
2 1

     για κάθε 0     Λ 

 Εξηγήσεις: 

1) Γνωστή ιδιότητα. 
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

2) Αντιπαράδειγμα: 1    . 

3) Πρέπει 0  . 

4) Πρέπει 0  . 

5) Προφανές εξ ορισμού. 

6) Αντιπαράδειγμα: 1    . 

7) Η ρίζα πραγματικού αριθμού δεν μπορεί να είναι 

αρνητική. 

8) Προφανές εξ ορισμού. 

9) Από γνωστή ιδιότητα. 

10) Από γνωστή ιδιότητα. 

263.  Να γράψετε τους παρακάτω αριθμούς με μορφή μιας ρίζας, όπου 

είναι δυνατό  

α) 2 β) 0 γ) 5 δ) 1 ε) –1  

στ)2 3  ζ)
3

3
 η) 

10

10
 θ) 

3 2

5
  ι) 

5

23
 

Λύση: 

α) 2 4   β) 0 0   

γ) 5 25   δ) 1 1   

ε) 1 1     στ) 2 3 12   

ζ) 
3 1

3 3
   η) 

10
10

10
   

θ) 
3 2 18

5 25
     ι) 

3 2 18

5 25
   
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264. Να συνδέσετε τις ρίζες τις στήλης Α με τα αποτελέσματά τους στη 

στήλη Β 

Στήλη Α  Στήλη Β 

27   2  

36   6 

25   2 

8   3  

322   5 

4

8
  

2

1
 

3

27
 

 22  

 3 3  

32

8
 

 8 

 3 

265. Να επαληθεύσετε τις παρακάτω ισότητες: 

α) 2 3 1 5 2 8 3 6 2 11 3 2       1 3  

β) 
2 2

2 3 1 5 2 8 3 6 2 11 3 2 5 2 3 3           

γ) 
2

3 5 2 4 5 4 2 20 4 5 3 2 5         Ηλία
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

δ)   8 1 2 1 2 3     

ε)   2 1 2 1 3 2 2      

στ)    3 27 8 6 2 3 3 3     

Λύση: 

α) 2 3 1 5 2 8 3 6 2 11 3 2        

   2 8 11 3 5 6 1 2 1         3 1 1 3      

β) 
2 2

2 3 1 5 2 8 3 6 2 11 3 2      

2 3 1 5 2 8 3 6 2 11 3 2         5 2 3 3    

γ) 
2

3 5 2 4 5 4 2 20 4 5     

3 5 2 4 5    4 2 20  4 5  3 2 5   

δ)   8 1 2 1 2     8 2 2 8 1 2     

8 2 2 4 2 1 2        16 2 2 2 1 2  

4 1 3    

ε)   2 1 2 1 3      
2

2 1 3  
2

2 2 2 1 3   

2 2 2 1  3 2 2   

στ)    3 27 8 6 2 3     

   3 9 3 4 2 6 2 3      

   3 3 3 2 2 6 2 3    

9 3 6 2  6 2 6 3 3 3  . 

 

 

266. Να επαληθεύσετε τις παρακάτω ισότητες: 

α) 9 16 81 6 3  
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β) 2 45 18 8 2 5 12 2 3 2 20 27 0          

γ) 3223  3223  = 6  

Λύση: 

α) 9 16 81   9 16 9  9 16 9  9 4 3  

9 4 3    3 2 3 6 3    

β) 2 45 18 8 2 5 12 2 3 2 20 27          

2 9 5 9 2 4 2 2 5 4 3 2 3 2 4 5 9 3               

2 3 5 3 2 2 2 2 5 2 3 2 3 2 2 5 3 3           

6 5 3 2 2 2 2 5   2 3 2 3 4 5    3 3 

3 2  2 2 2 3 2 3 3 3 0  

γ) 3 2 2 3 3 2 2 3       3 2 2 3 3 2 2 3  

   
2 2

3 2 2 3   9 2 4 3    18 12 6  . 

267. Να υπολογίσετε την τιμή του x όταν: 

α) x= 1625
64

  

β) x= 21675027
95

  

Λύση: 

α) 
4 6

x 5 2 16        
2 32 2

5 2 4  

2 35 2 2    25 8 2 15    

β) 
5 9

x 7 2 50 7 16 2      
2 2 1 4 2 1

7 2 50 7 16 2
   

    

 
42 2 2

7 7 7 2 2 50 7 16 2       
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 
4

7 7 7 2 2 50 7 16 2       

49 7 16 2    50 7 16 2  7   

 

268. Να συμπληρώσετε το αποτέλεσμα χωρίς δυνάμεις: 
2

2 =....... 
2

3 =.......   
3

2 =......... 
3

3 =........ 
4

2 =...... 
4

3 =....... 
5

2 =........ 
5

3 =......... 
6

3 2 =...... 
6

3 3 =....... 
7

3 2 =........ 
7

3 3 =......... 
9

3 2 =...... 
9

3 3 =...... 
11

3 2 =....... 
11

3 3 =........ 

Λύση: 

2

2 2   
2

3 3   
3

2 2 2  
3

3 3 3  

4
22 2 4   

4
23 3 9   

5

2 4 2  
5

3 9 3  

 
26 3

3 32 2 4     
26 3

3 33 3 9   
7

3 32 4 2  
6

3 33 9 3  

 
39 3

3 32 2 8    
39 3

3 33 3 27   
11

3 32 8 4  
11

3 33 27 9  
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269. Να συγκρίνετε τους αριθμούς: 

α) 3 2  και 5 β) 3 12 και 2   γ) 3 5  και 2 11  

δ) 52 100 και 3 ε) 3  και 3 5  στ) 5 2  και 50  

Λύση: 

α) 3 2  και 5, υψώνω τους αριθμούς στο τετράγωνο 

 
2

3 2 9 2 18     και 25 25  . Είναι 18 25  άρα 3 2 5  

β) 3 12   και 2. Υψώνω τους αριθμούς στον κύβο  
3

3 12 12   και 

32 8  . Είναι 12 8  άρα 3 12 2  

γ) 3 5  και 2 11  . Υψώνω τους αριθμούς στο τετράγωνο 

 
2

3 5 9 5 45    και  
2

2 11 4 11 44    άρα 3 5 2 11   

δ) 52 100  και 3. Υψώνω στην πέμπτη δύναμη 

 
5

52 100 32 100 3200     και 53 243  άρα 52 100 3   

ε) 3  και 3 5  . Υψώνω τους αριθμούς στην έκτη δύναμη (είναι το 

Ε.Κ.Π. των 2 και 3)  
6

33 3 27   και  
6

23 5 5 25  άρα 

33 5  

στ) 5 2  και 50  . Υψώνω στο τετράγωνο  
2

5 2 25 2 50    και 

 
2

50 50 , άρα οι δύο αριθμοί είναι ίσοι. 
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

270. Να κάνετε τις απλοποιήσεις όπου είναι δυνατό. 

α) 
10

25
 β) 

3 8

2
 γ) 

3 24

2
 δ) 

18

36
 ε) 

6

27
 στ) 

3 54

9

ζ) 
20

325
 η) 

6

12
 

Λύση: 

α) 
25 5 1

10 10 2
    

β) 
3 8 2

1
2 2

    

γ) 
3 3 3

324 8 3 2 3
3

2 2 2


     

δ) 
36 6 1

18 18 3
   

27 9 3 3 3 3

6 6 6 2


     

ε) 
27 9 3 3 3 3

6 6 6 2


     

στ) 
3 33 354 27 2 3 2 2

9 9 9 3


     

ζ) 
5 32 32 16 2 4 2

2
20 4 4 4


      

η) 
12 4 3 2 3 2

6 3 3 3


     

 

271. Να μετατρέψετε σε ρητό τον παρονομαστή των παρακάτω 

κλασμάτων: 

α) 
2

1
 β) 

2

4
 γ) 

3

2

2
 δ)

2
3

2

2
 ε) 

5

1

2
  στ)

32

1

5
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Λύση: 

α) 
2

1 2 2

22 2
    β) 

4 4 2
2 2

22
    

γ) 
 

 

 
2 2

3 3
2

3

33
3

2 2 2 22
2

22 2

     δ) 
3 3

3

2 3
3 3

2 2 2 2 2
2

22 2
     

ε) 

4 4
5 5

55 5

1 2 2

22 2
    στ) 

3 2

1 1 1 5

255 55 5 5
  


  

  

  

  

 

272. Να κάνετε τα κλάσματα ομώνυμα και να εκτελέσετε τις πράξεις: 

α) 
5

33

3

32
   β)

2
2

2
    

γ) 
3 2 2

2 32
    δ) 

2 3 3 3 1

3 5 2 3
   

Λύση: 

α) 
2 3 3 3

3 5
   

5 2 3 3 3 3

15 15

 
 

10 3 9 3

15




3

15
 

β) 
2

2
2
   

2 2
2

2 2
 



2 2
2

2
  2 2 0   

ή 

2
2

2
   

2

2 2

2 2
 

2 2
0

2


  
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

γ) 
3 2 2

2 32
    

2

3 2 2 2

2 32
  

3 2 2 2

2 2 3
  

4 2 2

2 3
  

2
2 2

3
 

6 2 2

3 3
 

5 2

3
 

ή 

3 2 2

2 32
  

6 3 3 2 2 2 2 2

6 2 3 2 2 2 2 3

  
  

  

6 3 3 2 2 2

6 2 6 2 6 2

  
   



18 6 4 28

6 2 6 2

 
 


2

14 2

3 2


14 2

6


7 2

3
  

δ) 
2 3 3 3 1

3 5 2 3
    

10 3 2 3 6 3 3 3 15 1

10 3 3 6 3 5 15 2 3

  
  

  

20 3 18 3 15

30 3 30 3 30 3

 
   

60 54 15

30 3

 


9

30 3




2

3 3

10 3




3 3

10 3


 



3

10


  
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273. Να υπολογίσετε τα γινόμενα των αρρήτων αριθμών: 

α)   5 3 5 3 
 

β)   7 5 7 5    

γ)   2 3 1 2 3 1     

δ)   3 2 3 2   

Λύση: 

α)   5 3 5 3       
2 2

5 3  5 3 2   

β)   7 5 7 5       
2 2

7 5  7 5 2   

γ)   2 3 1 2 3 1     
2

22 3 1  4 3 1 11    

δ)   3 2 3 2     
2

23 2  9 2 18   

274. Με ποιον αριθμό x 0  πρέπει να πολλαπλασιάσω το 

2 3 4 2  ώστε  2 3 4 2 x   να είναι ρητός; 

Λύση: 

Προκειμένου να υψωθούν οι ρίζες στο τετράγωνο πρέπει να 

πολλαπλασιάσω με τη συζυγή παράσταση. Άρα πρέπει 

x 2 3 4 2   . 

 2 3 4 2 x      2 3 4 2 2 3 4 2        
2 2

2 3 4 2 

4 3 16 2     12 32 20    
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Απόλυτες τιμές Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

275. Να μετατρέψετε το κλάσμα 
237

3


 σε ισοδύναμο με ρητό 

παρονομαστή. 

Λύση: 

3

7 3 2



 

 
  

3 7 3 2

7 3 2 7 3 2




 

 

   
2 2

3 7 3 2

7 3 2






 3 7 3 2

7 9 2


 

 

 3 7 3 2

11






 3 7 3 2

11


   

276. Αποδείξτε ότι οι αριθμοί  5 2 7  και 5 2 7  είναι 

αντίστροφοι 

Λύση: 

Πολλαπλασιάζω τους δύο αριθμούς:   5 2 7 5 2 7    

 
2

25 2 7   25 2 49   50 49 1   άρα οι αριθμοί είναι 

αντίστροφοι. 

277. Αποδείξτε ότι η τετραγωνική ρίζα του 13 4 3  είναι το 

1 2 3  

Λύση: 

Υψώνω τον 1 2 3  που είναι θετικός στο τετράγωνο:  
2

1 2 3 

 
2

1 2 1 2 3 2 3      1 4 3 4 3     13 4 3  
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9. 
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

2ΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 

 

 

278. Να συμπληρώσετε τον πίνακα 1 αντιστοιχίζοντας τον αριθμό 

του τριωνύμου της στήλης Α με το γράμμα της στήλης Β που 

αντιπροσωπεύει πλήθος των ριζών του τριωνύμου:  

 

Στήλη Α Στήλη Β 

1)  2x 4x 3 0    α) καμιά πραγματική ρίζα 

2)  2x 3x 4 0    β) μια διπλή πραγματική ρίζα 

3)  2 2x 4 x 4 0      γ) δυο πραγματικές ρίζες 

4)  2 2x x 0      

Πίνακας 1 

1 2 3 4 

(γ) (α) (β) (γ) 
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279. Να επιλυθεί η εξίσωση   
2

2x 1 5x 1    

Λύση: 

 
2

2x 1 5x 1    24x 4x 1 5x 1 0      24x x 0  

 x 4x 1 0   

x 0

ή

4x 1 0





  

x 0

ή

1
x

4










 


  

 

280. Να επιλυθούν οι εξισώσεις 

α) 
2

x 1
x

   

β) 
2x x 2

2
x 2 2x


 


 

γ) 
2

4 1
5

x x
   

Λύση: 

α) 
x 02

x 1
x



  
2x x 2  

2x x 2 0   

 
1,2

11 9 1 3
x

22 1 2

   
   

 
 

Πρέπει x 0  

   
2

1 4 1 2       

1 8 9 0     άρα θα έχω 

δύο πραγματικές ρίζες. 

   

Οι δύο ρίζες είναι αποδεκτές αφού ικανοποιούν τον περιορισμό. Ηλία
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β) 
2x x 2

2
x 2 2x


  



 

 

 

 

2 2
2x x 2

2
2x x 2 2x x 2


   

 
 

   

 

2 2
2x x 2

2
2x x 2

 
  


 

Πρέπει x 2   και x 0   

     
2 2

2x x 2 2 2x x 2      

2 2 24x x 4x 4 4x 8x       2x 4x 4 0    

 
2

4 4 1 4 16 16 0          . Άρα η εξίσωση έχει μοναδική 

ρίζα την 
4

x 2
2 1


  


 που είναι αποδεκτή. 

γ) 
2

4 1
5

x x
     

Πρέπει x 0 . 

Πολλαπλασιάζω επί 2x . 

2 2 2

2

4 1
x x x 5

x x
         

24 x 5x   
25x x 4 0     

   
2

1 4 5 4         

1 80 81 0     

Άρα 
 

1,2

1 81
x

2 5

  
 


 

8 4

10 5

1 9
ή

10

10
1

10


 


 

 






που ικανοποιούν 

τον περιορισμό, άρα είναι αποδεκτές. 
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281. Να επιλυθεί η εξίσωση 2x 2 x  . 

Λύση: 

2x 2 x  

 

   x , 2 2,
2

2

x 2,2

x 2 x

2 x x

    

 

  
 

 
   

Λύνω την 2x 2 0    

  x 2 x 2 0     για να 

ελέγξω το πρόσημο. 

 

   x , 2 2,
2

2

x 2,2

x x 2 0 ( 1)

x x 2 0 ( 2)

    

 

    
 

   
 

 x      -2 2     

 x 2   ̶  ̶ +  

 x 2   ̶ + +  

 2x 2   + ̶ +  

 

(ε1)  
 

1,2

21 9 1 3
x

12 1 2

   
   

 
  

Η x 1   απορρίπτεται. 

   
2

1 1 4 1 2       

1 8 9 0      

(ε2)  3,4

21 9 1 3
x

12 1 2

   
   

 
 

Η x 2   απορρίπτεται. 

και 

 2

2 1 4 1 2      

1 8 9 0     

282. Να επιλυθούν οι εξισώσεις 

α) x 3 x 4 0    

β) (x 1) 9x 9 4 0      

γ) x 4 x 2 5 0     

Λύση: 

α) x 3 x 4 0     
2y 3y 4 0     

Πρέπει x 0 . Θέτω y x   

 23 4 1 4        

9 16 25 0     
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1,2

13 25 3 5
y

42 1 2

   
   

 
 Άρα 

x 1 ή

x 4 ( ύ )

 


   

 

δηλαδή x 1  . 

β)  x 1 9x 9 4 0       

 x 1 3 x 1 4 0      

2y 3y 4 0     

Πρέπει 9x 9 0    

9  x 1 0   x 1  

Θέτω y x 1    

1,2

13 25 3 5
y

42 1 2

   
   

 
 

 23 4 1 4      

9 16 25     

Άρα 
x 1 1 ή

x 1 4 ( ύ )

  


    

2
2x 1 1     x 1 1  

x 2   που ικανοποιεί τον περιορισμό. 

γ) x 4 x 2 5 0      
2y 4y 5 0     

Πρέπει x 2 0 x 2       

Θέτω y x 2    

Η εξίσωση έχει αρνητική 

διακρίνουσα άρα είναι 

αδύνατη στο   

24 4 1 5       

16 20 4 0      

283. Να επιλυθούν 

α) 4 2x 3x 4 0    

β) 6 3x 7x 8 0    

γ) 10 5x x 2 0    

δ) 20 10x x 2 0    

Λύση: 

α) 4 2x 3x 4 0     
2y 3y 4 0     

Η εξίσωση είναι διτετράγωνη 

Θέτω 
2y x 0    

 
1,2

3 25
y

2 1

  
 


  

   
2

3 4 1 4       

9 16 25 0      
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4 ή3 5

1 ί2


  

  
.   

Επομένως 2x 4   x 2  x 2   

β) 6 3x 7x 8 0     
2y 7y 8 0     

Θέτω 
3y x  

 
1,2

7 81
y

2 1

  
 



87 9

12


  


 

   
2

7 4 1 8       

49 32 81 0     

Άρα 
3

3

x 8

x 1

 


 

3

3

x 8 0

x 1 0

  


 

3 3

3 3

x 2 0

x 1 0

  


 

  

  

2
(*)

2

x 2 x 2x 4 0

x 1 x x 1 0

    
 

   

 
x 2 0

x 1 0

 


 

x 2

x 1




 
 

(*) Η ισοδυναμία είναι αληθής διότι είναι 2x 2x 4 0    

αφού έχει διακρίνουσα 22 4 1 4 4 16 12 0            και 
2x x 1 0     αφού έχει διακρίνουσα  

2
1 4 1 1      

1 4 3 0      

γ) 10 5x x 2 0   
2y y 2 0      

Θέτω 
5y x  

1,2

1 9
y

2 1

 
 


 

 21 4 1 2      

1 8 9 0     

11 3

22

 
  


. Επομένως θα είναι 

5x 1  ή 
5x 2   δηλαδή 

5x 1 1   ή 5x 2    

δ) 20 10x x 2 0   
2y y 2 0       

Θέτω 
10y x 0   Ηλία

ς Σ
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1,2

1 9
y

2 1

 
 


 

 21 4 1 2      

1 8 9 0     

11 3

2 ί2

 
  

  
.   Επομένως θα είναι 10x 1    

δηλαδή 10x 1 1     . 

 

284. Να επιλυθούν 

α) 3 2x 5x 6x 0    

β) 5 3 4x 6x x   

Λύση: 

α) 3 2x 5x 6x 0      Κοινός παράγοντας. 

 2x x 5x 6 0    

2

x 0 ή

x 5x 6 0


 

  
 

Άρα x 0 ή x 2 ή x 3  

 
2

5 4 1 6 25 24 1           

 
1,2

5 1
x

2 1

  
 


 

35 1

22


  


 

 

β) 5 3 4x 6x x      

5 4 3x x 6x 0      Κοινός παράγοντας. 

 3 2x x x 6 0     

   
2

1 4 1 6 1 25 25 0             

 
1,2

31 25 1 5
x

22 1 2

   
   

 
  

Άρα οι ρίζες είναι x 0  (τριπλή), x 2  , x 3 . Ηλία
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285. Να επιλυθούν 

α) 
2x 3 x 4 0    

β) 
2(x 1) 9x 9 4 0      

γ) 
2x 4 x 3 0     

Λύση: 

α) 2x 3 x 4 0      Ισχύει 
22 2x x x    

2
x 3 x 4 0        

2
3 4 1 4         

9 15 25 0     

  43 25 3 5
x

1 ί .2 1 2

   
   

   
 x 4     

β)  
2

x 1 9x 9 4 0         

2
x 1 9 x 1 4 0        29 4 1 4        

81 16 97 0     

9 97

9 97 2
x 1

2 1 9 97
0 ί

2

 


  
   

  
  



 

9 97
x 1

2

 
     

9 97
x 1

2

 
  
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 2 9 97
x

2

  
  

 

 

2 9 97

2
x

2 9 97

2

   



 
  




2 9 97

2
x

2 9 97

2

  



  
 



7 97

2
x

11 97

2

 



 




 

γ) 2x 4 x 3 0       

2
x 4 x 3 0     

24 4 1 3 16 12 4 0           επομένως θα είναι 

1 04 4 4 2
x

3 02 1 2

    
   

  
 που σημαίνει ότι η εξίσωση 

είναι αδύνατη. 

286. Δίνεται το τριώνυμο   2f x 2x x 2 1     . 

α) Αποδείξτε ότι το f(x) έχει δυο ρίζες άνισες 

β) Αποδείξτε ότι οι ρίζες της f είναι θετικές. 

Λύση: 

  2f x 2 x x 2 1       

 

Οι συντελεστές του τριωνύμου είναι: 

2    

     

2 1     

α)    22 4 4 2 2 1            2 4 2 4 2      

2 8 4 2 0      αφού 3,14159   . Άρα το τριώνυμο 

έχει δύο πραγματικές και άνισες ρίζες.  
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β) Το γινόμενο των ριζών είναι 
2 1 2 2

P 0
22

  
   


 

που σημαίνει ότι οι ρίζες είναι ομόσημες. 

Το άθροισμα των ριζών είναι S 0
2 2

  
     


 που 

σημαίνει ότι οι ομόσημες ρίζες είναι θετικές. 

 

287. Χωρίς να επιλύσετε σύστημα βρείτε τους αριθμούς x, y ώστε 

2x+2y=10 και x2y2=36 

Λύση: 

 2x 2y 10 2 x y 10       x y 5   

 
22 2x y 36 xy 36 xy 6      xy 6   

Άρα αναζητώ δύο αριθμούς των οποίων γνωρίζω το άθροισμα και το 

γινόμενο. Για να τους προσδιορίσω χρησιμοποιώ τον τύπο: 
1

2

2x Sx P 0



    . Έτσι οι ζητούμενοι αριθμοί θα είναι οι ρίζες της 

εξίσωσης 2x 5x 6 0    και οι ρίζες της 2x 5x 6 0    
2x 5x 6 0    2x 5x 6 0    

 
2

5 4 1 6 25 24 1              
2

5 4 1 6 25 24 49           

 
1,2

35 1 5 1

22 1 2

   
    

 
  

 
1,2

65 7 5 7

12 1 2

   
    

 
 

Επομένως έχω δύο λύσεις (δύο ζεύγη αριθμών) που να ικανοποιούν 

τις απαιτήσεις του προβλήματος. 

 

288. Αν    2 2f x x 2 3 x 1        να βρείτε τις τιμές του λ 

ώστε το f(x) να έχει: 
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 α) δυο ρίζες ετερόσημες. 

 β) δυο ρίζες αρνητικές. 

 γ) δυο ρίζες ίσες. 

 δ) δυο ρίζες ετερόσημες. 

Λύση: 

Προσδιορίζω το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών 

 
 1 2

2 3
S 2 3

1

 
        


  και 

2
2

1 2

1
P 1

1

  
       


 

α) Για να έχω ρίζες ομόσημες πρέπει P 0   2 1 0     

  1 1 0          , 1 1,      

β) Για να είναι δύο αρνητικές ρίζες πρέπει P 0  και S 0 . Άρα 

θα πρέπει    , 1 1,      και  2 3 0     

3 0   3  . Επομένως    , 1 1,3     

γ) Για δύο ρίζες ίσες θα πρέπει 0    

   
2 22 3 4 1 1 0           

 2 24 6 9 4 1 0          

2 24 24 36 4 1 0          24 37 0   

24 37   
37

24
  . 

δ) Για να έχω ρίζες ετερόσημες πρέπει P 0   2 1 0     

  1 1 0        1,1   

289. Αν x1, x2 είναι οι ρίζες της 
2x x 0      τότε να βρεθεί 

εξίσωση 2ου βαθμού που να έχει ρίζες τους αριθμούς 1 2

2 1

x x
,

x x
. 

Λύση: 
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Προκειμένου να κατασκευάσω την ζητούμενη εξίσωση, είναι 

απαραίτητα άθροισμα και το γινόμενο των ριζών της. 

 
2 2

1 2 1 2

2 1 1 2

x x x x
S

x x x x


     

 
2

1 2 1 2

1 2

x x 2x x

x x

 


2

2
  

  
   




2

2
2

 


  




2

2 2
2

 


  




2

2

2  

 




 2

2

2   


 

2 2  



 

 1 2

2 1

x x
P 1

x x
     

Οπότε η ζητούμενη εξίσωση είναι 2x Sx P 0   
2

2 2
x x 1 0

  
    


  2 2x 2 x 0        

 

290. Αν κ, λ οι ρίζες της εξίσωσης 2x 3x 1 0    τότε να 

υπολογισθεί η τιμή της παράστασης  
3 2 2 33 5 5 4 4 3              . 

Λύση: 

Έχω διαδοχικά 3 2 2 33 5 5 4 4 3                

     3 33 5 4        

       
3

3 3 5 4           
 

       
3

3 9 5 4          

     
3

3 14 4       Ηλία
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3
3 1 3 3

3 14 4
1 1 1 1

        
           

     
 33 3 14 1 3 4 3     

43 14 3 4 3      81 42 12 135    

291. Αν κ, λ οι ρίζες της εξίσωσης 2x 2x 1 0      τότε να 

υπολογισθεί η τιμή του α ώστε να ισχύει 
3 2 2 33 8 8 3 192         . 

Λύση: 

Έχω διαδοχικά 3 2 2 33 8 8 3 192           

   3 33 8 192       

     
3

3 3 8 192          
 

     
3

3 9 8 192         

   
3

3 192     

3
2 1 2

3 192
1 1 1

      
        

   
 33 2 1 2 192      

24 2 2 192     2 192 24 2      2 166    83    

 

292. Αν κ και λ οι ρίζες της 2x x 0     τότε να σχηματίσετε 

εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τους αριθμούς 2κ+λ, 2λ+κ. 

Λύση: 

Μου χρειάζονται το άθροισμα και το γινόμενο αυτών των αριθμών  

    S 2 2        3 3    3    
1

3 3
1

 
   
 

  

   P 2 2        2 24 2 2       

 2 25 2      
2

5 2 2      
 

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Θεμέλια Μαθηματικών - Ασκήσεις Κεφάλαιο 9: 

 

 

268 

 

 
2

5 2 4       
2

2  

2
1

2
1 1

  
   

 

2 2     

Άρα θα έχω την εξίσωση 2x Sx P 0     

   2x 3 x 2 0       2x 3x 2 0      

 

293. α) Αποδείξτε ότι η εξίσωση 2 2x 3 x 2 0      έχει δυο λύσεις 

για κάθε 0  .  

β) Για ποια τιμή του λ ο αριθμός x 1  είναι μια λύση της 

παραπάνω εξίσωσης; Ποια θα είναι η άλλη λύση; 

Λύση: 

α) Η διακρίνουσα της εξίσωσης είναι 

 
22 24 3 4 1 2            2 2 29 8 0        

επομένως για 0   θα είναι 0   οπότε η εξίσωση θα έχει δύο 

άνισες πραγματικές λύσεις. 

β) Αν μια ρίζα είναι x 1  τότε η εξίσωση δίνει 
2 21 3 1 2 0       21 3 2 0      22 3 1 0        

Που έχει διακρίνουσα  
2

3 4 2 1 9 8 1          και 

 
1,2

1
3 1 3 1

1
2 2 4

2


    

    
 


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Οι ρίζες της δοσμένης εξίσωσης έχουν γινόμενο 
2

22
P 2

1


     

και άθροισμα 
3

S 3
1

 
     άρα η δεύτερη λύση θα είναι 

1

1

2

3 1 1 2

x S x 3 1 1 1
3 1

2 2





  


       
  



  

294. Να λυθεί η ανίσωση 
  

x 4 10

x 1 x 1 x 1 x 1
 

   
. 

Λύση: 

Θα έχω διαδοχικά 
  

x 4 10

x 1 x 1 x 1 x 1
  

   
 

  
x 4 10

0
x 1 x 1 x 1 x 1

    
   

 

  

 

     

x 1 x x 1 4 10
0

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1

 
    

     

   

  

x 1 x 4 x 1 10
0

x 1 x 1

   
  

    

2x x 4x 4 10
0

x 1 x 1

   
 

 

  

2x 5x 6
0

x 1 x 1

 
  

 
   2x 5x 6 x 1 x 1 0     

   2x 5x 6 x 1 x 1 0       

Οι ρίζες του τριωνύμου είναι 
2

1,2

4

2

   
  


 

   
2

5 5 4 1 6

2 1

      
 



5 25 24

2

 


35 1

12


 


 

Το τριώνυμο θα είναι ομόσημο του συντελεστή α (θετικό) εκτός του 

διαστήματος των ριζών. 
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Εξ άλλου για τα διώνυμα x 1 0 x 1      και x 1 0 x 1       

 

x       1   1 3    
2x 5x 6    + + ̶ + 

x 1   ̶ ̶ + + 

x 1    + + + 

   2x 5x 6 x 1 x 1      + ̶ ̶ + 

Άρα η λύση της ανίσωσης είναι    x , 1 3,       

 

295. Να λυθεί η ανίσωση 
1 2 2 1

x 1 x 2 x 2 x 1
  

   
. 

Λύση: 

1 2 2 1

x 1 x 2 x 2 x 1
   

   
 

1 1 2 2

x 1 x 1 x 2 x 2
   

   

   

  

   

  

x 1 x 1 2 x 2 2 x 2

x 1 x 1 x 2 x 2

     
  

   

     
x 1 x 1 2x 4 2x 4

x 1 x 1 x 2 x 2

     
  

   

     
2 8

x 1 x 1 x 2 x 2


  

   

     
2 8

0
x 1 x 1 x 2 x 2

   
   

     
1 4

0
x 1 x 1 x 2 x 2

   
   

     

    

x 2 x 2 4 x 1 x 1
0

x 1 x 1 x 2 x 2

    
  

   
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 
    

2 2x 4 4 x 1
0

x 1 x 1 x 2 x 2

  
  

   

    

2 2x 4 4x 4
0

x 1 x 1 x 2 x 2

  
  

   

    

25x 8
0

x 1 x 1 x 2 x 2


  

   

     25x 8 x 1 x 1 x 2 x 2 0        

2 2 2 8 8 8 8
5x 8 0 5x 8 x x x

5 5 5 5
               

Το διώνυμο θα είναι θετικό εκτός του διαστήματος των ριζών του. 

Οι ρίζες είναι κι αυτές αποδεκτές λύσεις αφού ισχύει και η ισότητα 

στην ανίσωση. 

Τα πρόσημα των διωνύμων είναι προφανή οι ρίζες τους όμως 

απορρίπτονται διότι μηδενίζουν τον παρονομαστή. 

Επομένως θα έχω: 

 

x      2   
8

5
   -1 1 

8

5
  2    

25x 8   + + ̶ ̶ ̶ + + 

x 1   ̶ ̶ ̶ ̶ + + + 

x 1   ̶ ̶ ̶ + + + + 

x 2   ̶ + + + + + + 

x 2   ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ + 

Γινόμενο + ̶ + ̶ + ̶ + 

Άρα λύση της ανίσωσης είναι:  
8 8

x 2, 1,1 ,2
5 5

   
        
   

  

 

 

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



 

 

273 

 

10. 
ΓΕΝΙΚΕΣ 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

 

296. Δίνεται η εξίσωση   2x 2 x 2 1 0       και ρ1, ρ2 οι ρίζες 

της. Αν ισχύει: 1 2 1 22 0      και  1 1 2 23 3 0       να 

υπολογιστούν τα   και  .  

Λύση: 

1 2 1 2

1 1 2 2

2 0

3 3 0

      
       

 

 
1 2 1 2

1 2 1 2

2 0

3 0

      


      
 

1 2

1 2

S

P

   

  
 

2P S 0

3S P 0

 
   

 2 2 1 2 0

3 2 2 1 0

    


     
 

Τύποι Vieta 

4 2 2

2 6 1

   
     

2 1

2 6 1

   
    

. 
 

2 1
D 2 6 2 1 14

2 6
7 1

1 1 14 2
D 6 1 7

1 6 0
0

142 1
D 2 2 0

2 1





 
      

 
     

     
   

 
   

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297.  Να βρεθεί ο αριθμός τον οποίο αν αυξήσουμε κατά 5 και 

κατόπιν τον τριπλασιάσουμε θα γίνει ίσος με το μισό του. 

Λύση: 

Αν είναι x ο ζητούμενος αριθμός τότε: 

 Το μισό του θα είναι 
x

2
 

 Αν τον αυξήσουμε κατά 5 θα είναι x 5  

 Το τριπλάσιο του προηγούμενου θα είναι  3 x 5  

Επομένως θα ισχύει  
x

3 x 5
2

    6 x 5 x     

6x 30 x   5x 30   x 6   

 

298.   Για την επιτήρηση της γέφυρας του παρακάτω σχήματος  

 
 θεωρούμε ότι στο κέντρο της αντιστοιχεί ο αριθμός 0 ενώ στο 

αριστερό και δεξί της άκρο οι αριθμοί –250 και 250 μέτρα 

αντίστοιχα. Πάνω στη γέφυρα έχουν τοποθετηθεί δυο φρουροί 

Α και Β οι οποίοι περιπολούν συνεχώς έτσι ώστε η θέση α του 

Α να εκφράζεται από την 200 50    ενώ του Β από την 
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150 100   .  

α) Τι μήκος έχει η γέφυρα;  

β) Αποδείξτε ότι ο φρουρός Β επιτηρεί τμήμα διπλάσιου 

μήκους από αυτό που επιτηρεί ο Α.  

γ) Εξηγείστε γιατί οι φρουροί επιτηρούν τις εισόδους της 

γέφυρας αλλά όχι όλο το εσωτερικό της  

δ) Τι μήκος της γέφυρας μένει αφύλακτο;  

ε) Αν τοποθετήσουμε και τρίτο φρουρό Γ έτσι ώστε η θέση του 

γ να εκφράζεται από την ox      να βρείτε τις τιμές των xo 

και ρ ώστε να επιτηρήσει μόνο το αφύλακτο τμήμα. 

Λύση: 

α) Το μήκος της γέφυρας είναι:  250 250 500   μέτρα. 

β) Ο φρουρός Α κινείται έτσι ώστε η θέση του α να είναι 

200 50    50 200 50     

50 200 50 200       250 150     , άρα κινείται σε 

μήκος  150 250 100    μέτρων. 

Ομοίως ο φρουρός Β κινείται ώστε η θέση του β να είναι 

150 100    100 150 100     

100 150 100 150       50 250   , άρα κινείται σε 

μήκος 250 50 200  μέτρων. Επομένως επιτηρεί διπλάσιο μήκος 

από τον Α. 

γ) Δείξαμε ότι 250 150      και 50 250    επομένως το 

τμήμα από τη θέση 150  έως τη θέση 50  δεν επιτηρείται. 

δ) Το μήκος της γέφυρας που δεν επιτηρείται είναι: 

 50 150 200    μέτρα. Ηλία
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ε) Για τον φρουρό Γ θα πρέπει να ισχύει: 150 50      

100 50 100 50       100 50 100      50 100  

. Άρα 0x 50  και 100  .  

299.  Να γραφεί η παράσταση 2 2A x x 4x 4     χωρίς 

ριζικά. Αποδείξτε ότι αν 0x2 τότε η τιμή της παράστασης Α 

είναι σταθερή. Να υπολογίσετε την τιμή του  

 
2 2

5 5 531 31 4 31 4   . 

Λύση: 

2 2A x x 4x 4       

 
2

x x 2     
Ανάπτυγμα διωνύμου. 

x x 2    x 2 x 2    Διότι 0 x 2  , οπότε 

x 0 x x

x 2 0 x 2 2 x

  

     
 

Παρατηρήστε ότι 5 50 31 32 0 31 32       

50 31 2    επομένως ικανοποιεί τις ιδιότητες του x. Συνεπώς 

και αυτής της παράστασης η τιμή είναι 2. 

 

300. Δίνεται η εξίσωση 
2t t 0     και το σύστημα 

 
x y 2003

4x y 2004

     


  
. Αποδείξτε ότι:  

α) Αν το τριώνυμο έχει δυο διαφορετικές πραγματικές ρίζες 

τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση. Ισχύει το αντίστροφο; 
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β) Αν το σύστημα είναι αδύνατο τότε το τριώνυμο έχει διπλή 

ρίζα. Ισχύει το αντίστροφο; 

Λύση: 
2t t 0     

Η διακρίνουσα της εξίσωσης 

είναι 
2 4      

 
x y 2003

4x y 2004

     


  
 

Η ορίζουσα του συστήματος είναι 

2D 4
4

 
    


 

Παρατηρήστε ότι Δ=D έτσι: 

α) Αν το τριώνυμο έχει δυο διαφορετικές πραγματικές ρίζες τότε 

0   D 0  D 0 Το σύστημα έχει μοναδική λύση. 

Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα διότι D 0  0  
0

0

 

 

. 

β) Αν το σύστημα είναι αδύνατο τότε D 0  0  Η εξίσωση 

έχει διπλή ρίζα. 

Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα διότι 0 D 0    Το σύστημα 

είναι αδύνατο ή αόριστο. 

 

301. Να επιλυθεί η ανίσωση 
1

2 3 x 13 x
2 3 13

   


.  

Λύση: 

1
2 3 x 13 x

2 3 13
    


 

 

1
13 x 2 3 x

2 3 13
    


 

 

 1
13 2 3 x

2 3 13
   


 Αφού είναι 13 2 3 0   

   1 13 2 3 13 2 3 x       

 1 13 4 3 x     x 1   

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Θεμέλια Μαθηματικών - Ασκήσεις Κεφάλαιο 10: 

 

 

278 

 

302. Δίνεται η εξίσωση  2x x 1 0       . Να βρείτε τα λ, μ 

ώστε να έχει μία διπλή ρίζα. Στη συνέχεια να βρεθεί η ρίζα 

αυτή. 

Λύση: 

Κατ’ αρχάς πρέπει να είναι 0   για να έχει νόημα η εξίσωση. Η 

οποία για να έχει διπλή ρίζα πρέπει και αρκεί να είναι 0  . Άρα: 

 
2

4 1 1 0            4 1 0      1
4


     

Επομένως η εξίσωση γίνεται:  2x x 0
4


      

2x x 0
4


       

Πολλαπλασιάζω και διαιρώ με 

το 2 τον 2ο όρο. 

2x 2 x 0
2 4

 
       Παρατηρώ ότι είναι ανάπτυγμα 

διωνύμου στο τετράγωνο. 

Πράγμα αναμενόμενο αφού έχω 

διπλή ρίζα. 

2

x 0
2

 
   

 
x 0

2


    

x
2


  . Για κάθε 0   και 1

4


     
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303. Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί κ, λ, μ ώστε οι εξισώσεις 

 2x x 1 0        και 
2x x 1 0       να έχουν από 

μια διπλή ρίζα. 

Λύση: 

Πρέπει οι 
   

 

2

1

2

2

x x 1 0

x x 1 0

        

      

 να έχουν διπλή ρίζα. Άρα: 

1

2

0

0

 
 

 

 

2

2

4 1 0

4 1 0

     


    

 

 

2

2

4 4 0

4 4 0

     


    
 

Αφαιρώ κατά μέλη και με την 

προκύπτουσα αντικαθιστώ την 

1η. 
2 2

2

4 4 0

4 4 0

      


    
 

Παρατηρώ ότι έχω ανάπτυγμα 

διωνύμου. 

 
22

2

2 0

4 4 0

    


    

 Άθροισμα τετραγώνων ίσο με 0. 

2

2 0

4 4 0

    
    

  

2

0

2

2 4 2 4 0

 
  


    

0

2

1

 
 

  
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304. Δίνεται η εξίσωση 4 2x x 1 0       όπου 1  .  

α) Για ποια τιμή του α η εξίσωση έχει 4 πραγματικές ρίζες. 

β) Αν 1 2 3 4, , ,     οι ρίζες αυτές αποδείξτε ότι ισχύει 

1 2 3 4 1       .  

γ) Βρείτε το γινόμενο των ριζών της εξίσωσης 
4 2x 2004 x 2005 0    . 

Λύση: 

α) Παρατηρώ ότι η 4 2x x 1 0       είναι διτετράγωνη, επομένως 

για να έχει 4 ρίζες πρέπει η επιλύουσά της 
2y y 1 0      να έχει 

δύο ρίζες και μάλιστα θετικές. Άρα θα πρέπει: 

0

P 0

S 0

 
  




 

Για να έχει δύο ρίζες. 

Για να είναι ομόσημες. 

Για να είναι θετικές. 

   

 

2
4 1 0

1 0

0

     


   
   


2 4 4 0

1

0

    


  
  

 
2

2 0

1

0

   


  
  


 

2

1

0

 
  

 

   1, 2 2,    

Η πρώτη συνθήκη είναι αληθής 

για κάθε α πλην του 2   

β) 1 2 3 4      

       1 1 2 2y y y y       

Όπου 1 2y , y  είναι οι ρίζες της 

επιλύουσας. 

   1 2y y    
1 2y y P   1  Τύποι του Vieta. 

γ) 
4 2x 2004 x 2005 0     Παρατηρώ ότι η εξίσωση αυτή 

έχει την μορφή της 

προηγούμενης για 2004   .  

22004 4 2005 4024036      

2 2004 4024036
x

2

 
   Ηλία
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2004 2006
1002 1003

2

 
      

Η τιμή αυτή του α δεν 

ικανοποιεί τους περιορισμούς 

και επομένως δεν μπορώ να 

εφαρμόσω το συμπέρασμα. 

2005 ί

1 x 1

  
 

  
 

 

Άρα το γινόμενο των ριζών είναι:  1 2x x 1 1 1       

 

305. Να οριστεί η τιμή του  , ώστε οι ρίζες ρ1 και ρ2 της 

εξίσωσης  2x 9 x 7 1 0        να ικανοποιούν τη σχέση 

 
2

1 2 1 2 1 2       . 

Λύση: 

 
2

1 2 1 2 1 2         Παρατηρώ ότι η 

σχέση είναι 

«συμμετρική» ως 

προς ρ1 και ρ2. 

 
2

1 2 1 2 1 2 0           

 
2

1 2 1 2 1 2 1 24 0            
 

 Από την ταυτότητα. 

 
2

1 2 1 2 1 2 1 24 0              

2S S 4 P 0       

     
2

9 9 4 7 1 0            
Από τους τύπους 

του Vieta. 
2 54 77 0       

 
2

54 4 77 2608       Άρα  

54 2608
27 2 163

2


    . 
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306. Να σχηματίσετε εξίσωση δευτέρου βαθμού της οποίας οι ρίζες 

ρ1 και ρ2 επαληθεύουν τις σχέσεις 1 2 1 2 0        και 

 1 2 1 2 1 0         . 

Λύση: 

 
1 2 1 2

1 2 1 2

0

1 0

        
        

 
Σύμφωνα με τους 

τύπους του Vieta θα 

έχω: 

P S 0

P S 1 0

   
    

P S

P S 1

  
    

 Λύνω το σύστημα. 

 

   

 

2

P

S

1 1
D 1 1

1

1
D 1 1 1

1

1
D 1 1

1 1


       



 

         
 




         
 

  

P 1

S 1

  
 

 

Επομένως 

γνωρίζοντας το 

άθροισμα και το 

γινόμενο των ριζών, 

χρησιμοποιώ τον 

τύπο 
2x Sx P 0    

 2x 1 x 1 0        
2x x 1 0      Προσοχή: Θα 

πρέπει να 

εξασφαλίσω την 

ύπαρξη των ριζών 

στο  

0      
2

1 4 1 1 0         

1 4 4 0     5 4 
5

4
   
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307. Να οριστούν οι συντελεστές α και β της εξίσωσης 
2x x 0   , ώστε αν οι ρίζες της μειωθούν κατά μια 

μονάδα να γίνονται ρίζες της 
2 2x x 0   . 

Λύση: 

Αν x1 και x2 είναι ρίζες της 
2x x 0    τότε αφ’ ενός θα έχω 

1 2

1 2

x x

x x

  
   

 και αφ’ ετέρου οι αριθμοί 1x 1  και 2x 1  θα είναι 

ρίζες της 
2 2x x 0   . Άρα θα ισχύουν: 

   

   

2

1 2

1 2

x 1 x 1

x 1 x 1

     


    

 
Από τους τύπους του 

Vieta. 

 

2

1 2

1 2 1 2

x x 2

x x x x 1

    


     

 
Και αντικαθιστώντας 

από τις αρχικές 

σχέσεις… 

 

22

1

    


     

  

2 2 0

1 0

     


     
 

Λύνω την πρώτη και 

αντικαθιστώ στη 

δεύτερη. 

   
2

1 1 4 1 2 1 3

2 2

1 0

          
     

  

2

2 1 2 0

 
      

ή
 

1

1 1 1 0

  
       

 
2

3

 
  

 ή 
1

0

  
 

 

 

308. Να βρεθεί η ικανή και αναγκαία συνθήκη, ώστε η παράσταση 

   
2 2

x x       να είναι τέλειο τετράγωνο. 

Λύση: 
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   
2 2

x x       Κάνω τις πράξεις 

2 2 2 2 2 2x 2 x x 2 x            Κάνω τις αναγωγές. 

   2 2 2 2 2x 2 x            

Για να είναι το 

τριώνυμο τέλειο 

τετράγωνο πρέπει 

Δ=0 

0    

     
2 2 2 2 24 4 0             

Κάνω τις πράξεις. 

   
2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 0                   

2 2 2 22 0         
Πολλαπλασιάζω με 

1  
2 2 2 2 2 0         Είναι ανάπτυγμα. 

 
2

0         

 

309. Για ποιες τιμές του x η παράσταση 
2x 8x 9 24    έχει 

νόημα πραγματικού αριθμού. 

Λύση: 

Πρέπει 2x 8x 9 24 0      
Είναι υπόρριζη 

ποσότητα. 

2x 8x 9 24     
Από την γνωστή 

ιδιότητα των απολύτων 

τιμών. 
2

2

x 8x 9 24

ή

x 8x 9 24

   


 
    

2

2

x 8x 15 0

ή

x 8x 33 0

   


   

 

Υπολογίζω τις 

διακρίνουσες Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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1

2

64 60 124

64 132 68

   


    

 

Άρα η δεύτερη ανίσωση είναι 

αδύνατη. Επομένως η διάζευξη των 

ανισώσεων είναι αληθής για τα x που 

επαληθεύουν την πρώτη ανίσωση. 

1,2

8 124
x 4 31

2

 
    

   x , 4 31 4 31,        . 

310. Δίνεται η παράσταση 
22x x 1

1 x

  
 


. Να βρείτε για ποιες 

τιμές του x η Α ορίζεται καλώς και να την απλοποιήσετε. 

Λύση: 

Πρέπει 
22x x 1 0

1 x 0

   


 
 

Είναι υπόρριζες ποσότητες η δεύτερη δε 

είναι και παρονομαστής 

1
x 1

2

x 1


   




 

Αφού οι ρίζες του τριωνύμου είναι 

 

 

2

1,2

1
1 1 4 2 1 1 3

x 2
2 2 4

1

      
   

  

 

και το θέλουμε ετερόσημο του -2. 

Άρα πρέπει 
1

x ,1
2

 
   

. 

311. Για ποιες τιμές του   η εξίσωση 

  x 3 2 x 2 x 1 3 x       έχει τέσσερις διαφορετικές 

πραγματικές ρίζες. 

Λύση: 

   x 3 2 x 2 x 1 3 x        
Εκτελώ τους 

πολλαπλασιασμούς…  
2x 3 2 x 6 x 2 x 6 2 x             
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22 x x 8 x 2 x 3 6 0           
Αντικαθιστώ κατά 

περίπτωση το x  

2

2

2 x x 8 x 2x 3 6 0 x 0

2 x x 8 x 2x 3 6 0 x 0

           


          
 Κάνω τις αναγωγές 

   

   

2

2

2 x 8 1 x 3 2 1 0 x 0

2 x 8 3 x 3 2 1 0 x 0

          

         

 

Θα πρέπει η πρώτη 

να έχει δυο θετικές 

και η δεύτερη δυο 

αρνητικές ρίζες. 

1

1

1

0

P 0

S 0

 
 




 και 

2

2

2

0

P 0

S 0

 
 




 
Αντικαθιστώ με τις 

αντίστοιχες 

ποσότητες. 

   

 

2
8 1 24 2 1 0

3 2 1
0

2

8 1
0

2


      

  
 


  




         και 

   

 

2
8 3 24 2 1 0

3 2 1
0

2

8 3
0

2


      

  
 


  




 

Διαμορφώνω ένα 

σύστημα με τις 

σχέσεις αυτές. 

   

   

 

2

2

8 1 24 2 1 0

8 3 24 2 1 0

3 2 1
0

2

8 1
0

2

8 3
0

2

       

       


  
 


 
 


  


 

 Λύνω τις ανισώσεις. Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
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 

 

 

2

2

16 40 1 0

16 24 9 0

6 2 1 0

2 8 1 0

2 8 3 0

     


    
    


   
    

  

 

 

 

5 2 6 5 2 6
. ,

4 4

1
,0 ,

2

1
, 0,

8

3
,0 ,

8

     
         

   


  
    

 
  
     

 
  
    
  

 

Υπολογίζω: 

5 2 6
2, 475

4


   

5 2 6
0,025

4


   

και κατασκευάζω το 

διάγραμμα. 

 
Στο διάγραμμα οι γραμμοσκιασμένες περιοχές δείχνουν τις 

«απαγορευμένες» τιμές για το λ. Άρα 
5 2 6 1

. ,
4 2

   
       

  
 

 

312. Να λυθεί η ανίσωση 
4 3 2x x 7x x 0      αν γνωρίζετε 

ότι δυο ρίζες του πρώτου μέλους της είναι οι αριθμοί 3  και 1. 

Λύση: 

Αν   4 3 2p x x x 7x x       τότε θα είναι 
 

 

p 3 0

p 1 0

 



 

       
4 3 2

4 3 2

3 3 7 3 3 0

1 1 7 1 1 0

          


        

 Κάνω τις πράξεις. 
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81 27 63 3 0

5 0

     
     

 Λύνω το σύστημα. 

3 9

5

   
   

4 4

5

  
  

1

6

  
 

 
Προσθέτω τις 

εξισώσεις. 

Αντικαθιστώ τις τιμές των α και β στην ανίσωση, η οποία γίνεται: 
4 3 2x x 7x x 6 0       Γράφω το 27x  σαν 

άθροισμα 2 26x x   

και παραγοντοποιώ 

κάνοντας ομαδοποίηση 

4 3 2 2x x 6x x x 6 0        

     3 2x x 1 x x 1 6 x 1 0        

       3x x 1 x x 1 6 x 1 x 1 0         

   3x 1 x x 6 x 1 0         Παραγοντοποιώ ομοίως 

και το εσωτερικό της 

αγκύλης      2x 1 x x 1 6 x 1 0      
 

 

     x 1 x 1 x x 1 6 0          

    2x 1 x 1 x x 6 0         
Ο ακόλουθος πίνακας δίνει τη λύση της 

ανίσωσης 

Το τριώνυμο έχει ρίζες: 

31 1 24
x

22

  
  


 

x   3  1  1  2        

x 1                 

x 1                 
2x x 6                  

Α! μέλος                
 

     x , 3 1,1 2,        

313.  *  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές α, β, γ όπου      . 

Να βρεθεί το μήκος του τμήματος x κατά το οποίο πρέπει να 

αυξηθεί κάθε πλευρά ώστε το τρίγωνο να μετασχηματιστεί σε 

ορθογώνιο.  

Λύση: 

Κατ’ αρχάς πρέπει να ισχύει η τριγωνική ανισότητα           Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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     
2 2 2

x x x         

Γιατί το νέο 

τρίγωνο 

πρέπει να 

είναι 

ορθογώνιο. 
2 2 2 2 2 2x 2 x x 2 x x 2 x                Υψώνω τα 

τετράγωνα 

και κάνω τις 

αναγωγές 

2 2 2 22 x 2 x x 2 x              

 2 2 2 2x 2 x 0              

   
2 2 2 24 4 1                 

2 2 2 2 2 24 2 2 2                    

24 2 2 2 2          
28           

   8             8 0       
Αφού 
      

Άρα 
     2 2 2

x
2

           
    

     2                

     2               

     

     

2 0

2 0

           
 

           

 

Η πρώτη 

ρίζα 

απορρίπτεται 

γιατί είναι 

αρνητική 

Η δεύτερη ρίζα πρέπει να ελεγχθεί ως προς το πρόσημό της 

     2 0               

     2              Είναι και τα 

δυο μέλη 

θετικά 

συνεπώς 

μπορώ να 

υψώσω. 

     
2

2            Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Θεμέλια Μαθηματικών - Ασκήσεις Κεφάλαιο 10: 

 

 

290 

 

 2 2 2 22 2 2 2                 
2 2 2      

Άρα η εξίσωση έχει θετική ρίζα (συνεπώς το πρόβλημα έχει λύση) αν και 

μόνο αν ισχύει  
2 2 2      που σημαίνει ότι το τρίγωνο πρέπει να είναι 

αμβλυγώνιο. 

314.  *  Δίνεται η οικογένεια εξισώσεων  

   2x 2 1 x 3 2 0         με  . Να βρεθούν οι κοινές 

ρίζες τους. 

Λύση: 

Έστω 0x  μια κοινή ρίζα των εξισώσεων 

   2x 2 1 x 3 2 0         

   2

0 0x 2 1 x 3 2 0          
Θα πρέπει να είναι αληθής για 

κάθε  . 
2

0 0 0x 2x 2x 3 6 0           Λύνω ως προς λ. 

   2

0 0 0x 2x 3 2x 6 0       
Η εξίσωση αυτή πρέπει να 

είναι αόριστη ως προς λ. 

Άρα πρέπει 

2

0 0

0

x 2x 3 0

2x 6 0

   


 
0x 3   

 

315.  *  Να λυθεί η εξίσωση 3

3

1 1
x 6 x

x x

 
   

 
. 

Λύση: 

3

3

1 1
x 6 x

x x

 
    

 
 Πρέπει x 0 . 

 

3

3

1 6
x 6x

x x
     

Παραγοντοποιώ το 

πρώτο μέλος και βγάζω Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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2

2

1 1 1 1
x x x 6 x

x x x x

     
           

     
 

κοινό παράγοντα στο 

δεύτερο 

2

2

1 1 1
x x 1 6 x 0

x x x

     
           

     
  

2

2

1 1
x x 7 0

x x

   
       

   
  

2

2

1
x 0

x

ή

1
x 7 0

x


 





  



2

4 2

x 1 0

ή

x 7x 1 0

  



   

 

Η πρώτη εξίσωση είναι 

αδύνατη διότι το 

άθροισμα τετραγώνων 

στο πρώτο μέλος είναι 

πάντα θετικό 2x 1 1  . 

4 2x 7x 1 0   

7 45 7 3 5
x

2 2

 
   

 
2

7 4 1 1 45        

 

316.  *  Να λυθεί η εξίσωση 4 3 2x 7x 14x 7x 1 0     . 

Λύση: 
4 3 2x 7x 14x 7x 1 0       Το x 0  προφανώς δεν είναι 

ρίζα της εξίσωσης. Επομένως 

για x 0  διαιρώ τα μέλη με 2x
. 

2

2

1 1
x 7x 14 7 0

x x
       

2

2

1 1
x 7 x 14 0

x x

 
      

 
 

Αν θέσω 
1

y x
x

   τότε 

2

2 1
y x

x

 
   
 

 

2 2

2

1 1
y x 2x

x x
      

2 2

2

1
x y 2

x
    

2y 2 7y 14 0      
2y 7y 12 0     

27 7 4 12
y

2

  
   

47 1
y

32


  


.   Επομένως 

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ
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άς
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1
x 3

x

ή

1
x 4

x


 





 



2

2

x 3x 1 0

ή

x 4x 1 0

   



   

3 9 4
x

2

ή

4 16 4
x

2

  






  



 

3 5
x

2

ή

4 12
x 2 3

2

 






   



 

 

317.  *  Να λυθεί η εξίσωση 4 3 2 2x 7x 14x 7 x 0       . 

Λύση: 

 Αν 0   τότε η εξίσωση γίνεται 4 3 2x 7x 14x 0     

 2 2x x 7x 14 0   

 

2

2

x 0 x 0

ή

x 7x 14 0 αδύνατη 7 0

   



       

 x 0  

 Αν 0   εργάζομαι όπως και στην προηγούμενη άσκηση 
4 3 2 2x 7x 14x 7 x 0         Το x 0  σ’ αυτή τη 

περίπτωση δεν μπορεί να 

είναι ρίζα, άρα για x 0  

έχω… 

2
2

2
x 7x 14 7 0

x x

 
       

2
2

2
x 7 x 14 0

x x

  
      

 
 

2y 2 7y 14 0       

 2y 7y 2 7 0      

Ηλία
ς Σ

κα
ρδ
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 49 8 7 8 7         

Θέτω y x
x


   επομένως 

2
2 2

2
y x 2x

x x

 
      

2
2 2

2
x y 2

x


     

o Αν 
7

8
   η εξίσωση είναι αδύνατη, το ίδιο και η αρχική. 

o Αν 
7

8
   τότε η εξίσωση έχει διπλή ρίζα την 

7
y

2
   

7
x

x 2


  

22x 2 7x     2 7
2x 7x 0

4
     

28x 28x 7 0     
28 4 8 7

x
16

  
   

7 14
x

4


  . 

o Αν 
7

8
   τότε 

7 8 7
y

2

  
   

7 8 7
x

x 2

   
    

 22x 2 7 8 7 x      

 22x 7 8 7 x 2 0       . Η Διακρίνουσα αυτής της 

εξίσωσης είναι 21 4 7 8 7        επομένως οι ρίζες 

της θα είναι 
7 8 7 21 4 7 8 7

x
4

        
  για τις 

τιμές του κ που είναι 0  . 

  

 

318.  *  Αποδείξτε ότι οι εξισώσεις 
3 2

x x x 0      

και  
2

x x 0      είναι ισοδύναμες. 

Λύση: Η
λία

ς Σ
κα

ρδ
αν

άς
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3 2
x x x 0        

Βγάζω κοινούς 

παράγοντες καθ’ 

ομάδες 

   
3

x 1 x x 1 0       
Παραγοντοποιώ το 

άθροισμα των κύβων. 

     
2

x 1 x x 1 x x 1 0         
Βγάζω κοινό 

παράγοντα. 

   2
x 1 x x 1 x 0       

 
 

Κάνω τις πράξεις μέσα 

στις αγκύλες.  
2

x 1 x x x 0        
 

 

   
2

x 1 x x 0          
 

 Η παρένθεση είναι 

πάντα διάφορη του 

μηδενός.  
2

x x 0         

 

319.  *  Να λυθεί η εξίσωση  

 
x

x x x x 1
x x

     


. 

Λύση: 

Η εξίσωση έχει νόημα αν είναι:  

x 0

x x 0

x x 0




  
  

x 0

x x

x 0




 
 


 

Αν ισχύει η πρώτη τότε η τρίτη 

ικανοποιείται από όλα τα x 0 . 

Τα μέλη της δεύτερης είναι 

θετικά άρα μπορώ να υψώσω. 

2

x 0

x x

x 0


  




2

x 0

x x 0

x 0


   




 
Παραγοντοποιώ το α! μέλος της 

δεύτερης 

 

x 0

x x 1 0

x 0


   




x 1  
Η πρώτη και η Τρίτη επιτρέπουν 

την απλοποίηση. 

 

Ηλία
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Επομένως θα δεχθώ λύσεις της εξίσωσης που ικανοποιούν τον 

περιορισμό x 1  

 
x

x x x x 1
x x

      


 
Πολλαπλασιάζω 

με x x 0   

       
2

x x x x x x 1 x         
Κάνω τις 

πράξεις. 

 2x x x x 1 x         

   x x x x 1 1 x 0         Βγάζω κοινό 

παράγοντα το 

x   x x 1 x 1 1 0        
 

 

x 0 x 0

ή

x x 1 0

   


 
     

x x 1 0       
Η πρώτη είναι 

αδύνατη. 

 Αν 0   τότε η εξίσωση γράφεται: 

x x 1      

Τα μέλη της 

είναι θετικά 

   
2 2

x x 1     Υψώνω. 

2x x 1 2 x 1           

21 2 x 1       
Για 1   είναι 

αδύνατη. 

21
x 1

2

 
  



2
21

x 1
2

  
  

 
 Για 0 1    

 Αν 0   τότε η εξίσωση γράφεται:  

x x 1      
Τα μέλη της 

είναι θετικά 

 
2

x x 1      Υψώνω στο 

τετράγωνο. 2x 2 x x 1         

22 x 1    
2 1

x
2

 



 

Η τελευταία 

είναι αδύνατη. Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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320.  *  Να βρεθεί η θέση του αριθμού 2 ως προς τις ρίζες 

καθενός από τα τριώνυμα: 2x 9x 14   και 25x 9x 4   χωρίς 

να υπολογιστούν αυτές. 

Λύση: 

  2p x x 9x 14   , 25 0      2q x 5x 9x 4   , 1 0    

  2p 2 2 9 2 14 0        2q 2 5 2 9 2 4 42 0        

Άρα το 2 είναι ρίζα του 

τριωνύμου. Το ημιάθροισμα των 

ριζών είναι 
S 9

2
2 2
   επομένως 

το 2 είναι η μικρότερη ρίζα του 

τριωνύμου 

Το  q 2  είναι ομόσημο του 

5   επομένως το 2 βρίσκεται 

εκτός του διαστήματος των 

ριζών. 

Το ημιάθροισμα των ριζών είναι 

S 9
2

2 10


   άρα το 2 είναι 

μεγαλύτερο από τη μεγαλύτερη 

ρίζα. 

321.  *  Για ποιες τιμές του   ο αριθμός 2 βρίσκεται μεταξύ 

των ριζών της εξίσωσης   21 x 3x 8 0       . 

Λύση: 

Θα πρέπει αφ’ ενός η διακρίνουσα να είναι θετική και αφ΄ ετέρου η 

τιμή του τριωνύμου στο 0x 2  να είναι ετερόσημη με τον συντελεστή 

1    . Άρα αν     2x 1 x 3x 8        : 

 

0

2 0

 
   

  

   

    2

9 4 1 8 0

1 1 2 3 2 8 0

     


             

 
Αντικαθιστώ και λύνω το 

σύστημα των ανισώσεων. Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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   

29 4 28 32 0

1 5 10 0

      


     

  

   

24 28 41 0

5 1 2 0

     


     

 
228 4 4 41       

1440 144 10    

 

7 3 10 7 3 10
,

2 2

1, 2

   
  

 
 

 1, 2   

28 12 10 7 3 10

8 2

 
    

Διότι 
7 3 10 7 3 10

1 2
2 2

 
      

322.  *  Για ποιες τιμές του   οι ρίζες της εξίσωσης 

 24x 4 5 x 12 125 0        είναι και οι δύο μεγαλύτερες 

της μονάδας. 

Λύση: 

Πρέπει να είναι 1 21    . Επομένως θα πρέπει να ισχύουν: 

 

1 2

0

4 1 0

1
2


 

   

   




 

Όπου 

   2x 4x 4 5 x 12 125         

 

16  
2

5 4 4     12 125 0

4

   

 

 

24 1 4 5 1 12 125 0

4 5
1 0

2 4




            
  

 


 
Απλοποιώ τους 

θετικούς παράγοντες 

και το κλάσμα. Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς
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2 10 25 12 125 0

4 4 20 12 125 0

5 2
0

2


       


       
   




 Κάνω τις αναγωγές. 

2 2 100 0

8 109 0

3 0

    


   
   

2 2 100 0

109

8

3

    


   

   


 

2 404 2 404
, ,

2 2

109
8 109

8

3

     
       

   
 
    

  



 

Προφανώς η ρίζα 

2 404

2


 είναι η 

μεγαλύτερη απ’ όλες 

γιατί είναι η μόνη 

θετική. 

2 404

2


   1 101     

 

323.  *  Προσδιορίστε τις τιμές του   για τις οποίες η μία 

ρίζα του τριωνύμου  23x 1 x 3 6       βρίσκεται μέσα στο 

διάστημα  0,1 . 

Λύση: 

Πρέπει να είναι 1 20 x 1 x    ή 1 2x 0 x 1     

 1 20 x 1 x      Ηλία
ς Σ

κα
ρδ

αν
άς



Γενικές Ασκήσεις.  Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

 

 

 

0

3 1 0

3 0 0

S
0

2

 
   


  

 


 

Για να έχει η εξίσωση δυο 

ρίζες, να βρίσκεται το 1 

μεταξύ των ριζών, το 0 

εκτός των ριζών και επί 

πλέον το 0 αριστερά του 

ημιαθροίσματος των 

ριζών. 

   
2

2

1 12 3 6 0

3 1

     

  
2

1 1 3 6 0

3 0

      

  1 0  

 

3 6 0

1
0

2






   


  




2 1 2 36 72 0

3 1 3 6 0

3 6 0

1 0

       


       
   


  

 

2 34 71 0

4 2 0

2 0

1 0

    


   
   


  

2 34 71 0

1

2

2

1

    

  

  


  

 

Το σύστημα αυτό 

είναι αδύνατο διότι 

η δεύτερη και η 

τρίτη ανίσωση είναι 

ασυμβίβαστες. 

 1 2x 0 x 1      

 

 

0

3 0 0

3 1 0

S
1

2

 
   


  

 


 

Για να έχει η εξίσωση δυο 

ρίζες, να βρίσκεται το 0 

μεταξύ των ριζών, το 1 

εκτός των ριζών και επί 

πλέον το 1 δεξιά του 

ημιαθροίσματος των 

ριζών. 

   
2

2

1 12 3 6 0

3 0

     

  1 0  

2

3 6 0

3 1

   

  

 

1 1 3 6 0

1
1

4







       


  




2 34 71 0

2 0

4 2 0

1 4

    


   
   


   
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   ,17 6 10 17 6 10,

2

1

2

5

     

 
 
 

  

 

Είναι 

17 6 10 1,97 

17 6 10 35,97  

1,97 ή 35,97

2

1

2

5

    
 


 

  

 

Παρατηρώ ότι: 

Η 1,97    είναι 

ασυμβίβαστη με την 

1

2
   και 

35,97   είναι 

ασυμβίβαστη με την 

2  . 

Άρα το σύστημα είναι 

αδύνατο. 

Άρα δεν υπάρχει τιμή του λ για την οποία θα είναι η μία ρίζα της 

εξίσωσης μέσα στο διάστημα (0,1). 

 

324. Να λυθούν οι ανισώσεις:  

1. 
x 2 x 1

1
x 2 x 1

 
  

 
.  

2. 
   

2 3

2 2

x x 1 x 2 x 1

x 1 x 4 x 2

  
 

  
. 

Λύση: 

1.   
x 2 x 1

1
x 2 x 1

 
   

 
 

Κάνω τα 

κλάσματα 

ομώνυμα 

και 

προσθέτω. 

       

   

x 2 x 1 x 1 x 2
1 0

x 2 x 1

    
  

 
 Ηλία

ς Σ
κα
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           

   

x 2 x 1 x 1 x 2 x 2 x 1
0

x 2 x 1

       
 

 
 

2x 3x 22 x 3x  

   

22 x x 2
0

x 2 x 1

   
 

 
 Απλοποιώ 

   

23x x 2
0

x 2 x 1

 
 

 
 

Αν το 

πηλίκο 

είναι 

αρνητικό 

θα είναι 

και το 

γινόμενο 

     23x x 2 x 2 x 1 0       

x      2          
2

3
             

1

3
           1         

23x x 2                  

x 2                 

x 1                 

Γινόμενο                
 

  

 

325.  *  Να λυθεί το σύστημα 
   

   

2 D x 6 D y 2

4 2D x 2 D y 1

   

   
 όπου D 

είναι η ορίζουσά του. 

Λύση: 

Υπολογίζω την ορίζουσα D του συστήματος: 

2 D 6 D
D

4 2D 2 D

 
 

 
     

2
2 D 4 2D 6 D      

2 24 D 4D 24 12D 4D 2D        2D 20D 20      Άρα 

2D D 20D 20    2D 21D 20 0     
Λύνω την 

δευτεροβάθμια. 
221 21 80

D
2

  


2021 19

22

 
  


 

Σε κάθε περίπτωση 

είναι D 0 . 
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Εξ άλλου θα έχω: 

   x

2 6 D
D 2 2 D 6 D 4 2D 6 D 2 3D

1 2 D


           


 

 y

2 D 2
D 2 D 2 4 2D 2 D 8 4D 5D 6

4 2D 1


           


 

Άρα   yx
DD 2 3D 5D 6

x, y , ,
D D D D

      
    

  

2 60 100 6
, , D 20

20 20

2 6 10 6
, , D 2

2 2

    
      

 
          

 

2 60 100 6
, , D 20

20 20

2 6 10 6
, , D 2

2 2

    
      

 
          

 Άρα θα έχω 

 
 

31 53
, , D 20

10 10x, y

4, 2 , D 2

 
   

  
    

  

 

326.  *  Δίνεται το σύστημα  
 

 
x

y

4 D x 6y D

2 D x 3y D

  


  
, όπου D, Dx, 

Dy  γνωστές ορίζουσες του συστήματος    1 1 1

2 2 2

x y
S

x y

   

    
. 

Αποδείξτε ότι:   

1. Το (Σ) έχει μια και μοναδική λύση αν και μόνο αν το (S) έχει 

μια και μοναδική λύση.  

2. Αν η λύση (x,y) του (S) ικανοποιεί την σχέση x 2y  και Ηλία
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xD 3  να λυθεί το (Σ).  

3. Αν το (S) έχει άπειρες λύσεις τότε και το (Σ) έχει άπειρες 

λύσεις.  

4. Αν (Σ) και (S) είναι το ίδιο σύστημα να εξετάστε αν είναι 

δυνατόν να έχει μοναδική λύση, και αν επί πλέον xD 3  να 

επιλυθεί το σύστημα αυτό. 

Λύση: 

1. Το (Σ) έχει μοναδική λύση 
4 D 6

0
2 D 3

 
  

 
 

    3 4 D 6 2 D 0       12 3D 12  6D 0    

 3D 0   D 0   Το (S ) Το (S) έχει μοναδική λύση. 

2. x 2y 
yx

DD
2

D D
 

x yD 2D  y

3
D

2
 . 

  
 

 

4 D x 6y 3

3
2 D x 3y

2

  

  
  

 
Κάνω απαλοιφή του 

παρονομαστή. 

 
 

 

4 D x 6y 3

2 2 D x 6y 3

  
 

  
 Αφαιρώ κατά μέλη. 

 
 4 D x 6y 3

Dx 3

  
 


 Αντικαθιστώ. 

 
3 4x 6y 3

Dx 3

  
 


  

 
2x 3y 0

Dx 3

 
 


 

Δεδομένου ότι 
x 2y  

 
 2 2y 3y 0

Dx 3

 
 



x 0

y 0


 

  

3. Το (S) έχει άπειρες λύσεις 
x yD D D 0     επομένως 

  
4x 6y 0

2x 3y 0

 
 

 
2x 3y 0   .  

Άρα το (Σ) έχει 

άπειρες λύσεις 
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  
2x

x, y x, , x
3

 
  
 

  

4.    S    
4 D 6

D
2 D 3

 
 

 
 

Έχουν τις ίδιες 

ορίζουσες. 

 
4 D 6

D
2 D 3

 
 

 
3D D  D 0   

Επομένως το σύστημα δεν είναι δυνατόν να έχει μοναδική λύση. 

Εάν επί πλέον είναι xD 3  το σύστημα είναι αδύνατον. 

 

327.  *  Δίνονται τα συστήματα  
 

 

x 2 y 22

x 2 y 18

     


      
 και 

 
 

 

x y 6

x y 13

       

      

. Αν τα συστήματα αυτά είναι 

ισοδύναμα να βρεθούν οι τιμές των κ και λ.. 

Λύση: 

Αφού τα συστήματα είναι ισοδύναμα θα έχουν τις ίδιες λύσεις. Αν 

 0 0x , y  είναι μια κοινή λύση τότε 

 

 

 

 

 

0 0

0 0

0 0

0 0

x 2 y 22

x 2 y 18

x y 6

x y 13

     

      
 

       

      

 

 

Αφαιρώ την δεύτερη 

από την τρίτη και 

προσθέτω την 

τέταρτη στην πρώτη. 

 

 

 

0

0

0 0

0 0

y 9

2 y 18 6

x y 6

x y 13

   

   


       

      

 

   

0

0

0

0

y 9

y 9 3

x 9 3 6

x 9 13

   

   


        

   
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 

 

0

0

0

0

y 9

y 9 3

x 9 9

x 4

   

   


     

  

 Αν 0   θα έχω 

 

 

0

0

9 3
9

9 3
y

4
9 9

4
x

 
   



 






     








   

   

0

0

9 3 9

9 3
y

4 9 9

4
x

      

 




       






   Θεωρώ το 

σύστημα 

   

   

9 3 9

4 9 9

      


       

9 29 3 3 9       
24 4 9 9


       

 

2

2

9 3 3 0

4 13 9 0

     


     

2 2
2

2

9 13 9 13
9 3 3 0

4 4

9 13

4

     
    


  

 

 

   2 2 2

2

9 9 13 12 3 9 13 0

9 13

4

          


  

 
  

   2 2 2

2

9 9 13 12 3 9 13 0

9 13

4

          


  

 
 Απλοποιώ με 0   
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