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Η Ακολουθία Fibonacci .  

Σελίδες 120 (17x24) 

Δεν επιτρέπεται η αντιγραφή, η φωτοτυπία, η δημοσίευση, η ανατύπωση 
όλου ή μέρους του παρόντος βιβλίου, χωρίς την έγγραφη άδεια του 
συγγραφέα. 

 

Κάθε γνήσιο αντίτυπο του βιβλίου είναι 
υπογεγραμμένο από τον συγγραφέα. 

 

 

 

 

 

 

Ηλίας Σκαρδανάς 
Μαθηματικός 
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«Δός αὐτῷ τριώβολον, ἐπειδὴ δεῖ αὐτῷ ἐξ ὧν μανθάνει κερδαίνειν» 

Δώσε σε αυτόν τρεις οβολούς, διότι έχει ανάγκη να κερδίζει από ό,τι μαθαίνει 

Ευκλείδης. 

(Απευθυνόμενος στον δούλο του, όταν ένας μαθητής του τον ρώτησε,  

τι περισσότερο θα κερδίσει αν μάθει γεωμετρία) 

 
 
 
 
Τα πάντα είναι μαθηματικά. 
Με αυτή τη φράση στο μυαλό σου δέξου  μία μικρή γεύση, πολύ μικρή όμως, από 
τη μαγεία των μαθηματικών.  
(Δεν διδάσκεται στο σχολείο και ούτε πρόκειται στο μέλλον.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αφιερωμένο με πολύ αγάπη  

στη Βάνια και στη Λία. 
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Πρόλογος. 
 

ι αριθμοί, επινοήθηκαν από τον πρωτόγονο ακόμα άνθρωπο, με ένα 
συγκεκριμένο σκοπό: Να εκφράζουν με αντικειμενικό και συγκρίσιμο 
τρόπο τα διάφορα μετρήσιμα μεγέθη. Από την αρχαιότητα ήταν 

απαραίτητοι στην καθημερινότητα του ανθρώπου, στο εμπόριο, στη φορολογία, 
στη μέτρηση του μήκους, του βάρους, του χρόνου.  

Με τα χρόνια, η γλώσσα των αριθμών έγινε η κυρίαρχη γλώσσα της οικονομίας 
και της επιστήμης. Σήμερα στην εποχή της πληροφορίας και της πληροφορικής, οι 
αριθμοί είναι το απόλυτο μέσο. Οι υπολογιστές μετατρέπουν την πληροφορία π.χ. 
τον ήχο, είτε είναι ομιλία, είτε είναι μουσική, ή ότι άλλο, την εικόνα είτε είναι 
σταθερή (φωτογραφίες) είτε είναι κινούμενη (βίντεο), σε αριθμούς, τους οποίους 
μπορούν να αποθηκεύσουν ή να διακινήσουν. Το ραδιόφωνο, η τηλεόραση, ο 
κινηματογράφος, η τηλεφωνία, στην ψηφιακή τους μορφή, η αναπαραγωγή 
ψηφιακού ήχου, το διαδίκτυο, είναι αριθμητικές πληροφορίες. Σε ολόκληρο τον 
κόσμο, με τον τρόπο αυτό, διακινούνται πολλά τρισεκατομμύρια αριθμοί, κάθε 
δευτερόλεπτο. 

Ανάμεσα στο άπειρο πλήθος των αριθμών, ξεχωρίζουν κάποιοι που η 
«ανακάλυψή» τους αποτελεί σταθμό στην εξέλιξη του ανθρώπινου πολιτισμού, 
της ανθρώπινης διανόησης.   Τέτοιοι αριθμοί είναι οι:  

 1  - Η μονάδα μέτρησης. Δομικό στοιχείο του συστήματος αρίθμησης. Το 
ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασμού. 

 0  - Το μηδέν. Ο αριθμός που εκφράζει το τίποτα. Το ουδέτερο στοιχείο 
της πρόσθεσης. 
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 π  - Το πηλίκο της διαίρεσης του μήκους ενός κύκλου προς τη διάμετρό 
του.  

 Φ - Ο χρυσός αριθμός, του Φειδία. Ο λόγος του μεγάλου προς το μικρό 
τμήμα ενός ευθύγραμμου τμήματος που διαιρείται από την χρυσή τομή, σε 
μέσο και άκρο λόγο. 

 e  - Ο αριθμός του Euler. Το όριο της ακολουθίας 
ν

ν

1
α 1

ν

 
  
 

. 

 i - Η φανταστική μονάδα. Η μονάδα που ενώ είναι φανταστική, εκφράζει 
την στροφή κατά 900, αριστερά στο επίπεδο. 

Το 2019 ολοκλήρωσα το πόνημά μου «Φ – Ο Χρυσός Αριθμός», με υλικό που 
συγκέντρωσα από διάφορες πηγές. Η προσπάθειά μου κράτησε αρκετά χρόνια και 
ο στόχος μου ήταν, να ενημερωθεί ο αναγνώστης για το θέμα αυτό, με όσο γίνεται 
λιγότερα μαθηματικά. 

Παρόλη την ικανοποίησή μου μετά την ολοκλήρωση, ένοιωθα πως άφησα ένα 
κενό, για εκείνους τους αναγνώστες που γνωρίζουν λίγα περισσότερα 
μαθηματικά. Άφησα ένα κενό σε σχέση με τους αριθμούς της ακολουθίας του 
Fibonacci, τις ιδιότητές της καθώς και τη σχέση της με τον χρυσό αριθμό του 
Φειδία Φ και τους «ξεχωριστούς» αριθμούς π, e. 

Το βιβλίο που κρατάτε στα χέρια σας, έρχεται να συμπληρώσει αυτό το κενό.  

Στην εισαγωγή, για λόγους πληρότητας, αναφέρονται βιογραφικά στοιχεία για τον 
Fibonacci.  

Στο ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 αναφέρονται σύντομα στοιχεία από την ιστορία των αριθμητικών 
συνόλων και πολύ βασικά στοιχεία για τους «ξεχωριστούς» αριθμούς. 

Στο ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 υπάρχουν μερικές ακόμα, χρήσιμες για τα επόμενα, μαθηματικές 
γνώσεις, ενώ στα υπόλοιπα κεφάλαια υπάρχουν ορισμοί, θεωρήματα και 
παρατηρήσεις που έχουν να κάνουν με τους όρους της ακολουθίας του Fibonacci. 
Τα υπόλοιπα κεφάλαια αναφέρονται στους αριθμούς Fibonacci και μερικές από 
τις ιδιότητές τους. 

Με την βεβαιότητα πως αυτά τα θέματα έχουν αριθμητικό, μαθηματικο-λογικό 
αλλά και φιλοσοφικό ενδιαφέρον παραδίδω το βιβλίο τούτο στην κρίση σας. 

Ηλίας Σκαρδανάς.  
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Εισαγωγή. 
O Fibonacci. 

Ο Fibonacci (Φιμπονάτσι) ήταν ένας από τους πιο αξιόλογους Ευρωπαίους 
μαθηματικούς του μεσαίωνα. Γεννήθηκε περί το 1175 μ.Χ. στην Πίζα, ένα από τα 
πιο σημαντικά λιμάνια της Ιταλίας. Ο ίδιος χρησιμοποιούσε το όνομα Leonardo 
Bigollo (Λεονάρδος ο ταξιδευτής) ή Lonardo Pisano (Λεονάρδος της Πίζας). Το 
Fibonacci μάλλον είναι σύντμηση των fillio di Bonacci (ο γιος της οικογένειας 
Bonacci). Ο πατέρας του Guglielmo Bonaccio, ήταν γραμματέας της Δημοκρατίας 
της Πίζας στη πόλη Bugia της Βόρειας Αφρικής (στη σημερινή Αλγερία).  

 

Leonardo Fibonacci 
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Ο Fibonacci μεγάλωσε εκεί και η εκπαίδευσή του επηρεάστηκε σημαντικά από 
τους Μαυριτανούς. Εξαιτίας της θέσης του πατέρα του (ήταν ένα είδος τελώνη) 
συναναστράφηκε με πολλούς Άραβες εμπόρους, αλλά και από τα ταξίδια που 
έκανε αργότερα κατά μήκος της Μεσογειακής ακτής σε Αίγυπτο, Συρία, Ελλάδα, 
Σικελία και Προβηγκία, μελέτησε και έμαθε τις μαθηματικές τεχνικές και τα 
αριθμητικά συστήματα που είχαν υιοθετηθεί σε εκείνες τις περιοχές.  

Σύντομα διέκρινε ότι ο τρόπος που συμβόλιζαν τους αριθμούς οι Άραβες 
(Ινδοαραβικό αριθμητικό σύστημα) ήταν πιο εύχρηστος σε σχέση με τον ελληνικό 
ή το ρωμαϊκό τρόπο γραφής. Με το βιβλίο του Liber Abaci (Βιβλίο του άβακα ή 
Βιβλίο των υπολογισμών) στο οποίο περιγράφει λεπτομερώς τους μηχανισμούς 
και τους κανόνες των τεσσάρων πράξεων, κατάφερε να πείσει τους Ευρωπαίους 
μαθηματικούς να υιοθετήσουν το «νέο» σύστημα, που χρησιμοποιούμε μέχρι 
σήμερα, που δεν είναι άλλο από το δεκαδικό σύστημα με την υποδιαστολή. 

Ο Fibonacci ήταν δικαιολογημένα η μεγαλύτερη μαθηματική ιδιοφυΐα του 
Μεσαίωνα. Τα επιτεύγματά του αναγνωρίσθηκαν και αναγνωρίζονται χωρίς 
αμφισβήτηση. Με με τη φιλομάθειά του και με πνεύμα συγκριτικής έρευνας 
κατάφερε να ξεκλειδώσει κάποια από τα μυστικά της φύσης και να φέρει ένα 
μέρος από το Φως της Ανατολής στη σκοτεινή και μεσαιωνική Δύση. Ήταν 
πραγματικά ένας πνευματικά ελκυστικός μαθηματικός που κατόρθωσε να 
συνδέσει τις θεωρητικές παραδόσεις των Ελλήνων και τις μαθηματικές 
παραδόσεις των Αράβων.  

Γύρω στο 1200, ο Fibonacci επέστρεψε στην Πίζα, όπου για τα επόμενα 25 χρόνια 
επεξεργαζόταν τις δικές του μαθηματικές συνθέσεις.  

Η φήμη του ήταν τόσο μεγάλη, που προσέλκυσε την προσοχή του Ρωμαίου 
Αυτοκράτορα και ισχυρότερου άνδρα της εποχής, Φρειδερίκου Β’ (1194-1250). Ο 
Φρειδερίκος Β’ ενδιαφερόταν ιδιαίτερα για τα μαθηματικά και τις επιστήμες και 
ενθάρρυνε τη μόρφωση σ΄ όλα τα πεδία και ίδρυσε το Πανεπιστήμιο της Νάπολης 

Η συναναστροφή του Fibonacci με τους ακόλουθους του αυτοκράτορα υπήρξε 
πολύ σημαντική. Είχε επαφές κυρίως με δύο από αυτούς στην αυλή του 
Αυτοκράτορα στο Παλέρμο. Ο ένας ήταν ο Theodore Physicus, ο φιλόσοφος της 
αυλής, στον οποίο έστειλε και το τελευταίο του μαθηματικό έργο. Ο άλλος ήταν ο 
Michael Scott (1175-1234), o οποίος αναφέρεται ως ο αστρολόγος της αυλής. Ο 
M. Scott ήταν και ο δάσκαλος του Fibonacci. Τα πεδία ενδιαφέροντος του Michael 
Scott ήταν τα μαθηματικά, η φυσική, η φαρμακευτική, η αστρολογία και ο 
αποκρυφισμός και μετέφρασε και σχολίασε αρκετά αραβικά και ελληνικά έργα 
πάνω σε αυτά τα θέματα. 
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Ο Leonardo Fibonacci θεωρείται πως είναι ο άνθρωπος που άλλαξε την πορεία 
του δυτικού πολιτισμού. 

Πέθανε το 1240. Σήμερα υπάρχει ένα μνημείο του δίπλα στον καθεδρικό ναό της 
Πίζας, κοντά στον κεκλιμένο πύργο. 

Έγραψε σημαντικά κείμενα, τα οποία έπαιξαν σημαντικό ρόλο στην 
αναζωογόνηση των αρχαίων μαθηματικών τεχνών. Τα πιο σημαντικά είναι: 

Liber Abaci (1202) Με αυτό του το έργο παρουσίασε στη Δυτική Ευρώπη το 
ινδοαραβικό αριθμητικό σύστημα και τους κανόνες του (1,2,3,4,5,6,7,8,9 και ένα 
σύμβολο για το μηδέν (0) καθώς και την υποδιαστολή). Επίσης, με ένα πρόβλημα 
που θέτει στο τρίτο μέρος του Liber abaci καταλήγει στην παρουσίαση της 
λεγόμενης Ακολουθίας Fibonacci (το όνομα Fibonacci δόθηκε σε αυτή την 
ακολουθία από το Γάλλο μαθηματικό Edouard Lucas (1842-1891). Το βιβλίο 
επανεκδόθηκε το 1228 με συμπληρωματικά στοιχεία. 

Με την ακολουθία του Fibonacci θα ασχοληθούμε στο Β μέρος του βιβλίου. 

Practica Geometriae - Πρακτική της Γεωμετρίας – (1220) Tο έργο αυτό 
περιλαμβάνει γεωμετρικά προβλήματα με θεωρήματα βασισμένα στα Στοιχεία 
του Ευκλείδη. Αντί για τις αποδείξεις των θεωρημάτων αυτών, στο βιβλίο 
αναφέρονται πρακτικές πληροφορίες για τη χρήση τους. 

Liber Quadratorum - Το Βιβλίο των Τετραγωνικών αριθμών – (1225) Είναι ένα 
βιβλίο αριθμολογίας, στο οποίο εξετάζει επίσης και μεθόδους εύρεσης 
πυθαγορικών τριάδων.  

 Flos - Το Λουλούδι – (1225) Το βιβλίο αυτό είναι μια συλλογή των λύσεων των 
προβλημάτων και των τετραγωνικών εξισώσεων με δύο ή περισσότερες 
μεταβλητές που τέθηκαν στον Fibonacci από τον Johannes of Palermo, μέλος της 
Αυλής, υπό την παρουσία του Αυτοκράτορα Φρειδερίκου Β!. 

A letter to Master Theodorus – Ένα γράμμα στο δάσκαλό του – (1225 
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Η Μεσόγειος. Περιοχές ελέγχου της Πίζας (περι το 1200)  
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Fibonacci, Φ, π, e. 

1.  

 Η ιστορική εξέλιξη των αριθμών. 

Η εξελικτική πορεία των αριθμών είναι συνυφασμένη με την εξέλιξη των 
επιστημών και γενικότερα με την περιπέτεια της ανθρώπινης ύπαρξης. Άλλωστε 
οι αριθμοί δεν είναι τίποτα περισσότερο από ένα εργαλείο για την επίλυση των 
προβλημάτων που ανακύπτουν από τις ανάγκες κάθε εποχής. 

 Η έννοια του αριθμού είναι πιθανότατα η «αρχαιότερη» μαθηματική έννοια. 
Γεννήθηκε από την ανάγκη του ανθρώπου να μετρήσει αντικείμενα, μέλη, χρόνο, 
αποστάσεις κ.τ.λ. Πιστεύεται ότι ο άνθρωπος μετρούσε, πολλές χιλιάδες χρόνια 
πριν εμφανιστεί το πρώτο (και πρωτόγονο - με βάση το 60) σύστημα αρίθμησης, 
γύρω στο 3500 π.Χ. στη Μεσοποταμία.  

Ο Homo sapiens πριν 300.000 χρόνια έκανε μια υποτυπώδη απαρίθμηση 
χρησιμοποιώντας κλαδιά. Εικάζεται ότι πριν 100.000 χρόνια ο πρωτόγονος 
άνθρωπος χρησιμοποίησε και κάποιες αριθμητικές λέξεις. Οι κυνηγοί - 
τροφοσυλλέκτες (πριν 70.000 - 20.000 χρόνια) συνειδητοποίησαν ότι μεταξύ των 
μελών της αγέλης και της τροφής που εξασφάλισε το κυνήγι, υπήρχε κάποια 
αόρατη σχέση. Άρχισαν να καταλαβαίνουν την απλή πρόσθεση, τον 
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πολλαπλασιασμό και την αφαίρεση. Το μοίρασμα της τροφής τους σημαίνει ότι 
κατανοούσαν και τη διαίρεση.  

Η πιο παλιά ένδειξη αριθμητικής καταγραφής βρέθηκε στη Σουαζιλάνδη της 
Νότιας Αφρικής και είναι μια περόνη μπαμπουίνου με 29 εμφανείς εγκοπές που 
χρονολογείται από το 35.000 π.Χ. Μοιάζει με τα «ημερολογιακά ραβδιά» που 
ακόμα χρησιμοποιούν στη Ναμίμπια για να καταγράφουν την παρέλευση του 
χρόνου. Άλλα κόκαλα, της νεολιθικής περιόδου, έχουν βρεθεί στη Δυτική Ευρώπη. 
Μια κερκίδα λύκου που βρέθηκε στην Τσεχία και χρονολογείται από το 30.000 π.Χ. 
φέρει 55 εγκοπές σε δύο σειρές ανά πέντε, οι οποίες μάλλον αποτελούν 
καταγραφή θηραμάτων. Ένα από τα πιο ενδιαφέροντα ευρήματα είναι το 
αποκαλούμενο κόκαλο Ισάνγκο, που βρέθηκε στις όχθες της λίμνης Έντουαρντς, 
ανάμεσα στην Ουγκάντα και το Κονγκό. Έχει χρονολογηθεί το 20.000 π.Χ. και 
μοιάζει να είναι κάτι παραπάνω από πίνακας θηραμάτων. 

Η ανάγκη λοιπόν για μέτρηση και υπολογισμούς, οδήγησε στην αντιστοίχιση των 
αντικειμένων με γραμμές που χαράζονταν στο έδαφος ή σε κλαδιά ή σε κόκκαλα 
ή με τα δάχτυλά. Εικάζεται ότι το δεκαδικό σύστημα αρίθμησης οφείλεται στο 
γεγονός ότι ο άνθρωπος έχει δέκα δάκτυλα στα χέρια του. 

Οι Σουμέριοι ζύγιζαν, υπολόγιζαν τη γη σε «σαρ», μετρούσαν τα υγρά σε «κα», 
χρησιμοποιούσαν κλάσματα και είχαν σύστημα αριθμών με βάση το 60. (2.000-
550 π.Χ.) 

Οι Βαβυλώνιοι γνώριζαν τις τέσσερις πράξεις και τις ρίζες, λύνανε προβλήματα 
πρώτου και δεύτερου βαθμού, υπολόγιζαν εμβαδόν ορθογωνίων τριγώνων, 
παραλληλόγραμμων, τραπεζίων καθώς και το εμβαδόν του κύκλου (με π=3 αντί 
π=3,14). Το αριθμητικό τους σύστημα είχε ως βάση το 60. Πιστεύεται ότι γνώριζαν 
και το δεκαδικό σύστημα. Το εξηνταδικό σύστημα των Βαβυλωνίων έχει επιβιώσει 
μέχρι σήμερα στη μέτρηση του χρόνου και των γωνιών. 

Το Αιγυπτιακό σύστημα αρίθμησης, εμφανίζεται γύρω στο 3450 π.Χ. είναι πιο 
καλά δομημένο από το προηγούμενο και έχει δεκαδική μορφή. 

Ο Κινέζικος πολιτισμός χρησιμοποίησε σύστημα αριθμών με βάση το 60. Έκαναν 
αστρονομικούς υπολογισμούς 1500 χρόνια πριν από τους αρχαίους Έλληνες. 
Γνώριζαν γραμμικές εξισώσεις, αόριστες εξισώσεις, αρνητικούς αριθμούς και τον 
αριθμό π. Τα μαθηματικά τους ήταν ανώτερα των Βαβυλωνίων και των Αιγυπτίων. 
(500-200 π.Χ.). 

Οι αρχαίοι Έλληνες παρέλαβαν το Αιγυπτιακό σύστημα και το εξέλιξαν, 
αναπτύσσοντας την αφηρημένη έννοια του αριθμού. Ο Ευκλείδης αναφέρει στα 
«Στοιχεία» του: «Μονάς ἐστιν, καθ' ἣν ἕκαστον τῶν ὄντων ἓν λέγεται.» 
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προσδιορίζοντας έτσι την έννοια της μονάδας και με το «Ἀριθμὸς δὲ τὸ ἐκ 
μονάδων συγκείμενον πλῆθος.» προσδιορίζει την έννοια του αριθμού γενικά. 

1.01.1   Οι Φυσικοί αριθμοί. 
Το πρώτο σύνολο αριθμών που δημιουργήθηκε μέσα από την καθημερινότητα, 

για να εξυπηρετήσει τις ανάγκες, ήταν το σύνολο  * 1,2,3,4,5,  των 

φυσικών αριθμών. Το *  προφανώς έχει άπειρα στοιχεία.  

Αν υποθέσουμε πως έχουμε ένα πλήθος στοιχείων Ω και είναι δυνατόν να 

αντιστοιχίσουμε τα στοιχεία του, με τρόπο 1-1, με τα στοιχεία του * , αρχίζοντας 
από το 1, τότε λέμε ότι κάνουμε απαρίθμηση των στοιχείων του Ω.  

Άρα απαρίθμηση ενός πληθυσμού Ω, είναι η αντιστοίχιση των ατόμων του, ένα 

προς ένα, με τα στοιχεία του * , δηλαδή 
1 1

*

επί
Ω



 . Στην περίπτωση αυτή το Ω 

λέγεται αριθμήσιμο. Αν όμως δεν είναι εφικτή τέτοια αντιστοίχιση το Ω λέγεται 
υπεραριθμήσιμο. Άρα, πρακτικά, ένα σύνολο είναι αριθμήσιμο εάν μπορεί 
κάποιος, να αρχίσει να μετράει τα στοιχεία του. 

Το σύνολο *  εξυπηρετούσε απόλυτα τις ανάγκες της εποχής, κάποια στιγμή 
όμως έγινε αναγκαία η χρήση ενός ακόμα «αριθμού», του αριθμού 0, ο οποίος 
επινοήθηκε για να εκφράζει το πλήθος των στοιχείων του κενού συνόλου. Το 0, αν 
και δεν είναι στην ουσία φυσικός αριθμός, συμπεριελήφθη για λόγους καθαρά 

πρακτικούς στο σύνολο των φυσικών, έτσι ώστε  0,1,2,3,4,5, .  

Το  λέμε ότι είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό. Αυτό 
σημαίνει ότι το αποτέλεσμα της πράξης (πρόσθεσης ή πολλαπλασιασμού) μεταξύ 
δύο φυσικών αριθμών είναι επίσης φυσικός αριθμός.  

 2 μ,ν μ ν   και  2 μ,ν μ ν   

Δεν είναι όμως κλειστό ως προς την πράξη της αφαίρεσης. 

1.01.2   Ακέραιοι αριθμοί. 
Όπως είναι φυσικό, δεν άργησε να εμφανιστεί η πρώτη δυσκολία. Οι σκεπτόμενοι 
της εποχής βρέθηκαν αντιμέτωποι με το πρόβλημα που εκφράζει, για παράδειγμα, 
η εξίσωση 9+x=5. Πώς είναι δυνατόν να προσθέσουμε έναν αριθμό (x) σε ένα 
φυσικό αριθμό (9) και να προκύπτει μικρότερος φυσικός αριθμός (5); Η αδυναμία 
να βρεθεί λύση στο πρόβλημα αυτό, απετέλεσε το έναυσμα για το επόμενο άλμα 
στην ιστορία της ανακάλυψης - επινόησης των αριθμών. 

Η πρώτη αναφορά σε αρνητικούς αριθμούς βρίσκεται μέσα σε εννέα βιβλία 
γραμμένα από Κινέζους συγγραφείς, περίπου το 100 π.Χ. Ωστόσο, η έννοια ήταν 
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ακόμα εντελώς αφηρημένη, ενώ αρκετοί επιστήμονες της εποχής δεν μπορούσαν 
να την αντιληφθούν. 

Ο Διόφαντος ήταν ο πρώτος μαθηματικός που εισήγαγε την έννοια των αρνητικών 
αριθμών στον δυτικό κόσμο τον 3ο αιώνα μ.Χ. Προσπαθώντας να βρει λύση για 
την εξίσωση 4x+20=0 κατέληξε πως τα αποτελέσματα είναι εντελώς παράλογα.  

Τρεις αιώνες αργότερα, αρκετοί Ινδοί μαθηματικοί ασχολήθηκαν με την ύπαρξη 
των αρνητικών αριθμών, στην προσπάθεια τους να υπολογίσουν τα χρέη κάποιων 
συμπολιτών τους. Ωστόσο, η ανυπόστατη έννοια ενός αριθμού που δεν υπάρχει, 
άργησε να γίνει αποδεκτή από τον κόσμο των μαθηματικών.  

Μέχρι και τον 17ο αιώνα η πλειοψηφία των μαθηματικών δεν αναγνώριζε την 
ύπαρξη τους. Οι αριθμοί αυτοί χαρακτηρίζονταν ως «παράλογοι» έως ότου 
αναγνωριστούν από μια σειρά διασήμων μαθηματικών. Ο Fibonacci π.χ. επέτρεψε 
τις αρνητικές λύσεις στα οικονομικά προβλήματα που θα μπορούσαν να 
ερμηνευθούν ως χρέη ή ως ζημίες. 

Μετά λοιπόν από την «νομιμοποίηση» των αρνητικών αριθμών δημιουργήθηκε το 
σύνολο των ακεραίων αριθμών. 

 , 4, 3, 2, 1,0,1,2,3,4,      

Το σύνολο  είναι αριθμήσιμο ( 1 2 3 4 5α 0,α 1,α 1,α 2,α 2,     ) και επί 

πλέον είναι κλειστό ως προς τις πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης και του 
πολλαπλασιασμού.  

 2 α,β α β   ,  2 α,β α β   ,  2 α,β α β   

Δεν είναι όμως κλειστό για την πράξη της διαίρεσης.  

1.01.3   Ρητοί αριθμοί. 
Όσο εξελισσόταν η διαμάχη για την ύπαρξη ή όχι των αρνητικών αριθμών, 
διατυπώθηκαν και άλλα αναπάντητα ερωτήματα από μαθηματικούς. Οι Ακέραιοι 
Αριθμοί όπως φάνηκε δεν ήταν ικανοί να καλύψουν τις λογιστικές ανάγκες της 
εποχής. Για παράδειγμα το πρόβλημα 2 x 3   δεν είχε λύση στο σύνολο των 
φυσικών , αλλά ούτε και στο σύνολο των ακεραίων .  

Παρατηρώ ότι για x 1 2 x 2 3      και για x 2 2 x 4 3      άρα θα είναι 
1 x 2  .  Υπάρχουν άραγε αριθμοί ανάμεσα στο 1 και στο 2; 

Η ανακάλυψη των κλασματικών (ρητών) αριθμών δεν άργησε να έρθει. Αναφορές 
στους κλασματικούς αριθμούς υπήρχαν από τον 2ο αιώνα π.Χ. σε έργα Αιγυπτίων 
μαθηματικών, μόνο που αριθμητής και παρονομαστής τους ήταν φυσικοί αριθμοί. 
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Οι Ρητοί Αριθμοί είναι γνωστοί και ως κλάσματα, , αλλά όπως είναι λογικό η 
αναγνώριση τους άργησε να έρθει από την μαθηματική κοινότητα. 

Κλασικοί Έλληνες και Ινδοί μαθηματικοί έκαναν μελέτες για τη θεωρία των ρητών 
αριθμών, στα πλαίσια της γενικής μελέτης της θεωρίας αριθμών. Η πιο γνωστή 
αναφορά είναι στα Στοιχεία του Ευκλείδη, που χρονολογείται περίπου στο 300 
π.Χ. Από τα ινδικά κείμενα, η πιο σημαντική αναφορά γίνεται στο Sthananga Sutra, 
το οποίο καλύπτει επίσης τη θεωρία αριθμών ως μέρος μιας γενικής μελέτης των 
μαθηματικών. 

Η έννοια των δεκαδικών κλασμάτων συνδέεται στενά με το συμβολισμό της 
δεκαδικής αξίας (όπως χρησιμοποιείται στους δεκαδικούς αριθμούς). Οι δύο 
μορφές (δεκαδικοί αριθμοί και δεκαδικά κλάσματα) φαίνεται να έχουν 
αναπτυχθεί σε συνδυασμό. Ομοίως, στα μαθηματικά κείμενα των Βαβυλωνίων 
γίνεται πάντα χρήση εξηνταδικών (βάση 60) κλασμάτων με μεγάλη συχνότητα. 

Η τελική αποδοχή των ρητών αριθμών από την μαθηματική κοινότητα ήρθε 
αργότερα με το ορισμό του συνόλου  που περιέχει όλα τα κλάσματα με ακέραιο 
αριθμητή και φυσικό παρονομαστή. 

 *α
ρ |α π

π
      

Το σύνολο  είναι υπεραριθμήσιμο και κλειστό ως προς τις τέσσερις πράξεις. 

1.01.4   Άρρητοι αριθμοί. 
Μέσα στο σύνολο των ρητών αριθμών  μπορούσαν πλέον να λυθούν τα 

περισσότερα προβλήματα της εποχής. Ωστόσο υπήρχαν προβλήματα που 

εξακολουθούσαν να μην βρίσκουν λύση. Το πιο παλιό πρόβλημα ήταν το 2x 2 . 

Ο Ίππασος, ο ιδρυτής του μαθηματικού τμήματος της σχολής του 
Πυθαγόρα, χρησιμοποιώντας το Πυθαγόρειο θεώρημα, ανακάλυψε 
ότι η τετραγωνική ρίζα του 2, υπάρχει σαν μέγεθος (αφού είναι το 
μέτρο της υποτείνουσας ορθογωνίου τριγώνου με κάθετες πλευρές 
ίσες με 1), όμως δεν είναι ρητός αριθμός. 

Η απόδειξη του Ίππασου αναφέρεται από τον Αριστοτέλη ως χαρακτηριστικό 
παράδειγμα χρήσης της «εις άτοπον απαγωγής»: 

Υπέθεσε ότι το ανάγωγο (δεν απλοποιείται) κλάσμα 
α

β
 είναι ρητός αριθμός με την 

ιδιότητα 
2 2

2 2

2

α α
2 2 α 2 β

β β
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Οι αριθμοί α και β είναι πρώτοι μεταξύ τους, γιατί πολύ απλά αν είχαν κοινό 
διαιρέτη τότε το κλάσμα θα μπορούσε να απλοποιηθεί. Συνεπώς το α, επειδή έχει 
άρτιο τετράγωνο, είναι άρτιος αριθμός. Επομένως θα υπάρχει ένας φυσικός κ 

ώστε α 2 κ   και από αυτό προκύπτει ότι 2 2 2 24 κ 2 β 2 κ β      . Άρα ο β είναι 

άρτιος, όπως και ο α. Άρα α και β είναι άρτιοι δηλαδή έχουν κοινό διαιρέτη το 2. 
Αυτό είναι άτοπο, αφού η υπόθεση λέει το αντίθετο. Άρα το ρίζα 2 δεν μπορεί να 
είναι ρητός! 

Οι Πυθαγόρειοι διακήρυσσαν ότι όλο το σύμπαν άρα και όλοι οι αριθμοί 
εκφράζονται με κλασματική μορφή, δηλαδή δεν μπορούσαν να δεχτούν την 
ύπαρξή άρρητων (μη ρητών) αριθμών, αλλά ταυτόχρονα δεν μπορούσαν να 
διαψεύσουν την ύπαρξή τους. Προτίμησαν να «κρύψουν» το πρόβλημα πνίγοντας 
τον Ίππασο στη θάλασσα. Το πρόβλημα λοιπόν παρέμεινε άλυτο και έπρεπε να 
περάσουν πάνω από δύο χιλιετίες ώστε οι άρρητοι αριθμοί να αναγνωριστούν, 
από μαθηματικούς, τον 19ο αιώνα. 

Οι θεωρίες που διατύπωσαν μαθηματικοί όπως ο Weierstrass, ο Dedekind, ο 
Cantor μπορούσαν πλέον να αποδείξουν την ύπαρξη των άρρητων αριθμών οι 
οποίοι μάλιστα είναι πολύ περισσότεροι, σε πλήθος, από τους ρητούς αριθμούς. 
Οι άρρητοι αριθμοί αφού δεν μπορούν να συμβολιστούν με κλάσματα, είναι 
αδύνατον να εκφραστούν με μορφή δεκαδικού αριθμού. Κάθε τέτοια απόπειρα 
οδηγεί σε δεκαδικό αριθμό με άπειρο πλήθος δεκαδικών ψηφίων τα οποία 
μάλιστα δεν εμφανίζουν καμία περιοδικότητα. Άρα ένα άρρητο αριθμό μπορούμε 
απλά να τον προσεγγίσουμε με δεκαδικό αριθμό. 

1.01.5  Πραγματικοί αριθμοί. 

Το σύνολο των ρητών αριθμών, αν το «εμπλουτίσουμε» με όλους τους άρρητους 
αριθμούς, δημιουργείται το λεγόμενο σύνολο των πραγματικών αριθμών . 

Θα ισχύουν οι σχέσεις εγκλεισμού 
*       

1.01.6  Αλγεβρικοί και Υπερβατικοί αριθμοί. 

Αλγεβρικός λέγεται κάθε πραγματικός αριθμός αν είναι ρίζα μιας εξίσωσης με 
ακέραιους συντελεστές. Προφανώς όλοι οι ρητοί είναι αλγεβρικοί αριθμοί. Ηλ
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Αν παρατηρήσουμε ότι ο αριθμός 2  είναι ρίζα της εξίσωσης 2x 2  
συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν και άρρητοι αριθμοί που είναι αλγεβρικοί. Το 
ενδιαφέρον ερώτημα που ανακύπτει είναι αν, μεταξύ των 
πραγματικών αριθμών, υπάρχουν και άλλοι αριθμοί, εκτός 
από τους αλγεβρικούς. Το ερώτημα αυτό διερεύνησε αρχικά 
ο Γάλλος Μαθηματικός J. Liouville (1809 – 1882). Ο Georg 
Cantor, απέδειξε το 1873 την ύπαρξη υπερβατικών αριθμών 
χρησιμοποιώντας πιο απλές μεθόδους απ’ ότι ο Liouville. Οι 
μη αλγεβρικοί αριθμοί λέγονται υπερβατικοί. 

Άρα υπερβατικοί λέγονται οι πραγματικοί αριθμοί που δεν μπορούν να είναι ρίζες 
εξίσωσης με ακέραιους συντελεστές.  

1.01.7 Η πρόταση Cantor. 

i. Το σύνολο των αλγεβρικών αριθμών είναι αριθμήσιμο. 

Απόδειξη 

Κάθε εξίσωση της μορφής ν ν 1 ν 2 2
ν ν 1 ν 2 2 1 0α x α x α x α x α x α 0 

         

χαρακτηρίζεται από το βαθμό της ν και τους συντελεστές της α0,α1,α2,…,αν. 

Μπορούμε να ορίσουμε σαν «μέγεθος» της εξίσωσης τον φυσικό αριθμό Ν ως 

εξής ν ν 1 ν 2 1 0Ν ν α α α α α 1          τότε κάθε εξίσωση θα έχει το πολύ 

N+1 ρίζες.  

Επειδή, όμως, σε δεδομένο N αντιστοιχεί πεπερασμένο πλήθος Μ(Ν) αλγεβρικών 

εξισώσεων, θα αντιστοιχούν σ’ αυτό το πολύ    Μ Ν Ν 1   πραγματικοί αριθμοί 
σαν ρίζες. Άρα σε κάθε Ν  θα αντιστοιχεί ένα σύνολο Λ που περιέχει το πολύ 
   Μ Ν Ν 1   αλγεβρικούς πραγματικούς αριθμούς. Το Λ είναι πεπερασμένο 

σύνολο και το  αριθμήσιμο, άρα το καρτεσιανό τους γινόμενο θα είναι 
αριθμήσιμο σύνολο.  ὅ.ἔ.δ. 

ii. Υπάρχουν υπερβατικοί αριθμοί. 

Απόδειξη 

Αφού το σύνολο των αλγεβρικών αριθμών είναι αριθμήσιμο, μπορούμε να τους 
διατάξουμε σε πίνακα 1ο, 2ο, 3ο,… με δεκαδική μορφή. 

Επιλέγουμε τυχαία ακέραιο μέρος 

Κατασκευάσουμε ένα δεκαδικό αριθμό χρησιμοποιώντας¨ 

1ο δεκαδικό ψηφίο διάφορο του 9 και διάφορο του 1ου δεκαδικού ψηφίου του 1ου 
αλγεβρικού αριθμού, με το ίδιο ακέραιο μέρος.   
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2ο δεκαδικό ψηφίο διάφορο του 9 και διάφορο του 2ου δεκαδικού ψηφίου του 2ου 
αλγεβρικού αριθμού, με το ίδιο ακέραιο μέρος. 

3ο δεκαδικό ψηφίο διάφορο του 9 και διάφορο του 3ου δεκαδικού ψηφίου του 3ου 
αλγεβρικού αριθμού, με το ίδιο ακέραιο μέρος.  κ.ο.κ 

Έτσι κατασκευάζεται ένας δεκαδικός αριθμός με άπειρα δεκαδικά ψηφία, που δεν 
ανήκει στον πίνακα των αλγεβρικών αριθμών. Είναι προφανές ότι ο αριθμός αυτός 
είναι μη αλγεβρικός, άρα υπερβατικός. Άρα υπάρχουν υπερβατικοί αριθμοί. ὅ.ἔ.δ. 

1.01.8    Παρατήρηση και Σχόλιο. 

 Αξίζει να σημειώσουμε πως αν ένας υπερβατικός υψωθεί σε αλγεβρική 
δύναμη, ή αν προτεθεί με αλγεβρικό αριθμό, ή αν πολλαπλασιαστεί με 
αλγεβρικό αριθμό, το αποτέλεσμα θα είναι υπερβατικός αριθμός. 

 Οι αριθμοί ημ1, log2, eπ, 22   είναι υπερβατικοί. 

 Οι αριθμοί 2e, 2π, πe είναι άγνωστο αν είναι υπερβατικοί. 

 Στο σημείο αυτό θα πρέπει να γίνει απόλυτα κατανοητό ότι οι άρρητοι αριθμοί 
είναι απείρως περισσότεροι από τους ρητούς καθώς και οι υπερβατικοί 
απείρως περισσότεροι από τους αλγεβρικούς. 

1.01.9    Φανταστικοί και μιγαδικοί αριθμοί. 
Δημιουργώντας το σύνολο των πραγματικών, οι μαθηματικοί πίστεψαν πως 
δημιούργησαν το απόλυτο εργαλείο για τις μελέτες τους. Ένα σύνολο αριθμών 
από το οποίο δεν έλειπε απολύτως τίποτα. Όμως για μία ακόμα φορά έκαναν 
λάθος.  Στην κυριολεξία, δεν χρησιμοποίησαν αρκετά την… φαντασία τους.  

Αυτή τη φορά το πρόβλημα ήταν η εξίσωση 2x 1  . Η εξίσωση αυτή δεν έχει λύση 
μέσα στο . Προκειμένου να ξεπεραστεί το πρόβλημα, ο Ιταλός μαθηματικός και 
γιατρός Gerolamo Cardano, επινόησε τον «αριθμό» i (διαβάζεται «γιώτ»), από τον 

οποίο απαιτούσε να ικανοποιεί τη σχέση 2i 1  .  

Με τη βοήθεια του i δημιούργησε το σύνολο των αριθμών της μορφής λ·i, όπου λ 

πραγματικός αριθμός.  2λ i / λ i 1       Τους αριθμούς αυτούς τους 

ονόμασε φανταστικούς. Πολύ πιθανό ο συμβολισμός i να προέρχεται από το 
πρώτο γράμμα της λέξης immaginario (φανταστικός). Ο Καρτέσιος αναφέρθηκε 
σχεδόν 100 χρόνια αργότερα (1637) στο βιβλίο του «Η Γεωμετρία» στους 
φανταστικούς αριθμούς, χρησιμοποιώντας τον όρο μάλλον υποτιμητικά. 

Η μαθηματική κοινότητα θεώρησε τρελούς όσους ασχολούνταν με την ύπαρξη 
ενός φανταστικού συνόλου και απαξίωσε κάθε επιχείρημα τους. Στις αρχές όμως 
του 19ου αιώνα οι Φανταστικοί Αριθμοί ξαναήρθαν στο προσκήνιο, από τον 
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Gauss. Οι μαθηματικοί τότε άρχισαν να ασχολούνται περισσότερο με την υπόθεση 
του Gauss. Δηλαδή χρειάστηκε άλλος ένας αιώνας ώστε να αναγνωριστούν oι 
φανταστικοί αριθμοί και να συνδυαστούν με τους ήδη υπάρχοντες πραγματικούς 
αριθμούς για να δημιουργήσουν το σύνολο  των Μιγαδικών Αριθμών. 

Κάθε μιγαδικός αριθμός έχει την μορφή z=a+b·i, είναι δηλαδή άθροισμα ενός 
πραγματικού αριθμού a και ενός φανταστικού b·i. 

 2z a b i / a b i 1           

Το a λέγεται πραγματικό μέρος του z και συμβολίζεται a=Re(z). Το b λέγεται 
φανταστικό μέρος του z και συμβολίζεται b=Im(z). Το γιωτ i λέγεται φανταστική 
μονάδα. 

Κατόπιν όλων αυτών είναι φανερό ότι κάθε πραγματικός αριθμός x μπορεί να 
γραφτεί x=x+0·i και επομένως να θεωρηθεί μιγάς. Άρα το σύνολο  των 
πραγματικών, είναι υποσύνολο του  των μιγαδικών. (  ). 

Προσοχή!!: 

 συμβολισμός  « 1 » δεν χρησιμοποιείται για να μην υπάρχει αντίφαση με 
τα ήδη γνωστά από τους Πραγματικούς αριθμούς. 

 Μέσα στο σύνολο  δεν ορίζεται διάταξη, δηλαδή δεν είναι δυνατόν 
μεταξύ δύο μιγαδικών αριθμών να αποφανθούμε ποιος είναι ο μικρότερος. 

Χωρίς να μπω σε πολλές λεπτομέρειες, θεωρώ αναγκαίο να αναφερθώ στις 
πράξεις των μιγαδικών αριθμών, διότι θα διευκολύνουν στην κατανόηση των 
επόμενων παραγράφων.  

 Πρόσθεση μιγάδων :        1 1 2 2 1 2 1 2α β i α β i α α β β i            

 Πολλαπλασιασμός :        1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2α β i α β i α α β β α β β α i           

 Επί πλέον ισχύουν :  0i 1  ,   1i i  ,   2i 1   ,   3i i   , … 

Αποδεικνύεται  το Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας: «Κάθε πολυώνυμο μιας 
μεταβλητής, μη μηδενικού βαθμού, με μιγαδικούς συντελεστές, έχει τουλάχιστον 
μία ρίζα στο σύνολο  των μιγαδικών αριθμών.» Μία διαφορετική αλλά ισοδύναμη 
διατύπωση του είναι: «Κάθε πολυώνυμο μιας μεταβλητής ν-βαθμού, έχει το πολύ 
ν ρίζες, όχι αναγκαστικά διακεκριμένες.» Ηλ
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 π - Ο αριθμός του Σύμπαντος. 

Ο αριθμός π (pi) είναι μια μαθηματική σταθερά που είναι ίση με το πηλίκο του 
μήκους (της περιφέρειας) L ενός κύκλου προς την διάμετρό του d.  

L
π

d
  . 

Ο Αρχιμήδης εκτιμώντας ότι ο λόγος αυτός είναι ανεξάρτητος του μεγέθους του 
κύκλου, άρα σταθερός, χρησιμοποίησε γεωμετρικές τεχνικές για να προσδιορίσει 
την τιμή του π. Για πολλές εκατοντάδες χρόνια, πολλοί μαθηματικοί προσπάθησαν 
να επεκτείνουν την γνώση τους για τον αριθμό π και για τον υπολογισμό με όσο 
γίνεται μεγαλύτερο βαθμό ακρίβειας.  

Με τον π ασχολήθηκαν οι Isaac Newton, Leonhard Euler, Johann Carl Friedrich 
Gauss, Srinivasa Ramanujan και πολλοί άλλοι. 

Το 1761 ο Ελβετός Johann Heinrich Lambert απέδειξε ότι ο π είναι άρρητος. 

Το 1882, ο Γερμανός μαθηματικός Ferdinand von Lindemann απέδειξε ότι ο π είναι 
υπερβατικός, επιβεβαιώνοντας έτσι την εικασία που είχαν κάνει ο Adrien-Marie 
Legendre και ο Leonhard Euler.  

Παρόλον λοιπόν ότι αποδείχτηκε πως είναι αδύνατον να υπολογιστεί με ακρίβεια 
ο αριθμός π, γίνονται διαρκώς προσπάθειες να βρεθούν όσο γίνεται περισσότερα 
δεκαδικά ψηφία του. Σήμερα έχουν υπολογιστεί 31,4 τρισεκατομμύρια δεκαδικά 
ψηφία1.  

Σύμφωνα με τους Jörg Arndt και Christoph Haenel, τριάντα εννέα ψηφία είναι 
αρκετά, ώστε να εκτελεστούν οι περισσότεροι κοσμολογικοί υπολογισμοί, γιατί 

                                                

 

 
1 Τον Αύγουστο 2010 είχαν υπολογιστεί 5 τρισεκατομμύρια δεκαδικά ψηφία. 

Τον Οκτώβριο 2011 είχαν υπολογιστεί 10 τρισεκατομμύρια δεκαδικά ψηφία. 

Τον Δεκέμβριο 2013 είχαν υπολογιστεί 12,1 τρισεκατομμύρια δεκαδικά ψηφία. 

Τον Οκτώβριο 2014 είχαν υπολογιστεί 13,3 τρισεκατομμύρια δεκαδικά ψηφία. 

Τον Νοέμβριο 2016 είχαν υπολογιστεί 22,4 τρισεκατομμύρια δεκαδικά ψηφία. 

Τον Ιανουάριο 2019 υπολογίστηκαν 31,4 τρισεκατομμύρια δεκαδικά ψηφία. 

 

Ηλ
ία
ς Σ
κα
ρδ
αν

άς



Κεφάλαιο 1: Fibonacci, Φ, π, e. Ηλίας Σκαρδανάς. 

 

21 

 

αυτή η ακρίβεια είναι απαραίτητη για τον υπολογισμό του όγκου του γνωστού 
σύμπαντος με ακρίβεια ενός ατόμου.  

Σύμφωνα με τον Marc Rayman η NASA για την διαπλανητική πλοήγηση των 
διαστημοπλοίων της χρησιμοποιεί τα 152 πρώτα δεκαδικά ψηφία του αριθμού π:   

 3.141592653589793…   

Το 1593 ο Ολλανδός μαθηματικός Adrianus Romanus κατάφερε να υπολογίσει για 
πρώτη φορά τα 15 πρώτα δεκαδικά ψηφία του π, χρησιμοποιώντας ένα 
εγγεγραμμένο πολύγωνο που είχε πάνω από 100 εκατομμύρια πλευρές! 

Το ερώτημα που τίθεται εδώ, είναι: «Που στοχεύει η αναζήτηση περισσότερων 
ψηφίων του π;» Οι δικαιολογίες είναι: 

 Η ανθρώπινη επιθυμία να καταρρίπτει ρεκόρ, και τέτοια επιτεύγματα με τον π 
συχνά κάνουν πρωτοσέλιδα σε όλο τον κόσμο. 

 Ο έλεγχος των δυνατοτήτων των υπερ-υπολογιστών. 

 Η δοκιμή της αριθμητικής ανάλυσης νέων αλγορίθμων. 

 Η συλλογή στοιχείων για την αξιολόγηση της τυχαιότητας των ψηφίων του π. 

Συνήθεις προσεγγίσεις του αριθμού π είναι: 3.14159 26535 89793 23846 26433 
83279 50288 41971 69399 37510 58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 
34825 34211 70679 … (20 δεκαδικά ψηφία) 

Ακόμα 
22 333 355 52163 103993

π
7 106 113 16604 33102

  

Εξ’ άλλου ισχύουν οι επόμενες σχέσεις: 

◊ 
4 4 4 4 4 4

π
1 3 5 7 9 11

        σειρά των Gregory–Leibniz. 

◊ 
4 4 4 4

π 3
2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 10

     
       

 σειρά του Nilakantha. 

◊ 
2

2 2 2 2

π 1 1 1 1

6 1 2 3 4
       

                                                

 

 
2 Για την ακρίβεια η NASA Χρησιμοποιεί τα 16 πρώτα δεκαδικά ψηφία διότι αυτή είναι η 

προσέγγιση των αριθμών διπλής ακρίβειας των υπολογιστών της. 
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◊ 
i

i 0

1 1 1 1 1
π

16 8i 1 8i 4 8i 5 8i 6





 
    

    
  . 

◊ 
2 2 2 2 2 2 2

π 2 2 2

  
     . 

 Φ - Ο χρυσός αριθμός της ωραιότητας. 

Η χρυσή τομή, δηλαδή η χρυσή διαίρεση ενός ευθύγραμμου τμήματος, 
διατυπώθηκε από τον Πυθαγόρα και αναφέρεται στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη 
(Βιβλίο VI, ορισμός 3): 

«Ἄκρον καὶ μέσον λόγον εὐθεῖα τετμῆσθαι λέγεται, ὅταν ᾖ ὡς ἡ ὅλη πρὸς τὸ 
μεῖζον τμῆμα, οὕτως τὸ μεῖζον πρὸς τὸ ἔλαττον.»  

Δηλαδή Ένα ευθύγραμμο τμήμα λέγεται ότι κόβεται σε άκρο και μέσο λόγο όταν, 
όλο το ευθύγραμμο τμήμα είναι ανάλογο προς το μεγαλύτερο τμήμα όσο και το 
μεγαλύτερο τμήμα προς το μικρότερο. 

Αν το Γ είναι η χρυσή τομή του τμήματος ΑΒ, τότε το 
ΑΒ διαιρείται σε μέσο και άκρο λόγο. Άρα θα είναι 
AB ΑΓ

AΓ ΓΒ
 . Αν θέσω 

AB ΑΓ
Φ

AΓ ΓΒ
   τότε θα έχω 

2AB ΑΓ
Φ

AΓ ΓΒ
   2AB

Φ
BΓ

  2AΓ ΓB
Φ

BΓ


 

2AΓ ΓB
Φ

BΓ BΓ
    2Φ 1 Φ   2Φ Φ 1 0   . 

Λύνω την εξίσωση  

2β β 4αγ
Φ

2α

  
 

     
2

1 1 4 1 1

2 1

       



 
1 1 4

2

 


1 5
Φ

2

1 5
Φ

2

 





  


 . 

Έτσι ο χρυσός λόγος είναι 
1 5

Φ 1,618033...
2


  τη δεύτερη δε ρίζα της 

εξίσωσης την συμβολίζουμε με   
1 5

Φ
2


  . 

Ο συμβολισμός με Φ, προέρχεται από το όνομα του Φειδία και αποδίδεται στον 
Αμερικάνο μαθηματικό Mark Barr. Ο όρος χρυσός λόγος ή χρυσός αριθμός 

Ε

Ε

ΓA B
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οφείλεται στον Leonardo Da Vinci, η δε αναλογία της χρυσής τομής ονομάστηκε 
«Θεία αναλογία» από τον Luca Pacioli, μοναχό του 15ου αιώνα. 

Είναι προφανές, από τους τύπους του Vieta3 ότι θα ισχύουν οι σχέσεις:  

Φ Φ 1   , Φ Φ 1    , 
1

Φ 1
Φ

   

Ο Φ προφανώς είναι άρρητος4. 

Παραθέτω πιο κάτω τα 1740 πρώτα δεκαδικά ψηφία του Φ 

Φ 1.61803 39887 49894 84820 45868 34365 63811 77203 09179 80576 
28621 35448 62270 52604 62818 90244 97072 07204 18939 11374 84754 08807 
53868 91752 12663 38622 23536 93179 31800 60766 72635 44333 89086 59593 
95829 05638 32266 13199 28290 26788 06752 08766 89250 17116 96207 03222 
10432 16269 54862 62963 13614 43814 97587 01220 34080 58879 54454 74924 
61856 95364 86444 92410 44320 77134 49470 49565 84678 85098 74339 44221 
25448 77066 47809 15884 60749 98871 24007 65217 05751 79788 34166 25624 
94075 89069 70400 02812 10427 62177 11177 78053 15317 14101 17046 66599 
14669 79873 17613 56006 70874 80710 13179 52368 94275 21948 43530 56783 
00228 78569 97829 77834 78458 78228 91109 76250 03026 96156 17002 50464 
33824 37764 86102 83831 26833 03724 29267 52631 16533 92473 16711 12115 
88186 38513 31620 38400 52221 65791 28667 52946 54906 81131 71599 34323 
59734 94985 09040 94762 13222 98101 72610 70596 11645 62990 98162 90555 
20852 47903 52406 02017 27997 47175 34277 75927 78625 61943 20827 50513 
12181 56285 51222 48093 94712 34145 17022 37358 05772 78616 00868 83829 
52304 59264 78780 17889 92199 02707 76903 89532 19681 98615 14378 03149 
97411 06926 08867 42962 26757 56052 31727 77520 35361 39362 10767 38937 
64556 06060 59216 58946 67595 51900 40055 59089 50229 53094 23124 82355 
21221 24154 44006 47034 05657 34797 66397 23949 49946 58457 88730 39623 

                                                

 

 

3 Άθροισμα ριζών τριωνύμου 1 2

β
ρ ρ

α


    

 Γινόμενο ριζών τριωνύμου 1 2

γ
ρ ρ

α
   

4 Να θυμηθούμε ότι άρρητος είναι ένας αριθμός όταν έχει άπειρο πλήθος δεκαδικών ψηφίων 
και δεν είναι περιοδικός. 
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09037 50339 93856 21024 23690 25138 68041 45779 95698 12244 57471 78034 
17312 64532 20416 39723 21340 44449 48730 23154 17676 89375 21030 68737 
88034 41700 93954 40962 79558 98678 72320 95124 26893 55730 97045 09595 
68440 17555 19881 92180 20640 52905 51893 49475 92600 73485 22821 01088 
19464 45442 22318 89131 92946 89622 00230 14437 70269 92300 78030 85261 
18075 45192 88770 50210 96842 49362 71359 25187 60777 88466 58361 50238 
91349 33331 22310 53392 32136 24319 26372 89106 70503 39928 22652 63556 
20902 97986 42472 75977 25655 08615 48754 35748 26471 81414 51270 00602 
38901 62077 73224 49943 53088 99909 50168 03281 12194 32048 19643 87675 
86331 47985 71911 39781 53978 07476 15077 22117 50826 94586 39320 45652 .. 

 e - Ο αριθμός της Επιστήμης. 

Ο αριθμός e είναι πολύ «νεότερος» από τους προηγούμενους π και Φ. 

Οι πρώτοι υπαινιγμοί για μια σταθερά e δημοσιεύθηκαν το 1618 στον πίνακα του 
προσαρτήματος ενός έργο για λογαρίθμους από τον John Napier. Ωστόσο δεν 
γίνεται αναφορά για την ίδια τη σταθερά, αλλά αναφέρεται μια λίστα από 
λογαρίθμους που υπολογίζονται από τη σταθερά.  

Η ανακάλυψη της ίδιας της σταθεράς πιστώνεται στον Jacob Bernoulli ο οποίος 
προσπάθησε να βρει την τιμή του, λύνοντας το ακόλουθο πρόβλημα:  

«Ένας (τραπεζικός) λογαριασμός ξεκινά με €1,00 και πληρώνει 100% τόκο ανά 
έτος. Εάν ο τόκος πιστώνεται μια φορά η αξία του λογαριασμού στο τέλος του 
έτους θα είναι €2,00. Τι συμβαίνει αν ο τόκος υπολογιστεί και πιστωθεί πιο συχνά 
κατά τη διάρκεια του έτους;» 

Αν ο τόκος πιστωθεί στο τέλος του έτους το κεφάλαιο θε γίνει
100

1€ 1€ 2€
100

 
   

 
 

Αν ο τόκος πιστωθεί ανά εξάμηνο (2 φορές το χρόνο), το επιτόκιο για κάθε 6 μήνες 
θα είναι 50%, οπότε στο τέλος του πρώτου εξαμήνου θα ισχύει: 

50
1€ 1€ 1,5€

100

 
   

 
 και τελικά στο τέλος του δευτέρου εξαμήνου προκύπτει: 

50
1,5€ 1,5€ 2,25€

100

 
   

 
 στο τέλος του έτους. 

2
1

1€ 1 2,25€
2

 
   
 

 

 Υπολογίζοντας με παρόμοιο τρόπο τις  τριμηνιαίες αποδόσεις (4 φορές το χρόνο) 

θα έχουμε 
25

1€ 1€ 1,25€
100
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25
1,25€ 1,25€ 1,5625€

100

 
     

 
 

25
1,5625€ 1,5625€ 1,953125€

100

 
     

 

25
1,953125€ 1,953125€ 2,44140625€

100

 
    

 
  ...  

4
1

1€ 1 2,44140625€
4

 
   
 

 

Υπολογίζοντας τις αποδόσεις ανά μήνα η ετήσια απόδοση θα είναι 
12

1
1€ 1 2,6130352902237€

12

 
   
 

 

Γενικά αν υπολογίσουμε την απόδοση για ν ίσα χρονικά υποδιαστήματα του 

έτους θα έχουμε 
ν

1
1 1 €

ν

 
  
 

 

Ο Bernoulli παρατήρησε ότι αυτή η αλληλουχία πλησιάζει κάποιο όριο. 

Υπολογίζοντας  την εβδομάδα (ν=52) αποδίδει 2,692597€, ενώ υπολογίζοντας 
ημερησίως (ν=365) αποδίδει 2,714567€..., μόλις δύο λεπτά περισσότερο. Το όριο 
καθώς το ν μεγαλώνει είναι ο αριθμός που έγινε γνωστός ως e!  

Μόλις το 1748 Ο Euler ορίζει τον αριθμό e σαν βάση των φυσικών ή υπερβολικών 
λογαρίθμων και τον αναπτύσσει σαν σειρά 

1 1 1 1
e 1

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4
     

     
 

Ο Euler λοιπόν είναι αυτός που έβαλε τις βάσεις για τον προσδιορισμό της 
ταυτότητας του αριθμού e, εξ ου και η ονομασία «αριθμός του Euler». 

Το 1840 ο Liouville δημοσίευσε εργασία με τίτλο «Το άρρητο του αριθμού 
e 2,718  », στην οποία όμως, δεν απέδειξε ότι ο e είναι άρρητος, αλλά ότι δεν 

είναι ρίζα της εξίσωσης 
β

αx γ
x

   με α,β,γ . 

Το 1843 ο ίδιος ο Liouville αποδεικνύει ότι ο e δεν μπορεί να είναι ρίζα μιας 
εξίσωσης συγκεκριμένου βαθμού με ακέραιους συντελεστές. 

Το 1873 παραλαμβάνει τη σκυτάλη ο Γάλλος Μαθηματικός Charles Hermite, ο 
οποίος αποδεικνύει ότι ο αριθμός e δεν μπορεί να είναι ρίζα αλγεβρικής εξίσωσης 
με ακέραιους συντελεστές. Άρα ότι ο e είναι υπερβατικός αριθμός. 

2,7182818284590452353602874713526624977572470936999e 5...
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Για τον e ισχύουν: 

◊ 
1 1 1 1

e 1
1! 2! 3! 4!

        

◊ x x x x x
e 1

1! 2! 3! 4!
       

◊ 

ν

ν

1
e lim 1

ν

 
  

 
  

◊  ln e 1   

 Σχέσεις μεταξύ των «σημαντικών» αριθμών. 

  Όπως αναφέρθηκε στα προηγούμενα κάποιοι αριθμοί αποτέλεσαν σταθμό στην 
ιστορία της εξέλιξης και των Μαθηματικών ανακαλύψεων. Τέτοιοι αριθμοί είναι 
οι   [ 1 ]  ,  [ 0 ]  ,  [ π ]  ,  [ Φ ]  ,  [ i ]  ,   και  [ e ]. 

Μεταξύ μερικών από αυτούς τους αριθμούς έχουν κατασκευαστεί κάποιες 

σχέσεις, όπως  2 5
Φ π

6
  ,    

ln5

21 e
Φ

2


  κ.α.  

Ας δούμε τις τιμές που έχουν τα τετράγωνα, οι κύβοι, οι ρίζες, τα ημίτονα, τα 
συνημίτονα, οι εφαπτόμενες, οι λογάριθμοι κ.τ.λ. των «σημαντικών» σταθερών, 
με προσεγγίσεις 5 δεκαδικών ψηφίων. 

x x2 x3 x   
1

x
  

2
1

x

 
 
 

  cosx sinx tanx lnx 

π=3,14159 9.86960 31.00627 1.77245 0.31831 0.10132 -1,00000 0,00000 0,00000 1.14473 

Φ=1.61803 2.61802 4.23603 1.27202 0.61804 0.38197 -0.04722 0.99888 -21.15559 0.48121 

e=2,71828 7.38904 20.08549 1.64872 0.36788 0.13534 -0.91173 0.41078 -0.45055 1,00000 

Παρατηρώντας τον πίνακα αυτό (που είναι δυνατόν να εμπλουτιστεί) μπορείτε να 

βρείτε, εμπειρικά, διάφορες προσεγγιστικές σχέσεις όπως 2 2Φ e 10  ή 
1

π Φ e
π

   κ.α. 

Όμως η ταυτότητα 
iπe 1 0    γνωστή σαν ταυτότητα του Euler ξεχωρίζει. Και 

ξεχωρίζει διότι συνδέει με απρόσμενο και καθόλου εμπειρικό, τρόπο σχεδόν 
όλους τους «σημαντικούς» αριθμούς. Η ταυτότητα αυτή χαρακτηρίστηκε σαν 
«διαμάντι» και η ιδιαίτερη σημασία της βρίσκεται στο γεγονός ότι συνδέει με τη 
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σχέση της ισότητας τους δύο υπερβατικούς e, π και τον φανταστικό i με τους 
ακέραιους μονάδα 1 και 0. 

Ο Euler παρατήρησε ότι 
     2 3 3

ix ix ix ix ix
e 1

1! 2! 3! 3!
       και επί πλέον ότι 

3 5 7x x x x
sinx

1! 3! 5! 7!
       και  

2 4 6x x x
cosx 1

2! 4! 6!
     . Άρα θα ισχύει 

ixe cosx i sinx    , στην οποία αν θέσουμε x π  έχουμε iπe 1  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

«Πάντα κατ’ αριθμόν γίγνονται». 

Πυθαγόρας, 580-490 π.Χ. 
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Οι υπέροχοι και 

μυστήριοι αριθμοί 

Fibonacci. 
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Χρήσιμοι ορισμοί. 

2.  

 Η ακολουθία πραγματικών αριθμών. 

Μία αντιστοίχιση (συνάρτηση) της μορφής: *  , δηλαδή που έχει πεδίο 

ορισμού το σύνολο των φυσικών αριθμών  * 1,2,3,4,5,... , λέγεται 

ακολουθία. 

Αν επί πλέον έχει πεδίο τιμών, το σύνολο των πραγματικών αριθμών  τότε η 
ακολουθία λέγεται ακολουθία πραγματικών αριθμών  ή πραγματική ακολουθία. 

Συνήθως συμβολίζουμε μια ακολουθία με ένα από τα πρώτα γράμματα του 

ελληνικού αλφαβήτου π.χ.  *α: , έτσι θα έχουμε ότι κάθε φυσικός αριθμός 
ν θα απεικονίζεται σε ένα πραγματικό αριθμό α(ν) που απλούστερα θα 
συμβολίζεται με αν. 

 
α

*
νν α α ν    . 

Το σύνολο τιμών    *
1 2 3 να α ,α ,α , ,α ,  της ακολουθίας, παρόλον ότι είναι 

απειροσύνολο, είναι αριθμήσιμο. Έτσι το α1 θα λέγεται πρώτος όρος της 
ακολουθίας, το α2 δεύτερος όρος, το α3 τρίτος κ.ο.κ. το αν ν-οστός όρος της 
ακολουθίας.  

Όταν θέλουμε (γενικά) να συμβολίσουμε μια ακολουθία, τότε σημειώνουμε 

 να , ν 1,2,3,4,  ή   *
να ν  συμβολίζοντας με τον τρόπο αυτό την τριάδα:  
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 Πεδίο ορισμού *   

 Σύνολο τιμών  *α  και  

 Μηχανισμό αντιστοίχισης των στοιχείων, των δύο προηγούμενων. 

Που αποτελεί την «οντότητα» της ακολουθίας. Είναι απαραίτητο να γίνει απόλυτα 
κατανοητό ότι οι συμβολισμοί αν και (αν) έχουν διαφορά, συμβολίζουν 
διαφορετικά πράγματα. [(αν) συμβολίζει την ακολουθία και αν συμβολίζει τον ν-
οστό όρο της]. 

 Κλειστού τύπου ή Αναδρομικές ακολουθίες. 

Ο μηχανισμός αντιστοίχισης μεταξύ των αρχετύπων από το σύνολο *  και των 

όρων μιας ακολουθίας από το σύνολο  *α , προσδιορίζεται με διάφορους 
τρόπους: 

2.02.1    Ακολουθίες κλειστού τύπου. 

Στις ακολουθίες αυτές η αντιστοίχιση γίνεται με τη βοήθεια ενός τύπου που 
εκφράζει τον γενικό όρο αν, με τη βοήθεια του αρχετύπου ν και διαφόρων άλλων 
σταθερών.  
Παραδείγματα: 

α)  να 2 ν ν 1,2,3,     1α 2 ,  2α 4 , 3α 6 , 4α 8 , …  

β)  να 2 ν 3 ν 1,2,3,     1α 5 , 2α 7 , 3α 9 , 4α 11 , … 

γ)  2
να ν ν 1,2,3,   1α 1 ,  2α 4 , 3α 9 , 4α 16 , … 

δ)  2
να 3ν 2ν 1 ν 1,2,3,     1α 2 ,  2α 9 , 3α 22 , 4α 57 , … 

ε)  
2

ν

2ν 3
α ν 1,2,3,

ν 5


 


 1

5
α

4
  ,  2

11
α

3
  , 3

21
α

2
  , 4α 35 , … 

2.02.2   Αναδρομικές Ακολουθίες. 

Στις ακολουθίες αυτές κάθε όρος εκφράζεται με τη βοήθεια του προηγούμενού 
του, ή των προηγούμενών του όρων. Ανάλογα με το πλήθος των προηγούμενων 
όρων που χρειάζονται για να οριστεί η αναδρομική ακολουθία προσδιορίζεται και 
η τάξη της. Για παράδειγμα: 

α)  Αναδρομική ακολουθία 1ης τάξης λέγεται αυτή που κάθε όρος της προκύπτει 

από τον προηγούμενό του. π.χ. ν ν 1α 2α 5 ν 2   . Είναι προφανές ότι για 

να οριστεί η ακολουθία είναι απαραίτητη η τιμή του 1ου όρου της. Έτσι αν 
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1α 1  τότε   

2 1α 2α 5 2 1 5 3      ,  

 
3 2α 2α 5 2 3 5 11        ,  

 
4 3α 2α 5 2 11 5 27         κ.ο.κ. 

β)  Αναδρομική ακολουθία 2ης τάξης λέγεται αυτή που κάθε όρος της προκύπτει 

από τους δύο προηγούμενούς του. π.χ. ν ν 1 ν 2α 2α α ν 3    . Είναι 

προφανές ότι για να οριστεί η ακολουθία είναι απαραίτητες οι τιμές του 1ου 
και του 2ου όρου της. Έτσι αν 1α 2  και 2α 3   τότε  

3 2 1α 2α α 2 3 2 4      ,  

4 3 2α 2α α 2 4 3 5      ,  

5 4 3α 2α α 2 5 4 6       κ.ο.κ. 

γ)  Αντίστοιχα αναδρομική ακολουθία 3ης τάξης λέγεται αυτή που κάθε όρος 
της προκύπτει από τους τρεις προηγούμενούς του, όπως για παράδειγμα 

ν ν 1 ν 2 ν 3α 2α α α ν 4       Προφανώς, για να οριστεί η ακολουθία αυτή 

είναι απαραίτητες οι τιμές του 1ου του 2ου και του 3ου όρου της. 

Με παρόμοιο τρόπο ορίζεται αναδρομική ακολουθία ν-τάξης. 

 Παρατήρηση 

Αναδρομικές ακολουθίες είναι οι γνωστές πρόοδοι, αριθμητική, γεωμετρική ή 
αρμονική κ.τ.λ. 

Πολύ συχνά μια αναδρομική ακολουθία μπορεί να οριστεί και με κλειστό τύπο. 
Για παράδειγμα η αριθμητική πρόοδος ν ν 1α α 4, ν 2    με 1α 5  είναι δυνατό 

να οριστεί και με τον τύπο  
να 5 ν 1 4, ν 1,2,3,       

 Ορισμοί. 

Μία ακολουθία   *
να ν θα λέγεται: 

 Φθίνουσα *
ν 1 ν

ορσ
α α , ν     

 Αύξουσα *
ν 1 ν

ορσ
α α , ν     

 Φραγμένη *
ν

ορσ
φ,Φ φ α Φ, ν        

 Απολύτως φραγμένη *
ν

ορσ
Φ α Φ, ν       Ηλ
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 Σύγκλιση ακολουθίας. 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε την ακολουθία (αν)|ν=1,2,3,… με τύπο 
 ν

ν

1
α

ν


  . 

Μπορούμε να υπολογίσουμε όσους όρους της, μας είναι απαραίτητοι και να 
σχηματίσουμε τον πίνακα τιμών: 

ν 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 … 

αν -1 
1

2
  

1

3
   

1

4
  

1

5
   

1

6
  

1

7
   

1

8
  

1

9
   

1

10
  

1

11
   

1

12
  

1

13
  … 

Είναι εύκολο να παρατηρήσουμε ότι παρόλο που μεταβάλλονται τα πρόσημα των 
όρων, οι (απόλυτες) τιμές τους βρίσκονται ολοένα και πιο κοντά στο μηδέν, καθώς 
αυξάνεται ο αριθμός ν. Έτσι, στο διπλανό διάγραμμα, φαίνονται οι εικόνες των 

όρων της ακολουθίας, να 
πλησιάζουν, όσο αυξάνει το ν, 
ολοένα και περισσότερο στον 
άξονα των τετμημένων ν. 

Αν θεωρήσουμε τις παράλληλες 
(ε1) και (ε2) προς τον άξονα των 
ν, θα παρατηρήσουμε ότι 
σχεδόν όλοι οι όροι τις 
ακολουθίας, βρίσκονται μέσα 
στην ταινία των παραλλήλων. 
Πράγματι οι όροι της 
ακολουθίας που βρίσκονται 
εντός της ταινίας είναι άπειροι, 
ενώ οι εκτός της ταινίας όροι 
είναι πεπερασμένοι, άρα 
ελάχιστοι. Το γεγονός αυτό το 
περιγράφουμε με την έκφραση: 
«τελικά όλοι οι όροι είναι εντός 
της ταινίας». 

Εάν πλησιάσουμε τις (ε1) και (ε2) περισσότερο (προς τον άξονα), τότε η ταινία θα 
γίνει πιο στενή, αφήνοντάς ακόμα μερικούς όρους εκτός της, όμως και πάλι 
«τελικά όλοι» οι όροι θα βρίσκονται εντός της. 

5 10 15 20ν

1

0,8

0,6

0,4

0,2

-0,2

-0,4

-0,6

-0,8

-1

αν

ε1

ε2

α20

α19

α18

α17

α16

α15α11

α14

α13

α12
α10

α9

α8

α7

α6

α5

α3

α4

α2

α1
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Η ταινία οριοθετεί μια περιοχή που έχει κέντρο έναν αριθμό, στην περίπτωσή μας 
το 0. Οι όροι δε της ακολουθίας πλησιάζουν χωρίς περιορισμούς, σε πολύ μικρές 
αποστάσεις αυτόν τον αριθμό (το 0), ουδέποτε όμως θα συμπέσουν με αυτόν. 

Στην περίπτωσή μας για να περιγράψουμε το φαινόμενο αυτό λέμε ότι η 
ακολουθία συγκλίνει ή τείνει στο μηδέν και το συμβολίζουμε με ν

ν
limα 0


 . 

Γενικά θα έχουμε τον επόμενο ορισμό: 

 *
ν 0 ν 0

ν ορσ
limα ε 0, ν α ε, ε , ν ν


               

Δηλαδή για κάθε περιοχή του , οσοδήποτε μικρή, υπάρχει δείκτης ν0, ώστε για 
κάθε δείκτη ν μεγαλύτερο ή ίσο του ν0, ο αντίστοιχος ν-οστός όρος της ακολουθίας 
βρίσκεται μέσα στην περιοχή του . 

Το  λέγεται όριο της συγκλίνουσας ακολουθίας. 

 Κανονική Γεννήτρια συνάρτηση. 

Αν δίνεται μια ακολουθία (αν)|ν=0,1,2,3,… τότε θα είναι α[ν]={α0,α1,α2,α3,α4,…} το 
σύνολο τιμών της, δηλαδή το σύνολο των άπειρων όρων της. Ορίζουμε την 

συνάρτηση   2 3 4 ν
0 1 2 3 4 ν

ν 0

g x α α x α x α x α x ... α x




             . Η συνάρτηση 

αυτή λέγεται κανονική γεννήτρια που αντιστοιχεί στην (αν). 

2.06.1   Παράδειγμα 1. 

Αν αν=1 |ν=0,1,2,3,… τότε: α[ν]={1,1,1,1,1,…} και
  2 3 4g x 1 1 x 1 x 1 x 1 x ...           2 3 41 x x x x ...     

 2 3 41 x 1 x x x x ...          1 x g x  . Άρα    g x 1 x g x   

   g x x g x 1        g x 1 x 1     
1

g x x 1
1 x

 


. 

Από αυτό βέβαια συμπεραίνουμε ότι ν

ν 0

1
x x 1

1 x





 


   

2.06.2   Παράδειγμα 2. 

Αν  ν

να 1  ν 0,1 ,| ,2 3,    τότε: α[ν]={1,-1,1,-1,1,…} και

  2 3 4f x 1 1 x 1 x 1 x 1 x ...          
2 3 41 x x x x ...     
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 2 3 41 x 1 x x x x ...          1 x g x  . Άρα    g x 1 x g x   

   g x x g x 1        g x 1 x 1     
1

g x x 1
1 x

  


. 

Και από αυτό συμπεραίνουμε ότι  
ν ν

ν 0

1
1 x x 1

1 x





   


   

2.06.3   Παράδειγμα 3. 

Αν να λ  ν 0, 2,3,| 1,    τότε: α[ν]={λ,λ,λ,λ,λ,…} και

  2 3 4g x λ λ x λ x λ x λ x ...            2 3 4λ x λ λ x λ x λ x λ x ...           

 λ x g x   . Άρα    g x λ x g x       g x x g x λ       g x 1 x λ     

   
λ

g x x 1
1 x

 


.   Άρα θα είναι ν

ν 0

λ
λ x x 1

1 x





  


 . 

 Πράξεις γεννητριών συναρτήσεων. 

Στο προηγούμενο παράδειγμα της §2.06.3 και συγκρίνοντάς το με το παράδειγμα 
της §2.06.1 συμπεραίνουμε ότι αν πολλαπλασιάσουμε μια γεννήτρια συνάρτηση 
με μία σταθερά λ τότε όλοι οι όροι της αντίστοιχης ακολουθίας 
πολλαπλασιάζονται με το λ. Θα μπορούσαμε να πούμε ότι η διαδικασία αυτή είναι 
πολλαπλασιασμός της γεννήτριας με τη σταθερά λ. 

Αντίστοιχα έχουμε τη δυνατότητα να προσθέσουμε δύο γεννήτριες συναρτήσεις 
και αυτό θα σημαίνει ότι πρέπει να προστεθούν οι αντίστοιχοι όροι των δύο 
ακολουθιών. 

Παράδειγμα: Αν έχω τις ακολουθίες  

να 1 ν 0,1, 3,| 2,   τότε: α[ν]={1,1,1,1,1,…} και  
α

1
g x x 1

1 x
 


 

 ν

νβ 1  ν 0,1 ,| ,2 3,    τότε: β[ν]={1,-1,1,-1,1,…} και  
β

1
g x x 1

1 x
  


 

Τότε προσθέτοντας τους αντίστοιχους όρους των δύο ακολουθιών προκύπτει η 

ακολουθία – άθροισμα  ν ν νγ α β     ν
1 1    που έχει τους όρους 

γ[ν]={2,0,2,0,2,…} και η αντίστοιχη γεννήτρια συνάρτηση είναι 
  2 3

γg x 2 0 x 2 x 0 x ...         2 4 62 2 x 2 x 2 x ...      

 2 2 4 62 x 2 2 x 2 x 2 x ...          2
γ2 x g x  . Άρα θα είναι 
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   2
γ γg x 2 x g x        2

γ γg x x g x 2       2
γg x 1 x 2   

 
γ 2

2
g x x 1

1 x
  


. 

Αντίστοιχα αν προσθέσω 

    
α β

1 1
g x g x

1 x 1 x
   

       

1 x 1 x

1 x 1 x 1 x 1 x

 
 

   
2

2
x 1

1 x
 


 βρίσκω 

την προηγούμενη συνάρτηση gγ. 

Άρα      
ν ν ν γ α βγ α β g x g x g x       

Μια ακόμα διαδικασία που θα μπορούσε να θεωρηθεί πράξη των γεννητριών 
συναρτήσεων είναι η λεγόμενη δεξιά ολίσθηση κατά κ. 

Αν έχω την ακολουθία (αν)|ν=1,2,3,4,… με α[ν]={α0,α1,α2,α3,α4,α5,…} και γεννήτρια 

  2 3 4 ν
α 0 1 2 3 4 ν

ν 0

g x α α x α x α x α x ... α x




            , και δημιουργήσω την 

ακολουθία (βν) με τύπο ν

ν κ

0 , ν 0,1,2, ,κ 1
β

α , ν κ

 
 


 , αυτή θα έχει σύνολο τιμών 

   0 1 2 3

κ

β ν 0,0,0, ,0 ,α ,α ,α ,α ,  και γεννήτρια: 

  ν
β ν

ν 0

g x β x




  
κ 1

ν ν
ν ν

ν 0 ν κ

β x β x
 

 

    
κ 1

ν κ ν
κ ν

ν 0 ν 0

0 x β x
 





 

     κ ν
ν

ν 0

α x






 

κ ν
ν

ν 0

x α x




     κ
αx g x . Επομένως    κ

β αg x x g x   είναι η γεννήτρια που 

αντιστοιχεί στη δεξιά διολίσθηση κ θέσεων της αρχικής ακολουθίας. 

 Παρατήρηση. 

Από την §2.06.1 έχω:   
1

1,1,1,1,
1 x




, επομένως 

2 3 4 1
1 x x x x

1 x
     


 και εάν βρω την παράγωγο συνάρτηση κάθε μέλους 

θα έχω   2 3 4 1
1 x x x x

1 x

 
         

 

2 3 4

2

1
0 1 2x 3x 4x 5x

1 x
        


 

 

ν

2
ν 0

1
ν 1 x

1 x





  


 . 
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Επομένως θα αντιστοιχούν:  
 2

1
1,2,3,4,

1 x



. 

 Γενίκευση.  

Αν    
0 1 2 3 4α ,α ,α ,α ,α , g x  τότε    

1 2 3 4α ,2α ,3α ,4α , g x  

Απόδειξη 

Πράγματι έχω ότι    
0 1 2 3 4α ,α ,α ,α ,α , g x  άρα   ν

ν
ν 0

g x α x




   

  0 1 2 3 4
0 1 2 3 4g x α x α x α x α x α x       

  2 3 4
0 1 2 3 4g x α α x α x α x α x       

  2 3 4
0 1 2 3 4g x α α x α x α x α x           

  2 3
1 2 3 4g x 0 α 1 α 2x α 3x α 4x           

  2 3
1 2 3 4g x α 2α x 3α x 4α x             

1 2 3 4α ,2α ,3α ,4α , g x  

 Παρατηρήσεις. 

Με βάση τα προηγούμενα μπορώ να παρατηρήσω: 

 

 



 1,1,1,1,1,
1

1 x
 


  Βλ. §2.06.1 

 
 2

1,2,3,4,5,
1

1 x
 


 Βλ. §2.08 

 
 2

0,1,2,3,4,
x

1 x
 


 Με δεξιά ολίσθηση 1 θέσης. Βλ. §2.07 

 
   2 3

x x 1

1 x 1 x
1,4,9,16,

  
  

  
  Βλ. §2.09 

 
 

 3
0,1,4,9,16,

x x 1

1 x





  Με δεξιά ολίσθηση 1 θέσης. Βλ. §2.07 
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Ορισμός και «απροσδόκητες» ιδιότητες. 

3.  

 Η ακολουθία Fibonacci. 

Η ακολουθία του Fibonacci είναι η αναδρομική δεύτερης τάξης ακολουθία των 
αριθμών που ορίζονται από τον αναδρομικό τύπο:  

1 2ν ν νF : F F    , για ν 3,4,5,...  και 1 2F F 1   ή ν

ν 1 ν 2

1 , ν 1

F 1 , ν 2

F F , ν 3 




 
  

 

Έτσι οι όροι της ακολουθίας θα είναι οι : 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, … 

Οι οποίοι λέγονται αριθμοί Fibonacci. 

 Παρατήρηση 

Αν θεωρήσουμε ότι 1F 0  και 2F 1  τότε θα προκύψουν οι όροι 0, 1, 1, 2, 3, 5, … 

κ.τ.λ. δηλαδή θα έχουμε και πάλι τους αριθμούς Fibonacci αλλά επί πλέον στην 
αρχή το 0. Σε πολλές περιπτώσεις μεταγενέστεροι του Fibonacci συμπεριέλαβαν 
και το 0 στην ακολουθία, συμβολίζοντας τον όρο αυτό με F0=0. Για λόγους 
ιστορικούς όμως το μηδέν δεν θεωρείται αριθμός Fibonacci.  Ηλ
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 Η ακολουθία Lucas.5 Βλ.Κεφ.11  

Μία ακόμα αναδρομική ακολουθία δεύτερης τάξης είναι η ακολουθία Lucas.  

Αυτή ορίζεται από τον ίδιο αναδρομικό τύπο, με τη διαφορά πως ο δεύτερος όρος 
είναι 3, δηλαδή θα έχω: 

 ν ν νL : L L  1 2  , για ν 3,4,5,...  και 1 2L 1,L 3    ή  ν

ν 1 ν 2

1 , ν 1

L 1 , ν 3

L L , ν 3 




 
  

 

Έτσι οι αριθμοί Lucas θα είναι οι : 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, … 

 Σημείωση 

Στη σχετική βιβλιογραφία, είναι πιθανό να βρείτε αναφορές για αριστερή 
επέκταση της ακολουθίας Fibonacci ή της ακολουθίας Lucas, με όρους που έχουν 
αρνητικό δείκτη.  

Στον επόμενο πίνακα αναφέρω μερικούς όρους των επεκτάσεων αυτών. Ο τρόπος 
υπολογισμού τους είναι προφανής. 

ν -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

Fν -8 5 -3 2 -1 1 0 1 1 2 3 5 

Lν 18 -11 7 -4 3 -1 2 1 3 4 7 11 

Θα μπορούσαμε να ορίσουμε τις ακολουθίες αυτές ως εξής: 

 
ν

ν 1 ν 2

1 , ν 1

F 1 , ν 2

F F , ν 1,2 




 
   

  και  

 
ν

ν 1 ν 2

1 , ν 1

L 1 , ν 3

L L , ν 1,2 




 
   

 

                                                

 

 
5 Ο François Édouard Anatole Lucas (04.04.1842 – 03.10.1891) ήταν Γάλλος μαθηματικός, 
γνωστός για τη μελέτη της Ακολουθίας Φιμπονάτσι. 
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 Θεώρημα   (Τύπος του Binet6) βλ. §10.01 

Για τον ν-οστό όρο της ακολουθίας του Fibonacci ισχύει ο επόμενος τύπος που 
δίνει τον ν-οστό όρο σαν συνάρτηση του αριθμού ν: 

ν ν

ν

5 1 5 1 5
F

5 2 2

     
      
    

 για ν 1,2,3,4,...  

Απόδειξη 

Θεωρώ την ακολουθία 

ν ν

ν

5 1 5 1 5
X

5 2 2

     
      
    

 οπότε θα έχω:  

1 1

1

5 1 5 1 5
X

5 2 2

     
       
    

5 1 5 1 5

5 2 2

  
   
 

5 2 5
1

5 2
  1F   

2 2

2

5 1 5 1 5
X

5 2 2

     
       
    

5 1 5 1 5 1 5 1 5

5 2 2 2 2

      
       
   

5 2 5 2

5 2 2
   1 2F  . 

ν ν ν 1 ν 1

ν ν 1

5 1 5 1 5 5 1 5 1 5
X X

5 2 2 5 2 2

 



             
                 
          

 

                                                

 

 

6 Jacques Philippe Marie Binet (Γαλλικά: 2 Φεβρουαρίου 1786 - 12 Μαΐου 1856) ήταν Γάλλος 
μαθηματικός, φυσικός και αστρονόμος. Γεννήθηκε στη Ρεν το 1786 και πέθανε στο Παρίσι το 
1856. Η συνεισφορά του στα μαθηματικά ήταν σημαντική και ιδιαίτερα στους τομείς της  
θεωρίας των αριθμών και τα θεμέλια της άλγεβρας των πινάκων, στη θεωρία του άξονα των  
συζυγών, τη στιγμή αδράνειας των σωμάτων. Αναγνωρίζεται επίσης ως ο πρώτος που 
περιέγραψε τον κανόνα πολλαπλασιασμού των πινάκων (1812). Ο  τύπος του Binet εκφράζει 
αριθμούς Fibonacci σε κλειστή μορφή. Ονομάστηκε προς τιμήν του, αν και το ίδιο αποτέλεσμα 
ήταν γνωστό στον Abraham de Moivre έναν αιώνα νωρίτερα. 
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ν ν ν 1 ν 1

5 1 5 1 5 1 5 1 5

5 2 2 2 2

            
             
        

ν ν

5 1 5 1 5 1 5 1 5
1 1

5 2 2 2 2

           
             
        

ν ν

5 1 5 3 5 1 5 3 5

5 2 2 2 2

       
         
    

ν ν

5 1 5 6 2 5 1 5 6 2 5

5 2 4 2 4

       
         
    

ν ν

5 1 5 1 2 5 5 1 5 1 2 5 5

5 2 4 2 4

         
         
    

ν 2 ν 2

5 1 5 1 5 1 5 1 5

5 2 2 2 2

           
             
        

ν 2 ν 2

ν 2

5 1 5 1 5
X

5 2 2

 



     
       
    

 για ν=1,2,3,… 

Άρα η ακολουθία Χν δεν είναι άλλη από αυτή του Fibonacci. 

 Θεώρημα – Ιδιότητα  

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι η ακολουθία του Fibonacci μπορείτε να παρατηρήσετε πως 
αν επιλέξετε οποιουσδήποτε 3 διαδοχικούς όρους της, τότε ο μέσος είναι ίσος με 
τη διαφορά των δύο άκρων. Δηλαδή θα θσχύει: 

ν ν 1 ν 1F F F , ν 2       

Απόδειξη 

Για  ν 2  θα έχω ν 1 ν 1F F    

ν 1

ν ν 1 ν 1 ν

F

F F F F



     .   ὅ.ἔ.δ. 

 Παρατήρηση – Ιδιότητα 

Αν Fν|ν=1,2,3,4,… είναι η ακολουθία του Fibonacci μπορείτε επίσης να 
παρατηρήσετε πως αν επιλέξετε οποιουσδήποτε 3 διαδοχικούς όρους της, τότε το 
τετράγωνο του μέσου διαφέρει από το γινόμενο των δύο άκρων κατά μία μονάδα. Ηλ
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Παρατηρήστε: 

ν αν-1 αν αν+1 αν
2 αν-1αν+1 αν

2-αν-1αν+1 

1  1 1    

2 1 1 2 1 2 -1 

3 1 2 3 4 3 1 

4 2 3 5 9 10 -1 

5 3 5 8 25 24 1 

6 5 8 13 64 65 -1 

κ.ο.κ  Η μαθηματική έκφραση και η απόδειξη της ιδιότητας βρίσκεται στην § 5.02 

 Παρατήρηση – Ιδιότητα 

Αν Fν|ν=1,2,3,4,… είναι η ακολουθία του Fibonacci μπορείτε ακόμα να 
παρατηρήσετε πως αν επιλέξετε οποιουσδήποτε 4 διαδοχικούς όρους της, τότε το 
γινόμενο των δύο μέσων διαφέρει κατά μία μονάδα από το γινόμενο των δύο 
άκρων. Παρατηρήστε: 

ν αν-1 αν αν+1 αν+2 αν-1αν αν+1αν+2 αν
2-αν-1αν+1 

1  1 1 2    

2 1 1 2 3 2 3 -1 

3 1 2 3 5 6 5 1 

4 2 3 5 8 15 16 -1 

5 3 5 8 13 40 39 1 

6 5 8 13 21 104 105 -1 

κ.ο.κ.  Η μαθηματική έκφραση και η απόδειξη της ιδιότητας βρίσκονται στην §5.03.   

 Θεώρημα – Ιδιότητα  

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι η ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν 2 ν ν 2 νF F F 4 F , ν 3         

Απόδειξη 

Για  ν 3  θα έχω ν 2 ν ν 2F F F     

ν 2 ν 2

ν 1 ν ν ν ν 1

F F

F F F F F

 

      ν ν 1 ν 13 F F F      ν4 F   ὅ.ἔ.δ. 
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Παρατήρηση - Πόρισμα: 

Άμεση συνέπεια του προηγούμενου είναι πως αν Fν|ν=1,2,3,… είναι η ακολουθία 
του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν 2 ν 2 νF F 3 F , ν 3        

 Θεώρημα – Ιδιότητα  

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι η ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

*
ν 3 ν ν 2F F 2 F , ν        

Απόδειξη 

Για κάθε φυσικό αριθμό ν θα έχω ν 3 νF F    

ν 3

ν 2 ν 1 ν

F

F F F



   

ν 2

ν 2 ν 1 ν ν 2

F

F F F 2 F



         

ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα – Ιδιότητα  

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι η ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

*
ν 3 ν ν 1F F 2 F , ν        

Απόδειξη 

Για κάθε φυσικό αριθμό ν θα έχω ν 3 νF F    

ν 3

ν 2 ν 1 ν

F

F F F



    ν 1 ν ν 1 ν ν 1F F F F 2 F          

ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα – Ιδιότητα 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι η ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν 2 ν 2 νF F 3 F , ν ,ν 3         

Απόδειξη 

Για κάθε φυσικό αριθμό ν 3  θα έχω      ν 2 ν 2F F    

ν 2

ν 1 ν ν 2

F

F F F



   

ν 1 ν 2

ν ν 1 ν ν ν 1

F F

F F F F F

 

       ν3 F    ὅ.ἔ.δ. Ηλ
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 Θεώρημα – Ιδιότητα  

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι η ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

*
ν 6 ν ν 3F F 4 F , ν        

Απόδειξη 

Για κάθε φυσικό αριθμό ν θα έχω      ν 6 νF F     
ν 3

ν 5 ν 4 ν 2 ν 1

F

F F F F



      

ν 5

ν 4 ν 3 ν 4 ν 2 ν 1

F

F F F F F



          ν 4 ν 3 ν 2 ν 12 F F F F        ν 3 ν 2 ν 2 ν 13 F 2 F F F        

ν 3 ν 2 ν 13 F F F      

ν 3

ν 3 ν 2 ν 1 ν 3

F

3 F F F 4 F



           ὅ.ἔ.δ. 
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Οι αριθμοί Fibonacci 

είναι το  

αριθμητικό σύστημα  

της φύσης. 
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Γραμμικές Ιδιότητες 1ου βαθμού. 

4.   

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

*
1 2 3 ν ν 21 α α α α α , ν          ή  

ν
*

i ν 2
i 1

α α 1 , ν



     

Απόδειξη 

Η απόδειξη μπορεί να γίνει με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής. 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 1 31 α α   1 1 2    που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι ότι η σχέση που προκύπτει 1 2 3 κ κ 21 α α α α α        

είναι αληθής. 

 Θα δείξω ότι τότε η σχέση που προκύπτει για ν=κ+1, δηλαδή η 

1 2 3 κ 1 κ 1 21 α α α α α         θα είναι αληθής. 

Πράγματι 

κ 2

1 2 3 κ κ 1

α

1 α α α α α



       κ 2 κ 1 κ 3α α α        ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

*
1 3 5 2ν 1 2να α α α α , ν          ή   

ν
*

2 i 1 2ν
i 1

α α , ν 



    

Απόδειξη 

Ηλ
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Η απόδειξη μπορεί να γίνει με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής. 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 1 2α α  1 1   που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι ότι η σχέση που προκύπτει 1 3 5 2κ 1 2κα α α α α      

είναι αληθής. 

 Θα δείξω ότι τότε η σχέση που προκύπτει για ν=κ+1, δηλαδή η 

   1 3 5 2 κ 1 1 2 κ 1
α α α α α

  
      θα είναι αληθής. 

Πράγματι  1 3 5 2 κ 1 1
α α α α

 
      

2κ

1 3 5 2κ 1 2 κ 1 1

α

α α α α α  
     

2κ 2κ 2 1α α       2κ 2κ 1 2κ 2 2 κ 1
α α α α  

      ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

*
2 4 6 2ν 2ν 1α α α α α 1 , ν          ή  

ν
*

2 i 2ν 1
i 1

α α 1 , ν 



     

Απόδειξη 

Η απόδειξη μπορεί να γίνει με τον συνηθισμένο τρόπο της τέλειας επαγωγής: 

 Για ν=1 σχέση γίνεται 2 3α α 1    1 2 1   που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι πως είναι αληθής η σχέση 

2 4 6 2κ 2κ 1α α α α α 1       

 Για ν=κ+1 δα δείξω ότι    2 4 6 2 κ 1 2 κ 1 1
α α α α α 1

  
      .  

Πράγματι θα έχω  2 4 6 2 κ 1
α α α α


    

 

2κ 1

2 4 6 2κ 2 κ 1

α 1

α α α α α







      2κ 1 2κ 2 2κ 3α 1 α α 1          ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε το άθροισμα 

ν 1 2 3 3νΣ α α α α      είναι άρτιος αριθμός για κάθε τιμή του *ν . 

Απόδειξη 

Θεωρώ ένα κ∈ℕ*: κ>2 τότε θα έχω κ 2 κ 1 κα α α    κ 2 κ 1 κ 2 κ 1α α α α      

 κ 2 κ 12 α α 



    που είναι πολλαπλάσιο του 2, άρα άρτιος.  

Συμπέρασμα: Κάθε τριάδα διαδοχικών αριθμών Fibonacci δίνει άθροισμα όρων, 
άρτιο αριθμό.      
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Επομένως:  ν 1 2 3 3νΣ α α α α     

     1 2 3 4 5 6 3ν 2 3ν 1 3να α α α α α α α α           

     1 2 4 5 3ν 2 3ν 12 α α 2 α α 2 α α           

 1 2 4 5 3ν 2 3ν 1

λ

2 α α α α α α 2 λ 



          , πολλαπλάσιο του 2, άρα άρτιος. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε το άθροισμα 

ν 1 2 3 3ν 1Σ α α α α       είναι περιττός αριθμός για κάθε τιμή του *ν . 

Απόδειξη 

ν 1 2 3 3ν 1Σ α α α α      

     1 2 3 4 5 6 7 3ν 1 3ν 3ν 1α α α α α α α α α α            

     1 2 3 5 6 3ν 1 3να 2 α α 2 α α 2 α α           

 2 3 5 6 3ν 1 3ν

κ

1 2 α α α α α α



          2 κ 1   , που είναι περιττός αριθμός. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε το άθροισμα 

ν 1 2 3 3ν 2Σ α α α α       είναι άρτιος αριθμός για κάθε τιμή του *ν . 

Απόδειξη 

ν 1 2 3 3ν 2Σ α α α α     

     1 2 3 4 5 6 7 8 3ν 3ν 1 3ν 2α α α α α α α α α α α             

     3 4 6 7 3ν 3ν 11 1 2 α α 2 α α 2 α α             

 3 4 6 7 3ν 3ν 1

κ

2 1 α α α α α α 2 κ



           , που είναι άρτιος αριθμός. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 
ν *

να 2 , ν     

Απόδειξη 

Εφαρμόζω τη μέθοδο της μαθηματικής (τέλειας) επαγωγής. 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 1
1α 2   1<2, που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι ότι η σχέση κ
κα 2  είναι αληθής και … 
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 Για ν=κ+1 θα αποδείξω τη σχέση κ 1
κ 1α 2 

   

Πράγματι κ
κα 2  κ

κ2 α 2 2    κ 1
κ κα α 2    

Εξ άλλου κ 1 κα α , κ :κ 1      , άρα θα έχω κ 1 κα α   κ 1 κ κ κα α α α     

Επομένως 

κ 1

κ 1
κ 1 κ κ κ

α

α α α α 2





      κ 1
κ 1α 2 

  .   ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

     
ν

i 1 ν 1 ν *
i 1 2 3 4 ν ν 1

i 1

1 α α α α α 1 α 1 1 α , ν : ν 1
 





                

Απόδειξη 

Χρησιμοποιώ τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής: 

 Για ν=2, η σχέση γίνεται    
2

i 1 2

i 1 2 2 1
i 1

1 α α α 1 1 α






      

1 2 1α α 1 1 α      1 1 1 1 0 0         που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι πως η σχέση 

   κ 1 κ

1 2 3 4 κ κ 1α α α α 1 α 1 1 α


           είναι αληθής και… 

 Για ν=κ+1 θα αποδείξω ότι αληθής η σχέση

   κ 2 κ 1

1 2 3 4 κ 1 κα α α α 1 α 1 1 α
 

           

Πράγματι  κ 2

1 2 3 4 κ 1α α α α 1 α


       

 

 

 

κ
κ 1

κ 1 κ 2

1 2 3 4 κ κ 1

1 1 α

α α α α 1 α 1 α



 



  

           

   κ κ 2

κ 1 κ 11 1 α 1 α


             κ 2

κ 1 κ 11 1 α 1 α       

   
κ

κ 1 κ 11 1 α α          
κ

κ 1 κ κ 11 1 α α α          
κ

κ1 1 α    

 κ 1

κ1 1 α


       ή   κ

κ1 1 α    .   ὅ.ἔ.δ. 
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 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*

i κ κ 1 κ 2 ν ν 2 κ 1
i κ

α α α α α α α , ν,κ : ν κ   



           

Απόδειξη 

Χρησιμοποιώντας την πρόταση της §4.01 θα έχω διαδοχικά: 

ν

i
i κ

α



ν κ 1

i i
i 1 i 1

α α


 

    ν 2 κ 1 2
α α  

  ν 2 κ 1α α   .   ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
ν i ν *

i 1 ν 2
i 2

2 α 2 α , ν : ν 2

 



       

Απόδειξη 

Με μαθηματική επαγωγή: 

 Για ν=2 η σχέση γίνεται: 
2

2 i 2
i 1 2 2

i 2

2 α 2 α

 



    2 2 2
2 1 2 22 α 2 α

    

0 2
1 42 α 2 α     1 4α 4 α   1 4 3   1 1   που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι την αλήθεια της σχέσης 
κ

κ i κ
i 1 κ 2

i 2

2 α 2 α

 



    και… 

 Για ν=κ+1 θα αποδείξω την σχέση 
κ 1

κ 1 i κ 1
i 1 κ 3

i 2

2 α 2 α


  

 



    

 Πράγματι 
κ 1

κ 1 i
i 1

i 2

2 α


 





 
κ 1

κ i
i 1

i 2

2 2 α








  

 
κ

κ i κ κ 1
i 1 κ 1 1

i 2

2 2 α 2 α  

  



 
     
 
  κ 1

κ 2 κ2 2 α 2 α

     

κ 1
κ 2 κ2 2 α α

    κ 1
κ 2 κ 1 κ κ2 α α α α

       κ 1
κ 2 κ 12 α α

    
κ 1

κ 32 α

 .    ὅ.ἔ.δ.   Ηλ
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 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*3ν 1

3 i 1
i 1

α 1
α , ν

2


 




    

Απόδειξη 

Επαγωγικά… 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 
1

3 1 1
3 i 1

i 1

α 1
α

2
 

 




  3 1 1

3 1 1

α 1
α

2
 

 


 

4
2

α 1
α

2


  

3 1
1

2


 , που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι την αλήθεια της σχέσης 
κ

3κ 1
3 i 1

i 1

α 1
α

2


 




  και… 

 Για ν=κ+1 θα δείξω την σχέση  
κ 1

3 κ 1 1
3 i 1

i 1

α 1
α

2


 

 




 . 

Πράγματι θα είναι 
κ 1

3 i 1
i 1

α


 



  

κ

3 i 1 3 κ 1 1
i 1

α α    


  3κ 1
3 κ 2

α 1
α

2


 


 

3κ 1 3 κ 2α 1 2 α

2
    

  3κ 1 3 κ 2 3 κ 2α α 1 α

2
      

 3κ 3 3 κ 2α 1 α

2
   

 3κ 4α 1

2
 

. 

ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει:  

ν
*3ν 2

3 i
i 1

α 1
α , ν

2







    

Απόδειξη 

Επαγωγικά θα έχω: 

 Για ν=1 η σχέση θα γίνει 
1

3 1 2
3 i

i 1

α 1
α

2
 






  5

3

α 1
α

2


 

5 1
2

2


 , που 

είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι ότι η 
κ

3κ 2
3 i

i 1

α 1
α

2







  είναι αληθής και … 
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 Για ν=κ+1 θα δείξω ότι είναι αληθής η σχέση  
κ 1

3 κ 1 2
3 i

i 1

α 1
α

2


 






 . 

Πράγματι 
κ 1

3 i
i 1

α






  

κ

3 i 3 κ 1
i 1

α α 


  3κ 2
3κ 3

α 1
α

2





  3κ 2 3κ 3α 1 2 α

2
   



3κ 2 3κ 3 3κ 3α α 1 α

2
    

  3κ 4 3κ 3α 1 α

2
  

 3κ 5α 1

2
 

.  ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*3ν 3

3 i 1
i 1

α
α 1 , ν

2


 



     

Απόδειξη 

Επαγωγικά 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 
1

3 1 3
3 i 1

i 1

α
α 1

2
 

 



   3 1 3
3 1 1

α
α 1

2
 

    

6
4

α
α 1

2
   

8
3 1

2
  , που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι την αλήθεια της σχέσης 
κ

3κ 3
3 i 1

i 1

α
α 1

2


 



   και… 

 Για ν=κ+1 θα δείξω την σχέση  
κ 1

3 κ 1 3
3 i 1

i 1

α
α 1

2


 

 



  . 

Πράγματι  
κ 1

3 i 1
i 1

α


 



  

κ

3 i 1 3 κ 1 1
i 1

α α   


  3 κ 3
3κ 4

α
1 α

2
 

  

3 κ 3 3κ 4α 2 α
1

2
   

   3 κ 5 3κ 4α α
1

2
  

  3 κ 6α
1

2
   .   ὅ.ἔ.δ. 
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Οι αριθμοί Fibonacci,  

εμφανίζονται παντού 

στη φύση, από τη 

διάταξη των φύλλων 

στα φυτά μέχρι το 

μοτίβο των πετάλων 

στα λουλούδια. 
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Γραμμικές ιδιότητες 2ου βαθμού. 

5.  

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

2 2 2 2 *
1 2 3 ν ν ν 1α α α α α α , ν          ή  

ν
2 *
i ν ν 1

i 1

α α α , ν



     

Απόδειξη 

Για κ=1 η σχέση είναι προφανής. 

Σύμφωνα με το θεώρημα 3.06 παρατηρώ ότι για κ>1 θα έχω 2
κ κ κα α α  

 κ κ 1 κ 1α α α     κ κ 1 κ κ 1α α α α    . Έτσι για τις διάφορες τιμές του κ θα έχω: 

Για  κ=2  ισχύει  2
2 2 3 2 1α α α α α      

Για  κ=3  ισχύει  2
3 3 4 3 2α α α α α      

Για  κ=4  ισχύει  2
4 4 5 4 3α α α α α      

        

Για  κ=ν-1  ισχύει  2
ν 1 ν 1 ν ν 1 ν 2α α α α α         

Για  κ=ν  ισχύει  2
ν ν ν 1 ν ν 1α α α α α       

Αν προσθέσω τις προηγούμενες σχέσεις κατά μέλη θα έχω  

2 2 2 2
2 3 4 ν ν ν 1 2 1α α α α α α α α         άρα  
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2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 ν 1 ν ν 1 2 1α α α α α α α α α α            

 2 2 2 2 2
1 2 3 4 ν 1 1 2 ν ν 1

0

α α α α α α α α α α            

2 2 2 2 2
1 2 3 4 ν ν ν 1α α α α α α α         . 

Επομένως η δοσμένη σχέση ισχύει για κάθε *ν   

 Πρόταση   Cassini βλ. §5.10 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

 ν 12
ν ν 1 ν 1α α α 1 , ν : ν 2



          

Απόδειξη 

Εφαρμόζω τη μέθοδο της μαθηματικής (τέλειας) επαγωγής. 

 Για ν=2 η σχέση γίνεται  2 12
2 1 3α α α 1


       121 1 2 1    

1 1  , που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι ότι η σχέση  κ 12
κ κ 1 κ 1α α α 1



      είναι αληθής και … 

 Για ν=κ+1 θα αποδείξω τη σχέση  κ2
κ 1 κ κ 2α α α 1      

Πράγματι 2
κ 1 κ κ 2α α α    κ 1 κ 1 κ κ 2α α α α     

   κ 1 κ 1 κ κ κ κ 1α α α α α α        

κ 1 κ 1 κ 1 κα α α α      κ κ κ κ 1α α α α      2
κ 1 κ 1 κα α α     κ 1

1


    
κ

1  . 

ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

 ν 1

ν ν 1 ν 1 ν 2α α α α 1 , ν : ν 2


            

Απόδειξη 

Εφαρμόζω τη μέθοδο της μαθηματικής (τέλειας) επαγωγής. 

 Για ν=2 η σχέση γίνεται  2 1

2 2 1 2 1 2 2α α α α 1


           1
1 2 1 3 1     

1 1  , που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι ότι η σχέση  κ 1

κ κ 1 κ 1 κ 2α α α α 1


        είναι αληθής και … 

 Για ν=κ+1 θα αποδείξω τη σχέση  κ

κ 1 κ 2 κ κ 3α α α α 1        
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Πράγματι κ 1 κ 2 κ κ 3α α α α         κ 1 κ κ 1 κ κ 1 κ 2α α α α α α        

κ 1 κα α  κ 1 κ 1 κ κ 1α α α α      κ κ 2α α    2
κ 1 κ κ 2α α α     

 κ 1 1
1

 
 

 
κ

1  . 

 Πρόταση 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν

ν 1 ν

ν ν 1

F F 1 1
, ν : ν 2

F F 1 0




   
      

   
  

Απόδειξη 

Εφαρμόζοντας την τέλεια επαγωγή θα έχω: 

 Για ν=2 η σχέση γίνεται 

2

2 1 2

2 2 1

F F 1 1

F F 1 0




   
    

   

3 2

2 1

F F 1 1 1 1

F F 1 0 1 0

     
        

     

2 1 1 1 1 0

1 1 1 0 1 0

    
   

    
που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι πως είναι αληθής η σχέση και … 

 Για ν=κ+1 θα δείξω ότι ισχύει 

κ 1

κ 2 κ 1

κ 1 κ

F F 1 1

F F 1 0



 



   
   

   
 

Πράγματι θα έχω 

κ

κ 1 κ

κ κ 1

F F 1 1

F F 1 0




   
    

   
κ

κ 1 κ

κ κ 1

F F 1 1 1 1 1 1

F F 1 0 1 0 1 0




       
           

       
κ 1

κ 1 κ κ 1

κ κ 1 κ

F F F 0 1 1

F F F 0 1 0



 



    
     

    

κ 1

κ 2 κ 1

κ 1 κ

F F 1 1

F F 1 0



 



   
   

   
.   ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύουν: 

*
ν κ ν 1 κ ν κ 1F F F F F , ν,κ κ 2             

 
*

ν κ ν 1 κ 1 ν 1 κ 1F F F F F , ν,κ ν,κ 2             
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Απόδειξη 
ν κ

ν κ 1 ν κ

ν κ ν κ 1

F F 1 1

F F 1 0



  

  

   
    

   

ν κ
1 1 1 1

1 0 1 0

   
    

   

ν 1 ν κ 1 κ

ν ν 1 κ κ 1

F F F F

F F F F
 

 

   
    

   

ν 1 κ 1 ν κ ν 1 κ ν κ 1

ν κ 1 ν 1 κ ν κ ν 1 κ 1

F F F F F F F F

F F F F F F F F
   

   

      
  

      

ν κ ν 1 κ ν κ 1

ν κ ν κ 1 ν 1 κ

F F F F F

F F F F F
  

  

   


   
 

Άρα ν κ ν 1 κ ν κ 1F F F F F         ν 1 κ 1 κ 1 ν 1 ν 1 κ 1F F F F F F           

ν 1 κ 1 ν 1 κ 1 ν 1 κ 1 ν 1 κ 1F F F F F F F F                ν 1 κ 1 ν 1 κ 1F F F F       .    ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση    de Ocagne’s 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

 κ *
ν κ 1 ν 1 κ ν κF F F F 1 F , ν,κ : ν κ            

και 

 κ *
ν κ 1 ν 1 κ ν κF F F F 1 F , ν,κ : ν κ           

Απόδειξη 

Αν είναι Α ο πίνακας 
1 1

A
1 0

 
  
 

 και επειδή είναι γνωστό από την θεωρία των 

πινάκων ότι αν υπάρχει ο αντίστροφος πίνακας 1A  δηλαδή  D A 0 , τότε θα 

ισχύει  
κν κ ν 1 ν κA A A A A      . 

 
1 1

D A 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0

           επομένως από την πρόταση της §5.04 θα 

έχω ν κ 1 ν κ

ν κ ν κ 1

F F

F F
  

  

 
 

 

ν κ ν κ
1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 1 0

 

     
       

     

1ν κ
1 1 1 1

1 0 1 0



    
      

    
1

ν 1 ν κ 1 κ

ν ν 1 κ κ 1

F F F F

F F F F



 

 

   
     
   

ν 1 ν κ 1 κ

ν ν 1 κ κ 1

F F F F1

F F F FD

 

 

   
   

   
. Σύμφωνα με την 5.02 θα 

έχω    
κ 1 κκ 1 κ 2

κ 1 κ 1 κ

κ κ 1

F F
D F F F 1 1

F F



 



          επομένως θα είναι  Ηλ
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ν κ 1 ν κ

ν κ ν κ 1

F F

F F
  

  

 
 

 

 
κν 1 ν κ 1 κ

ν ν 1 κ κ 1

F F F F
1

F F F F
 

 

   
     

   

   

   

κ κ 1

ν 1 ν κ 1 κ

κ 1 κ
ν ν 1 κ κ 1

F F 1 F 1 F

F F 1 F 1 F



 






   
    

     

       

       

κ κ 1 κ 1 κ

ν 1 κ 1 ν κ ν 1 κ ν κ 1

κ κ 1 κ 1 κ

ν κ 1 ν 1 κ ν κ ν 1 κ 1

1 F F 1 F F 1 F F 1 F F

1 F F 1 F F 1 F F 1 F F

 

   

 

    

          
  
          

 Άρα θα έχω 

   κ 1 κ

ν κ ν 1 κ ν κ 1F 1 F F 1 F F


            κ κ

ν 1 κ ν κ 11 F F 1 F F          

⇒  κ

ν κ 1 ν 1 κ ν κF F F F 1 F          και 

   κ κ 1

ν κ ν κ 1 ν 1 κF 1 F F 1 F F


            κ κ

ν κ 1 ν 1 κ1 F F 1 F F         

⇒  κ

ν κ 1 ν 1 κ ν κF F F F 1 F        

ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci και α,β,γ,δ ∈ℕ*-{1}, τότε θα ισχύει: 

 α β γ δ α 1 β 1 γ 1 δ 1α β γ δ F F F F F F F F                

Απόδειξη 

Εάν 
1 1

A
1 0

 
  
 

 θα έχω α β γ δA A    α β γ δA A A A     

α β γ δ
1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

       
           

       
 

β 1 β γ 1 γα 1 α δ 1 δ

β β 1 γ γ 1α α 1 δ δ 1

F F F FF F F F

F F F FF F F F

  

  

      
          

      
 

α 1 β 1 α β α 1 β α β 1 γ 1 δ 1 γ δ γ 1 δ γ δ 1

α β 1 α 1 β α β α 1 β 1 γ δ 1 γ 1 δ γ δ γ 1 δ 1

F F F F F F F F F F FF F F FF

F F F F F F F F FF F F FF F F
       

       

      
     

      
  

α 1 β 1 α β γ 1 δ 1 γ δ

α β α 1 β 1 γ δ γ 1 δ 1

F F F F F F FF

F F F F FF F F
   

   

  
 

  
 

 
α β γ δ γ 1 δ 1 α 1 β 1

α β γ δ γ 1 δ 1 α 1 β 1 α 1 β 1 γ 1 δ 1

F F F F F F F F

F F F F F F F F F F F F
   

       

  


     
 

ὅ.ἔ.δ. 
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 Πρόταση 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci και α,β,γ,δ ∈ℕ*-{1}, τότε για κάθε 
κ<min(α,β,γ,δ) θα ισχύει: 

   
κ

α β γ δ α κ β κ γ κ δ κα β γ δ F F F F 1 F F F F                

Απόδειξη 

 Για κ=1 ισχύει η σχέση. (βλ. § 5.07) 

 Δέχομαι ότι ισχύει για κ=λ, δηλαδή    
λ

α β γ δ α λ β λ γ λ δ λF F F F 1 F F F F            

 Για κ=λ+1 θα δείξω ότι:    
λ 1

α β γ δ α λ 1 β λ 1 γ λ 1 δ λ 1F F F F 1 F F F F


                

Πράγματι    
λ 1

α λ 1 β λ 1 γ λ 1 δ λ 11 F F F F


           

   
λ

α λ 1 β λ 1 γ λ 1 δ λ 11 F F F F       
         

   
λ

α λ β λ γ λ δ λ1 F F F F        

α β γ δF F F F    .     ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση     

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

 ν *
ν i ν ρ ν ν i ρ i ρF F F F 1 F F , ν,ρ,i             

Απόδειξη 

Με βάση την Πρόταση της §5.09 για α ν i  , β ν ρ  , γ ν , δ ν i ρ     και 

κ ν    θα έχω: α β γ δ 2ν i ρ       και 

   
κ

α β γ δ α κ β κ γ κ δ κF F F F 1 F F F F           

   
ν

ν i ν ρ ν ν i ρ ν i ν ν ρ ν ν ν ν i ρ νF F F F 1 F F F F                    

   
ν

ν i ν ρ ν ν i ρ i ρ 0 i ρF F F F 1 F F F F               ν

ν i ν ρ ν ν i ρ i ρF F F F 1 F F         .  ὅ.ἔ.δ. 

  Πρόταση  Catalan βλ. §5.02 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

 ν λ2 2 *
ν ν λ ν λ λF F F 1 F , ν,λ : ν λ



          

Απόδειξη 

Χρησιμοποιώ την πρόταση της §5.08 με α β ν  , γ ν λ  , δ κ ν λ   . Έτσι θα 

είναι 
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α β ν ν 2ν     και γ δ ν λ ν λ 2ν       δηλαδή α β γ δ    οπότε θα έχω 

   
κ

α β γ δ α κ β κ γ κ δ κF F F F 1 F F F F           

   
ν λ

ν ν ν λ ν λ ν ν λ ν ν λ ν λ ν λ ν λ ν λF F F F 1 F F F F


                    

   
ν λ2

ν ν λ ν λ λ λ 2λ 0F F F 1 F F F F


           ν λ2 2
ν ν λ ν λ λF F F 1 F



     .     ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν κ ν 1 κ ν κ 1α α α α α , ν 1και κ 1            

Απόδειξη 

Για οποιαδήποτε τιμή του ν σταθερή και εφαρμόζω την τέλεια επαγωγή για τον κ. 

 Για κ=1 η σχέση γίνεται ν 1 ν 1 1 ν 2α α α α α      ν 1 ν 1 να α α    που είναι 

αληθής, από τον ορισμό. 

 Για κ=λ δέχομαι ότι ισχύει η σχέση ν λ ν 1 λ ν λ 1α α α α α       και… 

 Για κ=λ+1 θα αποδείξω ότι είναι αληθής η σχέση ν λ 1 ν 1 λ 1 ν λ 2α α α α α         

Πράγματι θα είναι ν λ 1 ν λ ν λ 1α α α      
μ

ν λ ν 1 λα α     (σύμφωνα με την 

παραδοχή του 2ου βήματος)  ν 1 λ ν λ 1 λ ν 1 λ 1ν 1 1
α α α α α α α α    

        

ν 1 λ ν λ 1 ν 2 λ ν 1 λ 1α α α α α α α α            

 ν 1 ν 2 λ ν λ 1 ν 1 λ 1α α α α α α α            ν λ ν λ 1 ν 1 λ 1α α α α α α       

 ν λ λ 1 ν 1 λ 1α α α α α        ν λ 2 ν 1 λ 1α α α α     .     ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν αν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

2 2 *
ν 1 ν 2ν 1α α α , ν       

Απόδειξη 

Σύμφωνα με την πρόταση της §5.02 θα έχω 

   ν ν 12 2
ν 1 ν ν ν 2 ν 1 ν 1α α 1 α α 1 α α



             ν ν 2 ν 1 ν 1α α α α       

κ κ 1

ν 1 ν 1 ν ν 2α α α α


         2ν 1ν ν 1
α α  

  , με βάση την πρόταση της §5.11.    ὅ.ἔ.δ.  

 Πρόταση. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 
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2 2 *
ν 1 ν 1 2νF F F , ν      

Απόδειξη.       (βλ. §5.04) 
2ν

2ν 1 2ν

2ν 2ν 1

F F 1 1

F F 1 0




   
    

   

ν ν
1 1 1 1

1 0 1 0

   
    

   

ν 1 ν ν 1 ν

ν ν 1 ν ν 1

F F F F

F F F F
 

 

   
    

   
 

2 2
ν 1 ν ν 1 ν ν ν 1

2 2
ν ν 1 ν 1 ν ν ν 1

F F F F F F

F F F F F F
  

  

  
  

  
 2ν 1 ν 1 ν ν ν 1F F F FF     ν ν 2νF F  .   (βλ. §5.11) 

 Πρόταση 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

 2 2
2ν 1 ν 1 νF F F   και  2

2ν ν ν 1 νF F 2 F F    *, ν : ν 2    

Απόδειξη 

Παρατηρώ ότι η πρώτη σχέση αφορά στου όρους της Fibonacci με περιττό δείκτη 
ενώ η δεύτερη σχέση στους όρους με άρτιο δείκτη. Μπορώ να αποδείξω την 
σύζευξη των δύο προτάσεων γιατί αυτό θα διευκολύνει το βήμα από ν=κ στο ν=κ+1 
στην επαγωγή.     Επαγωγικά λοιπόν θα έχω: 

 Για ν=1 η σχέσεις γίνονται 

o 2 2
2 2 1 2 1 2F F F     2 2

5 3 2F F F   2 25 2 1   5 5  

o 2
2 2 2 2 1 2F F 2 F F      2

4 2 1 2F F 2 F F    
23 1 2 1 1     3 3  

Οι οποίες είναι και οι δύο αληθείς. 

 Για ν=κ ότι αληθεύουν οι 2 2
2κ 1 κ 1 κF F F    και 2

2κ κ κ 1 κF F 2 F F     , έτσι  

 Για ν=κ+1 θα δείξω ότι ισχύουν οι σχέσεις 

o    

2 2
κ 12 κ 1 1 κ 1 1

F F F    
   2 2

2κ 3 κ 2 κ 1F F F     

o  

2
κ 1 κ κ 12 κ 1

F F 2 F F 
     2

2κ 2 κ 1 κ κ 1F F 2 F F       

Πράγματι  

o 2κ 3F   2κ 2 2κ 1F F   2κ 1 2κ 2κ 1F F F    2κ 1 2κ2 F F    2 2
κ 1 κ 2κ2 F F F   

 
2 2

κ 1 κ κ 1 κ κ κ 1 κ2 F F 2F F F 2 F F  
          

2 2
κ 2 κ 1 κ κ κ 1 κ2 F 4 F F F 2 F F           2 2 2

κ 2 κ 2 κ 1 κ κ 1 κ κF F 4 F F 2 F F F         

 
22 2

κ 2 κ 1 κ κ 1 κ κ 1 κ κF F F 4 F F 2 F F F           
2 2 2 2

κ 2 κ 1 κ κ 1 κ κ 1 κ κ 1 κ κF F F 2 F F 4 F F 2 F F F              
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2 2 2
κ 2 κ 1 κ κ 1 κ κ 1 κF F 2 F 2 F F 2 F F             2 2

κ 2 κ 1 κ κ κ 1 κ 1F F 2 F F F F        
2 2

κ 2 κ 1 κF F 2 F 0       2 2
κ 2 κ 1F F   

o 2κ 2F   2κ 1 2κF F  
2 2 2
κ 1 κ κ κ 1 κF F F 2 F F       2

κ 1 κ κ κ 1F 2 F F F    
2

κ 1 κ κ 1F 2 F F              ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
2 *

4i 2ν 1
i 1

F F 1 , ν



      

Απόδειξη 

Χρησιμοποιώ την τέλεια μαθηματική επαγωγή: 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 
1

2
4i 2 1 1

i 1

F F 1 



   2
4 1 2 1 1F F 1     2

4 3F F 1  

23 2 1   , που είναι αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι ότι είναι αληθής η 
κ

2
4i 2κ 1

i 1

F F 1



    και… 

 Για ν=κ+1 θα δείξω πως είναι αληθής η σχέση  

κ 1
2

4i 2 κ 1 1
i 1

F F 1


 


  . 

Πράγματι 
κ 1

4i
i 1

F




  

κ

4i 4 κ 1
i 1

F F




   

2
2κ 1 2 2κ 2

F 1 F 
     (από την πρόταση της 

§5.14) 

 2 2κ 2

2 2
2κ 1 2κ 2 2κ 1 2κ 2

F

F 1 F 2F F



          
2

2κ 1 2κ 2F F 1    2
2κ 3F 1  .   ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

 
ν

*
4i 1 2ν 1 2ν 2

i 0

F F F , ν  



      

Απόδειξη 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 
1

4i 1 2 1 1 2 1 2
i 0

F F F    



   4 0 1 4 1 1 3 4F F F F      

1 5 3 4F F F F     1 5 2 3    6 6 , που είναι αληθής. 
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 Για ν=κ δέχομαι πως ισχύει η σχέση 
κ

4i 1 2κ 1 2κ 2
i 0

F F F  



     και… 

 Για ν=κ+1 θα αποδείξω ότι    

κ 1

4i 1 2 κ 1 1 2 κ 1 2
i 0

F F F


    


  
κ 1

4i 1 2κ 3 2κ 4
i 0

F F F


  



  . 

Πράγματι 
κ 1

4i 1
i 0

F






  

κ

4i 1 4 κ 1 1
i 0

F F  


   2κ 1 2κ 2 2 2κ 2 1
F F F   

      (βλ. §5.14) 

 

 2 2κ 2 1

2 2
2κ 1 2κ 2 2κ 22κ 2 1

F

F F F F

 

   
     2 2

2κ 1 2κ 2 2κ 3 2κ 2F F F F      

  2
2κ 2 2κ 1 2κ 2 2κ 3F F F F        2

2κ 2 2κ 3 2κ 3F F F      2κ 3 2κ 2 2κ 3F F F     2κ 3 2κ 4F F  . 

ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*

4i 2 2ν 1 2ν 3
i 0

F F F 1 , ν  



      

Απόδειξη 
ν

4i 2
i 0

F 



  
ν

4i 1 4i
i 0

F F



 
ν ν

4i 1 4i
i 0 i 0

F F

 

   2
2ν 1 2ν 2 2ν 1F F F 1     

 2ν 1 2ν 2 2ν 1F F F 1       2ν 1 2ν 3F F 1   .      ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*

4i 3 2ν 3 2ν 2
i 0

F F F , ν  



     

Απόδειξη 

Θα είναι 
ν

4i 3
i 0

F 



  
ν

4i 2 4i 1
i 0

F F 



 
ν ν

4i 2 4i 1
i 0 i 0

F F 

 

      2ν 1 2ν 3 2ν 1 2ν 2F F 1 F F       

2ν 1 2ν 3 2ν 1 2ν 2F F F F 1          2ν 1

2ν 1 2ν 3 2ν 1 2ν 2F F F F 1


            (βλ. § 5.03) 

2ν 1 2ν 3 2ν 1 2ν 2 2ν 2ν 1 2ν 1 2ν 2F F F F F F F F               2ν 2 2ν 2ν 1 2ν 3 2ν 2ν 1F F F F F F        

 2ν 2ν 2 2ν 1 2ν 1 2ν 3F F F F F         2ν 2ν 3 2ν 1 2ν 3F F F F       2ν 2ν 1 2ν 3F F F    2ν 2 2ν 3F F  .   

ὅ.ἔ.δ.    
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Γραμμικές ιδιότητες ανωτέρου του 2ου βαθμού. 

6.   

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύουν οι επόμενες 
ιδιότητες: 

 Πρόταση   Celin-Cesaro 

4 *
ν 2 ν 1 ν 1 ν 2 νF F F F 1 F , ν : ν 3             

Απόδειξη 

ν 2 ν 1 ν 1 ν 2F F F F 1          ν 12
ν 2 ν ν 2F F 1 F 1



        (βλ. §5.02) 

  ν 12
ν 2 ν 2 νF F F 1 1



             ν 2 ν 12 2
ν νF 1 F 1 1

 
          (βλ.§5.09 για κ=2) 

       ν 2 ν 1 ν 2 ν 14 2 2
ν ν νF 1 F 1 F 1 1 1

   
           

       ν 1 ν 1 ν 2 ν 14 2 2
ν ν ν

0

F 1 F 1 F 1 1 1
   

             2ν 34
νF 1 1


     4

νF 1 1   

4
νF .     ὅ.ἔ.δ. 
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 Πρόταση 

2 2
ν κ 1 ν κ 2ν 1 2κ 1F F F F , ν,κ : ν κ           

Απόδειξη 

Από την πρόταση της §3.05 είναι γνωστός ο τύπος του Binet που δίνει τον ν-

οστό όρο της Fibonacci συναρτήσει του ν,  

ν ν

ν

5 1 5 1 5
F

5 2 2

     
      
    

.  

Αν συμβολίσω 
1 5

Φ
2


  και 

1 5
Φ

2


   θα έχω Φ Φ 1    και Φ Φ 1   .  

Έτσι θα έχω 2 2
ν κ 1 ν κF F        

2 2

ν κ 1 ν κ 1 ν κ ν κ5 5
Φ Φ Φ Φ

5 5
     

   
         

   

   
2 2

2 2ν κ 1 ν κ 1 ν κ ν κ5 5
Φ Φ Φ Φ

5 5
     

   
          

   

           

2
2 2 2 2ν κ 1 ν κν κ 1 ν κ 1 ν κ ν κ5

Φ Φ 2 Φ Φ Φ Φ 2 Φ Φ
5

       
                 
 

           

2
2 2 2 2ν κ 1 ν κν κ 1 ν κ 1 ν κ ν κ5

Φ Φ 2 1 Φ Φ 2 1
5

       
               
 

           
2

2 2 2 2ν κ ν κν κ 1 ν κ 1 ν κ ν κ5
Φ Φ 2 1 2 1 Φ Φ

5

      
               
 

              
2

2 2 2 2ν κ κν κ 1 ν κ 1 ν κ ν κ

0

5
Φ Φ 2 1 1 1 Φ Φ

5

     
               

    

 
2

2ν 2κ 2 2ν 2κ 2 2ν 2κ 2ν 2κ5
Φ Φ Φ Φ

5
     

 
       

 

                
2

2ν 1 2κ 1 2ν 1 2κ 1 2ν 1 2κ 1 2ν 1 2κ 15
Φ Φ Φ Φ

5
           

 
       

 

       
 

 

 

 

2
2ν 1 2ν 1

2ν 1 2κ 1 2ν 1 2κ 1

2κ 1 2κ 1

5 Φ Φ
Φ Φ

5 Φ Φ

 
     

 

   
        

   

                
2

2ν 1 2κ 1 2ν 1 2κ 1 2ν 1 2κ 1 2ν 1 2κ 15
Φ Φ Φ Φ Φ Φ

5
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2

2ν 1 2κ 1 2κ 1 2ν 1 2κ 1 2κ 15
Φ Φ Φ Φ Φ Φ

5
     

 
            

 

         
2

2κ 1 2κ 1 2ν 1 2ν 15
Φ Φ Φ Φ

5
   

 
      

 

         2ν 1 2ν 1 2κ 1 2κ 15 5
Φ Φ Φ Φ

5 5
   

   
        

   
2ν 1 2κ 1F F        ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

3 3 3
3ν ν 1 ν ν 1F F F F , ν       

Απόδειξη 

Από την §5.04 έχω 

3ν

3ν 1 3ν

3ν 3ν 1

F F 1 1

F F 1 0




   
    
  

3ν
1 1

1 0

  
     

3

ν 1 ν

ν ν 1

F F

F F




 
 

 

ν 1 ν ν 1 ν ν 1 ν

ν ν 1 ν ν 1 ν ν 1

F F F F F F

F F F F F F
  

  

     
        
     

 

 

2 2
ν 1 νν 1 ν ν ν 1 ν 1

2 2
ν ν 1ν ν 1 ν 1 ν ν 1

F FF F F F F

F FF F F F F

  

  

     
          

   

     

3 2 2 2 3
ν 1 ν 1 ν ν ν 1 ν 1 ν 1 ν ν ν ν 1 ν 1 ν 1

3 2 2 2 2
ν 1 ν ν 1 ν 1 ν ν ν 1 ν ν 1 ν 1 ν 1 ν ν 1

F F F F F F F F F F F F F

F F F F F F F F F F F F F

       

       

      
  

       

 

Άρα  2 3
ν ν 1 ν ν ν ν 1 ν 1 ν 1F F F F F F F F       

     3 2
ν ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1F F F F F F F F F             

 3 3 2 2 2
ν ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1F F F F F F F           3 3 2 2 3

ν ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1F F F F F F F          3 3 3
ν 1 ν ν 1F F F   . 

ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

 
ν 12 2

ν κ 1 κ 1 κ ν 1 ν 1 κ ν κ νF F F F F F 1 F F , ν,κ : ν κ


                   

Απόδειξη 

Ξεκινώ από το δεύτερο μέλος της ταυτότητας και χρησιμοποιώντας τις §5.06 και 
§5.11 θα έχω διαδοχικά: 
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ν 1

κ ν κ ν1 F F


      
ν

κ ν κ ν1 F F        κ ν 1 κ 1 ν ν 1 κ ν κ 1F F F F F F F F          

 2 2 2
κ ν 1 ν 1 κ ν 1 ν κ 1 κ 1 ν ν 1 κ κ 1 νF F F F F F F F F F F F F                    

2 2 2
κ ν 1 ν 1 κ ν 1 ν κ 1 κ 1 ν ν 1 κ κ 1 νF F F F F F F F F F F F F                    

 
ν

2 2 2
κ ν 1 ν 1 ν κ κ 1 ν 1 ν 1 κ 1 ν

F

F F F F F F F F F F                

2 2 2 2
κ ν 1 ν 1 ν κ κ 1 κ 1 νF F F F F F F F              

κ 1

2 2
κ ν 1 ν 1 ν κ 1 κ κ 1

F

F F F F F F F



   



       

2 2
ν κ 1 κ 1 κ ν 1 ν 1F F F F F F         .       ὅ.ἔ.δ. 

 Πρόταση 

*
ν κ λ ν 1 κ 1 λ 1 ν κ λ ν 1 κ 1 λ 1F F F F F F F F F F , ν,κ,λ : ν,κ,λ 2                     

Απόδειξη 

Από την 5.04 θα έχω: 

ν κ λ

ν κ λ 1 ν κ λ

ν κ λ ν κ λ 1

F F 1 1

F F 1 0

 

    

    

   
    
  

ν κ λ
1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 1 0

     
     

     

ν 1 ν κ 1 κ λ 1 λ

ν ν 1 κ κ 1 λ λ 1

F F F F F F

F F F F F F
  

  

    
       
     

ν 1 κ 1 ν κ ν 1 κ ν κ 1 λ 1 λ

ν κ 1 ν 1 κ ν κ ν 1 κ 1 λ λ 1

F F F F F F F F F F

F F F F F F F F F F
    

    

    
       

ν 1 κ 1 λ 1 ν κ λ 1 ν 1 κ λ ν κ 1 λ ν 1 κ 1 λ ν κ λ ν 1 κ λ 1 ν κ 1 λ 1

ν κ 1 λ 1 ν 1 κ λ 1 ν κ λ ν 1 κ 1 λ ν κ 1 λ ν 1 κ λ ν κ λ 1 ν 1 κ 1 λ 1

F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F

F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F F
           

           

      
        

. 

Άρα ν κ λ ν 1 κ 1 λ ν κ λ ν 1 κ λ 1 ν κ 1 λ 1F F F F F FF F FF F F F           

 
κ 1

ν κ λ ν 1 κ κ 1 λ ν 1 κ λ 1 ν κ 1 λ 1

F

F F F F F F F F F F F F F



          

ν κ λ ν 1 κ λ ν 1 κ 1 λ ν 1 κ λ 1 ν κ 1 λ 1F FF F FF F F F F FF F F F           

 ν κ λ ν 1 κ λ λ 1 ν 1 κ 1 λ ν κ 1 λ 1F F F F F F F F F F F F F          

ν κ λ ν 1 κ λ 1 ν 1 κ 1 λ ν κ 1 λ 1F FF F FF F F F F F F         

 ν κ λ ν 1 κ 1 κ 1 λ 1 ν 1 κ 1 λ ν κ 1 λ 1F F F F F F F F F F F F F            

ν κ λ ν 1 κ 1 λ 1 ν 1 κ 1 λ 1 ν 1 κ 1 λ ν κ 1 λ 1F FF F F F F F F F F F F F F              

 ν κ λ ν 1 κ 1 λ 1 ν 1 κ 1 λ 1 λ ν κ 1 λ 1F FF F F F F F F F F F F            

ν κ λ ν 1 κ 1 λ 1 ν 1 κ 1 λ 1 ν κ 1 λ 1F FF F F F F F F F F F             
ν 1

ν κ λ ν 1 κ 1 λ 1 κ 1 λ 1 ν 1 ν

F

F F F F F F F F F F



        

ν κ λ ν 1 κ 1 λ 1 ν 1 κ 1 λ 1F FF F F F F F F        .        ὅ.ἔ.δ.                   
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Ιδιότητες με συνδυασμούς. 

7.    

Είναι απαραίτητο να υπενθυμίσω τους επόμενους δύο ορισμούς: 

 Ορισμός 

Αν ν τότε θα λέγεται ν-παραγοντικό ο αριθμός ν! 1 2 3 4 ν      . Επί πλέον 

ορίζεται  0!=1 . 

 Ορισμός 

Αν ν,κ : ν κ   τότε θα λέγεται συνδυασμός των ν ανά κ ο αριθμός  

 

ν ν!

κ κ! ν κ !

 
 

  
. 

Επί πλέον ορίζουμε πως εάν ν<κ τότε θα είναι 
ν

0
κ

 
 

 
. 

 Ιδιότητα 

Αν ν,κ : ν κ   τότε θα ισχύει η ιδιότητα: 

ν ν ν 1

κ κ 1 κ

     
      

     
 

Ηλ
ία
ς Σ
κα
ρδ
αν

άς



Ηλίας Σκαρδανάς Η ακολουθία  Fibonacci. 

 

68 

 

Απόδειξη 

ν ν

κ κ 1

   
    

         

ν! ν!

κ! ν κ ! κ 1 ! ν κ 1 !
 

       

ν! 1 1

κ 1 ! ν κ ! κ ν κ 1

 
  

    

     

ν! ν κ 1 κ

κ 1 ! ν κ ! κ ν κ 1

  
  

         

ν! ν 1

κ 1 ! ν κ ! κ ν κ 1


 

   

 

 

ν 1 !

κ! ν κ 1 !




 

ν 1

κ

 
  
 

.    ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει7: 

ν

2
*

ν 1
i 0

ν i
F , ν

i

 
  





 
   

 
   

Απόδειξη 

Εφαρμόζω την μέθοδο της μαθηματικής (τέλειας) επαγωγής. 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται: 

1

2

1 1
i 0

1 i
F

i

 
  





 
  

 


0

2
i 0

1 i
F

i

 
  

 


1 0
1

0

 
  
 

1
1

0

 
   

 

1!
1

0! 1!
 



1
1

1 1



,  η οποία είναι αληθής. 

 Για ν=2 θα έχω: 

2

2

2 1
i 0

2 i
F

i

 
  





 
  

 


 1

3
i 0

2 i
F

i

 
  

 
 3

2 0 2 1
F

0 1

    
     
   

2 1
2

0 1

   
      

   

2! 1!
2

0! 2! 1! 1!
  

 
2 1 1  ,  η οποία επίσης είναι 

αληθής. 

                                                

 

 

7 Ο συμβολισμός [x] συμβολίζει το ακέραιο μέρος του x. Με άλλα λόγια τον μέγιστο ακέραιο 
που είναι μικρότερος ή ίσος του x. 
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 Θα αποδείξω ότι, αν για κάποιο κ η σχέση 

ν

2

ν 1
i 0

ν i
F

i

 
  





 
  

 
 είναι αληθής για 

όλα τα ν που είναι μικρότερα του κ, τότε... 

 Η σχέση θα είναι αληθής και για την τιμή ν=κ δηλαδή θα είναι αληθής η 
κ

2

κ 1
i 0

ν i
F

i

 
  





 
  

 
  

o Εάν κ είναι άρτιος τότε κ=2λ και θα ισχύουν  
κ

λ λ
2

 
  

 
, 

κ 1 κ 1 1
λ λ 1

2 2 2 2

     
          

     
 και  

κ 2 κ
1 λ 1 λ 1

2 2

   
        

   
 

Έτσι θα έχω ότι κ 1 κ κ 1F F F     

κ 1 κ 2

2 2

i 0 i 0

κ 1 i κ 2 i

i i

    
      

 

      
    

   
 

λ 1 λ 1

i 0 i 0

2λ 1 i 2λ 2 i

i i

 

 

      
     

   
   

2λ 1 2λ 2 2λ 3 2λ 4 2λ 1 λ 2 2λ 1 λ 1

0 1 2 3 λ 2 λ 1

                    
                  

            
     

2λ 2 2λ 3 2λ 4 2λ 2 λ 2 2λ 2 λ 1

0 1 2 λ 2 λ 1

                 
               

          
 (βλ .§ 7.03)  

 2λ 1 2λ 1 2λ 2 2λ 3 λ 12λ λ 1

0 1 2 3 λ 1λ 1

               
                 

          

 

1 1

κ 1 κ 1 κ 2 κ 3 λ 1κ λ 1

0 1 2 3 λ 1λ 1

               
                 

          

 

1 1

κ 0 κ 1 κ 2 κ 3 κ λκ λ 1

0 1 2 3 λλ 1

               
                 

          

λ

i 0

κ i

i

 
 

 


 λ

i 0

κ i

i

 
  

 


κ

2

i 0

κ i

i

 
 
 



 
 
 

 . Ηλ
ία
ς Σ
κα
ρδ
αν

άς



Ηλίας Σκαρδανάς Η ακολουθία  Fibonacci. 

 

70 

 

o Εάν κ είναι περιττός τότε κ=2λ+1 και θα ισχύουν 
κ 1

λ λ
2 2

   
     

   
, 

 
κ 1 2λ 1 1

λ λ
2 2

     
     

   
 και 

κ 2 2λ 1 2 1
λ λ 1

2 2 2

       
         

     
 

Έτσι θα έχω ότι κ 1 κ κ 1F F F     

κ 1 κ 2

2 2

i 0 i 0

κ 1 i κ 2 i

i i

    
      

 

      
    

   
 

λ λ 1

i 0 i 0

2λ 1 1 i 2λ 1 2 i

i i



 

        
     

   
 

λ λ 1

i 0 i 0

2λ i 2λ 1 i

i i



 

     
    

   
 

 2λ 0 2λ 1 2λ 2 2λ 3 2λ λ2λ λ 1

0 1 2 3 λλ 1

               
                 

          

2λ 1 2λ 2 2λ 3 2λ 1 λ 2 2λ 1 λ 1

0 1 2 λ 2 λ 1

                 
               

          
(βλ  .§ 7.03)  

 2λ 2λ 2λ 1 2λ 2 λ 12λ λ 1 1

0 1 2 3 λλ 1

              
                 

          

 

1

2λ κ 1 κ 2 κ 3 κ λκ λ 1

0 1 2 3 λλ 1

              
                 

          

 

1

κ κ 1 κ 2 κ 3 κ λκ λ 1

0 1 2 3 λλ 1

              
                 

          

λ

i 0

κ i

i

 
 

 


κ

2

i 0

κ i

i

 
 
 



 
  

 
                                    ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*

ν
i 1

ν i
F , ν

i 1

 
   

 
   

Απόδειξη 

Χρησιμοποιώντας μαθηματική επαγωγή θα έχω: 
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 Για ν=1 η σχέση γίνεται 
1

1
i 1

1 i
F

i 1

 
  

 
 1

1 1
F

1 1

 
  

 

0
1

0

 
  
 

0!
1

0! 0!




που είναι αληθής. 

 Για ν=2 η σχέση γίνεται 
2

2
i 1

2 i
F

i 1

 
  

 
 2

2 1 2 2
F

1 1 2 1

    
     

    

2

1 0
F

0 1

   
      

   

1!
1 0

0! 1!
  


1 1 , που είναι αληθής. 

 Θα δείξω πως, αν για την τιμή ν=κ>2, η σχέση 
ν

ν
i 1

ν i
F

i 1

 
  

 
 είναι αληθής για 

όλες τις τιμές ν κ , τότε… 

 Η σχέση θα είναι αληθής και για ν=κ, δηλαδή θα είναι αληθής και η σχέση
κ

κ
i 1

κ i
F

i 1

 
  

 
  

Πράγματι θα ισχύουν: κ κ 1 κ 2F F F     
   κ 1 κ 2

i 1 i 1

κ 1 i κ 2 i

i 1 i 1

 

 

      
    

    
 

 

 

 

 

κ 2 κ 3 κ 4 κ 5 κ 1 κ 2 κ 1 κ 1

1 1 2 1 3 1 4 1 κ 2 1 κ 1 1

                   
                 

                  
  

 

 

 

 

κ 3 κ 4 κ 5 κ 6 κ 2 κ 3 κ 2 κ 2

1 1 2 1 3 1 4 1 κ 3 1 κ 2 1

                   
                

                  
 

 κ 2 κ 3 κ 4 κ 5 κ κκ κ 1

0 1 2 3 κ 2κ 3

               
                 

          
  

 κ 3 κ 4 κ 5 κ 6 κ κκ κ 1

0 1 2 3 κ 3κ 4

               
                 

          
 (βλ .§ 7.03)   

 

κ 1
1

0

κ 2 κ 2 κ 3 κ 4 κ κ 1κ κ 1 1

0 1 2 3 κ 2κ 3

 
  

 

                 
                 

          
 

 κ 2

x 0

κ x 1

x





  
  

 
  

κ 1

i 1

κ i

i 1





 
 

 


κ 1

i 1

0

κ i 0

i 1 κ 1







   
    

    


κ

i 1

κ i

i 1

 
 
 

 .                ὅ.ἔ.δ. Ηλ
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 Θεώρημα. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

2ν
ν *

2i 2ν
i 0

2ν
F 5 F , ν

i

 
     

 
   

Απόδειξη 

Χρησιμοποιώ την §3.05 και τον διωνυμικό τύπο του Νεύτωνα8  

2i 2i
2ν 2ν

2i
i 0 i 0

2ν 2ν 5 1 5 1 5
F

i i 5 2 2 

           
           

         
 

2i 2i
2ν

i 0

2ν 2ν5 1 5 1 5

i i5 2 2

        
          

        


i i
2ν 2ν

i 0 i 0

2ν 2ν5 1 2 5 5 1 2 5 5

i i5 4 4 

          
          

        
 

i i
2ν 2ν

i 0 i 0

2ν 2ν5 3 5 3 5

i i5 2 2 

        
          

        
 

i i
2ν 2ν

2ν i 2ν i

i 0 i 0

2ν 2ν5 3 5 3 5
1 1

i i5 2 2
 

 

        
              

        
 

2ν 2ν

5 3 5 3 5
1 1

5 2 2

     
         
    

2ν 2ν

5 5 5 5 5

5 2 2

     
      
    

2ν 2ν

5 5 1 5 1
5 5

5 2 2

     
       
    

2ν 2ν

ν ν5 5 1 5 1
5 5

5 2 2

     
      

    

                                                

 

 

8 Ο διωνυμικός τύπος του Νεύτωνα είναι  
ν

ν ν κ κ

κ 0

ν
α β α β

κ




 
    

 
   που δίνει το ανάπτυγμα της 

νι-οστής δύναμης ενός διωνύμου με τη βοήθεια συνδυασμών. 
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2ν 2ν

ν 1 5 1 5 1
5 5

2 2


     
        
    

2ν 2ν
ν5 5 1 5 1

5
5 2 2

     
       
    

2ν 2ν

ν 5 1 5 1 5
5

5 2 2

     
        
    

ν
2ν5 F .                    ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*

i 2ν
i 0

ν
F F , ν

i

 
    

 
   

Απόδειξη 

Εργάζομαι με παρόμοιο της §7.06 τρόπο. 

ν

i
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ν
F

i

 
  

 


i i
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 Θεώρημα. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*

κ i ν κ
i 0

ν
F F , ν,κ :κ ν

i  



 
     

 
   

Απόδειξη 

Εργάζομαι με παρόμοιο της §7.06 τρόπο. 

ν

κ i
i 0

ν
F

i 



 
  

 


κ i κ i
ν

i 0

ν 5 1 5 1 5

i 5 2 2

 



          
         
       



ν κ ν κ

κ i κ i
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ν κ ν κ
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ν
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ν i ν i
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1 5 1 5
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ν i ν i
ν ν

ν κ ν κ
i 0 i 0

ν ν5 1 1 5 1 1 5
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ν i ν i
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ν κ ν κ
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ν κ ν κ
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5 2 2

        
       
    

ν κ ν κ

ν κ
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F

5 2 2

 



     
      
    

.   
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 Θεώρημα. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
i *

i 3ν
i 0

ν
2 F F , ν

i

 
     

 
   

Απόδειξη 

Ακολουθώ παρόμοιο τρόπο με αυτόν της §7.06. 
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ν
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i
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ν
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i i
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i 0
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ν ν3 3
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5 2 2

                            
3ν 3ν
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F

5 2 2

     
       
    

.       ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
*

2ν 1 i
i 0

ν 1
F 1 F, ν

i 1



 
     

 
   

Απόδειξη 

Εργάζομαι επαγωγικά. 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 
1

2 1 1 i
i 0

1 1
F 1 F

i 1 



 
    

 


3 0 1

2 2
F 1 F F

0 1 1 1

   
         

    
3 0 1

2 2
F 1 F F

1 2

   
        

   

3 0 1F 1 F F     2 1 0 1   , που είναι αληθής. 
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 Για ν=2 η σχέση γίνεται 
2

2 2 1 i
i 0

2 1
F 1 F

i 1 



 
    

 


5 0 1 2

3 3 3
F 1 F F F

0 1 1 1 2 1

     
             

       

5 0 1 2

3 3 3
F 1 F F F

1 2 3

     
             

     

3! 3! 3!
5 1 0 1 1

1! 2! 2! 1! 3! 0!
        

  
5 1 3 1 1 1      5 1 3 1   , 

που είναι αληθής. 

 Με υπόθεση ότι η σχέση 
ν

2ν 1 i
i 0

ν 1
F 1 F

i 1



 
   

 
  είναι αληθής για όλα τα 

ν κ   θα αποδείξω ότι… 

 Ισχύει η σχέση για ν=κ+1 δηλαδή  

 κ 1

i2 κ 1 1
i 0

κ 1 1
F 1 F

i 1



 


  
    

 


κ 1

2κ 3 i
i 0

κ 2
F 1 F

i 1







 
   

 
  

Πράγματι και με τη βοήθεια της §7.07 θα έχω 2κ 3 2κ 2 2κ 1F F F    

κ 1 κ

i i
i 0 i 0

κ 1 κ 1
F 1 F

i i 1



 

    
        

   
 

κ κ

i κ 1 i
i 0 i 0

κ 1 κ 1 κ 1
F F 1 F

i κ 1 i 1

 

       
            

      
      (βλ. §7.03) 

κ

κ 1 i
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κ 1 i i 1
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1 F F
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κ
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κ 2 κ 2
1 F F

κ 1 1 i 1 1



    
        

      


 κ 1
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i 0

κ 1 1
1 F

i 1





  
   

 
 .     ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα Rabinowitz. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύει: 

ν
i ν 1 *

κν κ κ 1 i
i 0

ν
F F F F, ν

i
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Απόδειξη 

Αν είναι 
1 1

Μ
1 0

 
  
 

 τότε σύμφωνα με την §5.04 θα ισχύει ν 1 ν ν

ν ν 1

F F
Μ , ν 2

F F




 
  

 
 

Άρα θα είναι m 1 mm
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ν
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ν F F
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i F F




 

   
     

   
 . Άρα θα είναι  

ν
i ν i

κν κ κ 1 i
i 0

ν
F F F F

i






 
   

 
 .   ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Αν Fν|ν=1,2,3,… είναι ακολουθία του Fibonacci τότε θα ισχύουν: 

ν
*

2ν 1
i 0

ν i
F , ν

2i



 
   

 
    και   

ν 1
*

2ν
i 0

ν i
F , ν

2i 1





 
   

 
  

Απόδειξη 

Οι σχέσεις θα αποδειχτούν επαγωγικά και επειδή έχω την αναδρομικότητα της 
ακολουθίας Fibonacci θα είναι πιο χρήσιμο να αποδείξω ταυτόχρονα τις δύο 
σχέσεις, αποδεικνύοντας την σύζευξή τους όπως στην §5.14. 

 Για ν=1 οι δύο σχέσεις γίνονται: 

o 
1 1

2 1
i 0

1 i
F

2i 1







 
  

 


0

2
i 0

1 i
F

2i 1

 
  

 
 2

1 0
F

2 0 1

 
  

  

1
1

1

 
  
 

1 1 . 

o 
1

2 1 1
i 0

1 i
F

2i 



 
  

 
 3

1 0 1 1
F

2 0 2 1

    
     

    
3

1 2
F

0 22

   
     
   

2 1 1  . 

Που είναι αληθείς και οι δύο. 

 Για ν=κ υποθέτω ότι είναι αληθείς οι σχέσεις: 
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o 
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  και 

o 
κ
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 Θα αποδείξω ότι οι σχέσεις είναι αληθείς για ν=κ+1 δηλαδή: 
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Η φύση προφανώς δεν 

προσπαθεί να χρησιμοποιήσει 

την ακολουθία Fibonacci, αυτή 

εμφανίζεται ως το δευτερεύον 

αποτέλεσμα μιας πολύ 

βαθύτερης φυσικής διαδικασίας. 
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Ακολουθία Fibonacci και Χρυσός Αριθμός Φ. 

8.   

 Σχέση των αριθμών Fibonacci και Φ. 

Στις §3.05 (σελίδα 39) και §10.01 (σελίδα 89) αποδεικνύεται η σχέση 
ν ν

ν

5 1 5 1 5
F

5 2 2

     
      
    

 που δίνει το ν-οστό όρο της ακολουθίας 

Fibonacci με κλειστό τύπο, δηλαδή σε συνάρτηση με το ν και όχι με αναδρομικό 
τρόπο.  

Είναι άξιο προσοχής ότι με βάση τα προηγούμενα θα ισχύει  ν ν
ν

5
F Φ Φ

5
   , 

πράγμα που κάνει προφανή τη συγγένεια μεταξύ του Φ και των αριθμών της 
ακολουθίας του Fibonacci. Πιστέψτε με, δεν είναι η μοναδική σχέση μεταξύ τους! 
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 Μία απροσδόκητη σχέση. 

Παρατηρήστε τον επόμενο πίνακα: 

Στην πρώτη στήλη αναγράφεται ο 
αύξων αριθμός του όρου της 
ακολουθίας Fibonacci, δηλαδή το ν. 
Στη δεύτερη στήλη αναγράφεται ο 
αντίστοιχος όρος της ακολουθίας, 
στην τρίτη στήλη σημειώνεται η 
διαίρεση του όρου με τον αμέσως 
προηγούμενό του και στην τέταρτη 
στήλη το πηλίκο αυτής της διαίρεσης. 

Παρατηρώντας τα πηλίκα που 
αναφέρονται στην τέταρτη στήλη 
λοιπόν, θα διαπιστώσουμε ότι, όσο 
αυξάνει ο αριθμός ν, τόσο το πηλίκο 
προσεγγίζει τον αριθμό Φ. 

Μάλιστα τα 4 πρώτα δεκαδικά 
ψηφία έχουν «σταθεροποιηθεί» από 
τον 13ο όρο.  

α/α όρος Διαίρεση με 
Πηλίκο 

1 1 Προηγούμενο 

2 1 1
1⁄  1,00000000 

3 2 2
1⁄  2,00000000 

4 3 3
2⁄  1,50000000 

5 5 5
3⁄  1,66666667 

6 8 8
5⁄  1,60000000 

7 13 13
8⁄  1,62500000 

8 21 21
13⁄  1,61538462 

9 34 34
21⁄  1,61904762 

10 55 55
34⁄  1,61764706 

11 89 89
55⁄  1,61818182 

12 144 144
89⁄  1,61797753 

13 233 233
144⁄  1,61805556 

14 377 377
233⁄  1,61802575 

15 610 610
377⁄  1,61803714 

16 987 987
610⁄  1,61803279 

17 1597 1597
987⁄  1,61803445 

18 2584 2584
1597⁄  1,61803381 

19 4181 4181
2584⁄  1,61803406 

20 6765 6765
4181⁄  1,61803396 Ηλ
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Τις παρατηρήσεις αυτές έκανε πρώτος ο Johannes Kepler.9 

Αυτή η παρατήρηση μας επιτρέπει να υποψιαστούμε ότι ισχύει: 
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F



   

Απόδειξη 

Συμβολίζω με ν 1
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F
R
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   ν ν 1
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F F
Φ

F
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F
1 Φ

F
   

ν
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1
1 Φ

F

F 

  
ν

1
1 Φ

R
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1 1
1 1

R Φ

 
    

  ν

1 1

R Φ
  ν

ν

Φ R

Φ R





 

ν
(1)

ν

1
Φ R

Φ R
  


ν

(2)

1
R Φ

Φ
 

ν

1
(2)

σταθερό

1
R Φ

Φ

 
  
 

 

Η ανισότητα (1) στηρίζεται στο γεγονός ότι ν

ν

1
R 1 1

R
     και ν

1
R Φ 0

Φ
  . 

Οι ανισότητες (2) παράγονται αν επαναληφθεί η διαδικασία ν φορές. 

Από την άλλη θα ισχύουν Φ 1 
1

0 1
Φ

    άρα  
ν

ν

1
lim 0

Φ

 
  

 
ν

1
ν

σταθερό

1
lim R Φ 0

Φ

 
    

 
ν 1

ν
lim R Φ 0


   ν 1
ν
limR Φ


  ν 1

ν
ν

F
lim Φ

F



 .   ὅ.ἔ.δ. 

                                                

 

 

9 Johannes Kepler (27.12.1571 – 15.11.1630), ήταν Γερμανός μαθηματικός και αστρονόμος. Είναι 
περισσότερο γνωστός ως ο «Νομοθέτης του ουρανού» από τους φερώνυμους Νόμους που 
αφορούν στην κίνηση των πλανητών γύρω από τον Ήλιο. 
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 Παρατήρηση.  

Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι η ιδιότητα της προηγούμενης §8.03 ισχύει 
γενικά για κάθε αναδρομική ακολουθία 2ης τάξης που δημιουργείται από τον 
αναδρομικό τύπο της Fibonacci ν 2 ν 1 νL : L L   , ανεξάρτητα από τις τιμές των δύο 

πρώτων όρων, αρκεί να είναι 1L 0  και 2L 0 . Δηλαδή θα ισχύει η σύγκλιση: 

 

ν 1

ν
ν

L
lim Φ

L



  

ακόμα και για την ακολουθία Lucas ή και για την ακολουθία που έχει π.χ. 1L 19  

και 2L 31 . 

Απόδειξη 

Αν υποθέσω ότι η ακολουθία (aν)|ν=1,2,3,4 είναι αναδρομική 2ης τάξης με 

αναδρομικό τύπο, τον Fibonacci δηλαδή ν ν 1 ν 2a a a    για ν 3  και *
1 2a ,a   τότε 

ορίζω ν
ν

ν 1

a
R , ν 2

a 

  . 

Θα είναι νR Φ  ν

ν 1

a
Φ

a 

  ν 1 ν 2

ν 1

a a
Φ

a
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ν 1

a
1 Φ
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1
1 Φ
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1
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R Φ
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Φ R
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1
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Φ
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1
Φ R

Φ



 
   
 

 

Αλλά είναι Φ 1 
1

0 1
Φ

  , άρα 
ν 2

ν

1
lim
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  2

ν

2 2

ν
Φ

0

1
lim Φ 0 Φ 0

Φ




 
  

     
  
  

 

Επομένως 
ν 2

2 2
ν

1
lim Φ R 0 Φ R 0

Φ





  
       

   

. Άρα  ν
ν
lim R Φ 0


  

ν
ν
lim R Φ


  .    ὅ.ἔ.δ.                                                                                       
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Fibonacci και διαιρετότητα. 

9.  

 Παρατηρήσεις. 

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13 F14 F… 

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 … 

  ⌂   ⌂   ⌂   ⌂   ⌂ 

Αν γράψουμε μερικούς όρους της ακολουθίας Fibonacci μπορούμε να 
παρατηρήσουμε ότι: 

1. Κάθε τρίτος όρος (F3,F6,F9,F12,F15,… ) είναι άρτιος. 
2. Κάθε τέταρτος όρος (F4,F8,F12,F16,F20,… ) είναι πολλαπλάσιο του 3. 
3. Κάθε πέμπτος όρος (F5,F10,F15,F20,F25,… ) είναι πολλαπλάσιο του 5. 
4. Οι όροι F7,F14,F21,F28,… είναι πολλαπλάσια του 13. 

κ.ο.κ 

Έτσι μπορούμε να διατυπώσουμε τα επόμενα θεωρήματα και φυσικά να τα 
αποδείξουμε. 

 Θεώρημα. 

Αν (Fν)|ν=1,2,3,…  είναι η ακολουθία Fibonacci, τότε ο 
0νF  διαιρεί τον 

0ν νF   για κάθε 

ν=1,2,3,4,… 

Απόδειξη.    Επαγωγικά θα έχω: 

 Για ν=1 θα γίνεται 
0 0 0 0ν 1 ν ν νF F F F   που είναι αληθής. 
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 Για ν=κ δέχομαι ότι θα ισχύει 
0 0ν κ νF F  . 

 Για ν=κ+1 θα δείξω ότι  0 0ν κ 1 ν
F F

 
. 

Πράγματι (βλ. §5.05) θα έχω    0 00 κν νκ 1 ν
F F 

 
0 0 0 0κν 1 ν 1 κν 1 ν 1F F F F     

 
0 0 0 0 0κν 1 ν ν 1 κν 1 ν 1F F F F F      

0 0 0 0 0 0κν 1 ν κν 1 ν 1 κν 1 ν 1F F F F F F          

 
0 0 0 0 0κν 1 ν κν 1 κν 1 ν 1F F F F F       

0 0 0 0κν 1 ν κν ν 1F F F F       

0 0 0ν ν κν 1F F F    και  
0 0 0 0 0ν κν ν κν ν 1F F F F F    άρα 

0 0 0 0 0ν κν 1 ν κν ν 1F F F F F    .   ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Αν (Fν)|ν=0,1,2,3,…  είναι η ακολουθία Fibonacci, τότε  ν 1 ν 2F ,F 1   10. Δηλαδή 

δύο διαδοχικοί όροι της είναι πρώτοι μεταξύ τους. 

Απόδειξη. 

 Για ν=1 θα έχω  1 1 1 2F ,F    2 3F ,F   1,2 1  άρα αληθής. 

 Για ν=κ δέχομαι ότι  κ 1 κ 2F ,F 1    και θα δείξω ότι… 

 Για ν=κ+1 ισχύει  κ 2 κ 3F ,F 1    

Πράγματι αν υποθέσω ότι  κ 2 κ 3F ,F d 1     τότε κ 2 κ 3d F d F    

κ 3 κ 2 κ 1d F F F     . Άρα κ 1 κ 2d F d F d 1     που είναι άτοπο.  ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Αν (Fν)|ν=0,1,2,3,…  είναι η ακολουθία Fibonacci, τότε ο Μ.Κ.Δ. δύο όρων της Fκ και 
Fλ είναι ο αριθμός Fibonacci που έχει δείκτη τον Μ.Κ.Δ. των δεικτών κ,λ.   

Δηλαδή    κ λ κ,λ
F ,F F  . 

Απόδειξη. 

Υποθέτω ότι κ>λ (δεν βλάπτεται η γενικότητα). Θα έχω τις πιο κάτω ισότητες: 

                                                

 

 

10 Με τον συμβολισμό (Α,Β) συμβολίζουμε τον μέγιστο κοινό διαιρέτη των Α και Β. Ο 
συμβολισμός (Α,Β)=1 σημαίνει πως ο Μ.Κ.Δ. είναι 1 άρα Α και Β είναι πρώτοι μεταξύ τους. 
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0 1 1

1 1 2 2 1

1 2 2 3 3 2

2 3 3 4 4 3

m 2 m 1 m 1 m m m 1

m 1 m m m

κ λ π υ 0 υ λ

λ υ π υ 0 υ υ

υ υ π υ 0 υ υ

υ υ π υ 0 υ υ

υ υ π υ 0 υ υ

υ υ π υ κ,λ M
   



      
 

     
     
 

     
 
 

     
 

    

  

  

Με βάση αυτές θα έχω διαδοχικά με 
σειρά από την τελευταία προς την 
αρχική:   

m m m m 1M υ υ π M υF F F F F


    
m 2M υF F



1M υF F  M λF F  M κF F  

Εξ άλλου θα έχω (βλ. §5.05) ότι 

 κ λF ,F   
0 1λπ υ λF ,F   

 
0 1 0 1λπ 1 υ λπ υ 1 λF F F F ,F       (1)

0 0 1λ λπ λ λπ υ 1F F F F F    άρα θα είναι    
0 1 0 1 0 1λπ 1 υ λπ υ 1 λ λπ 1 υ λF F F F ,F F F ,F         (2) 

 
0 0 0λ λπ λπ λπ 1F F F ,F 1  , άρα 

0λ λπ 1F F  δηλαδή Fλ  δεν διαιρεί τον 
0λπ 1F   επομένως  

   
0 1 1λπ 1 υ λ υ λF F ,F F ,F     (3). 

Από (1),(2),(3) θα έχω  κ λF ,F   
1λ υF ,F  οπότε διαδοχικά με παρόμοιο τρόπο θα έχω 

 κ λF ,F     
1 1 2λ υ υ υF ,F F ,F     m 2 m 1 m 1 mF ,F F ,F M     .      ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Αν (Fν)|ν=1,2,3,…  είναι η ακολουθία Fibonacci, τότε ο κF  διαιρεί τον νF  αν και μόνο 

αν ο κ διαιρεί τον ν.      Δηλαδή     κ νF F κ ν . 

Απόδειξη. 

Ο κ διαιρεί τον ν αν και μόνο αν υπάρχει *λ  τέτοιος ώστε ν λ κ  .   

( *κ ν λ ν λ κ     ) άρα ν λ κF F   που είναι πολλαπλάσιο του Fκ επομένως 

Fκ|Fν.  

Αντίστροφα, αν Fκ|Fν μπορώ να παρατηρήσω ότι το Fκ δεν μπορεί να διαιρεί 
κανένα όρο Fμ με μ<κ, αφού θα είναι μεγαλύτερος τους.  

Υποθέτω ότι ο κ δεν διαιρεί τον ν επομένως θα είναι ν λκ υ   με 0<υ<κ.  

Άρα θα είναι ν λκ υF F   λκ 1 υ λκ υ 1F F F F   (1). 

κ λκ κ λκ υ 1

κ ν λκ υ 1

κ ν

F F F F F
F F F F

F F




 
    κ λκ 1 υF F F    επειδή όμως  λκ λκ 1F ,F 1  θα έχω ότι 

κ υF F  πράγμα που είναι άτοπο. Επομένως ο κ διαιρεί τον ν. 
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Ο Mozart διαίρεσε μεγάλο αριθμό από τις 

σονάτες του σε δύο μέρη, η χρονική 

αναλογία των οποίων αντιστοιχεί στη 

χρυσή τομή, τον αριθμό φ, αν και υπάρχει 

σημαντική διχογνωμία για το κατά πόσο 

αυτό έγινε σκόπιμα. 
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Ακολουθία Fibonacci και γεννήτρια συνάρτηση. 

10.   

 Ο κλειστός τύπος της Fibonacci. Βλ.§3.05 

Αν (Fν)|ν=0,1,2,3,…  είναι η ακολουθία Fibonacci, τότε    F ν 0,1,1,2,3,5,8,13,

Για λόγους συμβατότητας με τις γεννήτριες συναρτήσεις θα συμπεριλαμβάνουμε 
και τον όρο F0=0. 

Γενικά η γεννήτρια συνάρτηση θα είναι   2 3 4
0 1 2 3 4f x F F x F x F x F x        

Έτσι λοιπόν θα έχω: 

   0 1 2 3 4 5 6F ,F ,F ,F ,F ,F ,F , f x  
Η προηγούμενη αντιστοίχιση 
γεννήτριας και όρων Fibonacci. 

   0 1 2 3 4 5 60,F ,F ,F ,F ,F ,F ,F , x f x   Δεξιά ολίσθηση κατά 1. 

   2
0 1 2 3 4 5 60,0,F ,F ,F ,F ,F ,F ,F , x f x   Δεξιά ολίσθηση κατά 2. 

 0,1,0,0,0,0, x   Προφανής αντιστοίχιση. 

Αν προσθέσω τις 3 τελευταίες θα έχω: 

     2
0 0 1 1 2 2 3 3 4x x f x x f x 0,1 F ,F F ,F F ,F F ,F F ,            

     2
0 1 2 3 4x x f x x f x F ,F ,F ,F ,F ,      . Δηλαδή τελικά θα είναι 

     2x x f x x f x f x           2x f x x f x x f x         2x 1 x x f x    

  2

x
f x

1 x x
 

 
. Επομένως αν θέσω   2

1 2

x κ λ
f x

x x 1 x ρ x ρ
  
    

 όπου 
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1

1 5
ρ

2


  και 2

1 5
ρ

2


  οι ρίζες του τριωνύμου, θα έχω: 

2
1 2

x κ λ

x x 1 x ρ x ρ
  

       
2 1

2
1 2

x κx κρ λx λρ

x x 1 x ρ x ρ

  
 

    

   
 

2 1

2 2
1 2 1 2

κ λ x κρ λρx

x x 1 x ρ ρ x ρ ρ

  
  

     

   2 1

2 2

κ λ x κρ λρx

x x 1 x x 1

  
 

    

   2 1

2 2

κ λ x κρ λρx

x x 1 x x 1

   
  

      2 1

κ λ 1

κρ λρ 0

  


 
 . 

2 1κρ λρ 0  
1 5 1 5

κ λ 0
2 2

 
      κ 1 5 λ 1 5 0    

 κ λ 5 κ λ 0       1 5 κ λ 0    
1

κ λ
5

  . Επομένως θα είναι 

1 1 5
2κ 1 κ

5 2 5


    1

1
κ ρ

5
   και 

1 1 5
2λ 1 λ

5 2 5

 
     

2

1
λ ρ

5


    . Άρα  

   

1 2

1 2

ρ ρ

5 5f x
x ρ x ρ



  
 

1 2

1 2

1 ρ ρ

x ρ x ρ5

 
    

1 2 2 1

2 1 2 1 1 2

1 ρ ρ ρ ρ

ρ x ρ ρ ρ x ρ ρ5

 
      2 1

1 1 1

ρ x 1 ρ x 15

  
     1 2

1 1 1

ρ x 1 ρ x 15

 
   

 

 

Παρατηρώ ότι    2 2 3 3 4 41 ρx ρ x ρ x ρ x 1 ρx         
2 2 3 3 4 4 2 2 3 3 4 41 ρx ρ x ρ x ρ x ρx ρ x ρ x ρ x 1            ,  

Άρα   2 2 3 3 4 41
1 ρx ρ x ρ x ρ x

1 ρx
     


 

Επομένως 

     2 2 3 3 4 4 2 2 3 3 4 4
1 1 1 1 2 2 2 2

1
f x 1 ρ x ρ x ρ x ρ x 1 ρ x ρ x ρ x ρ x

5
              

2 2 3 3 4 4
2 3 42 1 2 1 2 1 2 1ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

x x x x
5 5 5 5

   
    

2 2 3 3
2 1 2 1 2 1ρ ρ ρ ρ ρ ρ

0, , , ,
5 5 5
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Άρα ο ν-οστός όρος της ακολουθίας Fibonacci θα είναι  
ν ν
2 1

ν

ρ ρ
F

5


   

ν ν

ν

1 1 5 1 5
F

2 25

     
       
    

ν ν

ν

5 1 5 1 5
F

5 2 2

     
     
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Φαίνεται πώς οι αριθμοί 

Fibonacci σχετίζονται με την 

ανάπτυξη κάθε ζωντανού 

οργανισμού, ενός κυττάρου, 

ενός σπυριού σταριού, μιας 

κυψέλης μελισσών, ακόμα της 

ίδιας της ανθρωπότητας. 
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Ακόμη και σήμερα η χρυσή 

αναλογία απαντάται σε 

πλήθος αντικείμενα 

φτιαγμένα από τον 

άνθρωπο. Αν θέλει κανείς 

να δει ένα χρυσό ορθογώνιο 

αρκεί να κοιτάξει μια 

πιστωτική κάρτα το σχήμα 

της οποίας είναι ακριβώς 

αυτό. 
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Ακολουθίες Fibonacci και Lucas. 

11.   

 Η ακολουθία Lucas. 

Όπως είναι ήδη γνωστό (βλ. §3.03) η ακολουθία Lucas είναι η αναδρομική 2ης 
τάξης ακολουθία που ορίζεται ως εξής: 

ν

ν 1 ν 2

1 , ν 1

L 3 , ν 2

L L , ν 3 




 
  

 

Εάν για λόγους συμβατότητας χρειάζεται και ο όρος L0 τότε ορίζουμε L0=2, δηλαδή: 

ν

ν 1 ν 2

2 , ν 0

L 1 , ν 1

L L , ν 2 




 
  

 

 Παρατήρηση. 

Αν συγκρίνουμε τους πιο πάνω τύπους με τους αντίστοιχους της ακολουθίας 

Fibonacci:   ν

ν 1 ν 2

1 , ν 1

F 1 , ν 2

F F , ν 3 




 
  

  ή  ν

ν 1 ν 2

0 , ν 0

F 1 , ν 1

F F , ν 2 




 
  

 θα παρατηρήσουμε 

ότι έχουν τον ίδιο αναδρομικό τύπο και διαφέρουν μόνο ως προς τις τιμές των δύο 
πρώτων όρων. Έχουμε τον επόμενο συγκριτικό πίνακα: 
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ν 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

Fν 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 

Lν 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 

Παρατηρώντας τον πίνακα αυτό μπορούμε να κάνουμε διάφορες παρατηρήσεις: 

 Κάθε αριθμός Lucas είναι άθροισμα των αριθμών Fibonacci που βρίσκονται 
μία θέση πριν και μία θέση μετά από αυτόν. (βλ. §11.06) 

 Κάθε όρος Lucas που έχει τάξη πολλαπλάσιο του 3 είναι άρτιος. 

 Ο Lκ διαιρεί τον Fλ αν το λ είναι άρτιο πολλαπλάσιο του κ.  

 Ο Lκ διαιρεί τον Lλ αν το λ είναι περιτό πολλαπλάσιο του κ.  

κ.τ.λ. 

 Θεώρημα. 

Για τους όρους της ακολουθίας Lucas ισχύει και ο κλειστός τύπος 
ν ν

ν

1 5 1 5
L

2 2

    
    
   

 (αντίστοιχος του τύπου Binet). 

Απόδειξη. 

Θεωρώ την ακολουθία (Χν) με 

ν ν

ν

1 5 1 5
X

2 2

    
    
   

 

 Για ν=1 θα έχω 

1 1

1

1 5 1 5
X

2 2

    
     
   

1 5 1 5

2 2

 
 

1

1 5 1 5
1 L

2

  
   . 

 Για ν=2 θα έχω 

2 2

2

1 5 1 5
X

2 2

    
     
   

   
2 2

1 5 1 5

4 4

 
 

2

1 5 2 5 1 5 2 5
3 L

4

    
   . 

 Για ν>2 θα έχω ν 1 ν 2X X  
κ 1 κ 1 κ 2 κ 2

1 5 1 5 1 5 1 5

2 2 2 2

   

          
           
       

κ 2 1 κ 2 1

1 5 1 5 1 5 1 5
1 1

2 2 2 2
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κ 2 κ 2

1 5 1 5 2 1 5 1 5 2

2 2 2 2

 

        
       
   

κ 2 κ 2

1 5 2 2 5 4 1 5 2 2 5 4

2 4 2 4

 

        
       
   

κ 2 κ 2

1 5 1 2 5 5 1 5 1 2 5 5

2 4 2 4

 

        
       
   

κ 2 2 κ 2 2

1 5 1 5 1 5 1 5

2 2 2 2

 

          
           
       

κ κ

κ

1 5 1 5
X

2 2

    
     
   

. 

Άρα είναι    ν νX L  ὅ.ἔ.δ. 

 Θεώρημα. 

Έχω λοιπόν ότι: 

ν ν

ν

5 1 5 1 5
F

5 2 2

     
      
    

(βλ. §3.05) και  

ν ν

ν

1 5 1 5
L

2 2

    
    
   

(βλ. §11.03)  

Αν πολλαπλασιάσω κατά μέλη θα προκύψει η σχέση
ν ν ν ν

ν ν

1 5 1 5 5 1 5 1 5
L F

2 2 5 2 2

             
                
          

2ν 2ν

2ν

5 1 5 1 5
F

5 2 2

     
       
    

. Άρα τελικά ισχύει   2ν ν νF L F   

 Η γεννήτρια της ακολουθίας Lucas. 

Αν είναι gL η γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας Lucas τότε θα είναι: 

  i 2 3 4 5 6
L i

i 0

g x L x 2 1 x 3 x 4 x 7 x 11 x 18 x
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L2,1,3,4,7,11,18,29, g x   

  

   
L0,2,1,3,4,7,11,18,29, x g x   Δεξιά ολίσθηση κατά 1. 

   2
L0,0,2,1,3,4,7,11,18,29, x g x   Δεξιά ολίσθηση κατά 2. 

 2, 1,0,0,0,0,0,0,0,0, 2 x     

     2
L L2,1,3,4,7,11,18,29, x g x x g x 2 x       Πρόσθεση 

Άρα      2
L L Lg x x g x x g x 2 x            2

L L Lx g x x g x g x 2 x 0       

     2
Lx x 1 g x x 2 0         

L 2

x 2
g x

x x 1




 
 

Λύνω την 2x x 1 0   ,  2 2Δ β 4αγ 1 4 1 1 5         επομένως θα είναι 

1,2

1 5

β Δ 1 5 2x
2α 2 1 5

2

 
    

   





.  Θέτω 

1 5
Φ

2

1 5
Φ

2

 





  


  

   2

x 2 x 2

x x 1 x Φ x Φ

 
 

    

κ λ

x Φ x Φ
 

    

κx κΦ λx λΦ

x Φ x Φ

  


 

   

  

κ λ x κΦ λΦ

x Φ x Φ

  


 
. 

Άρα κ λ 1    και κΦ λΦ 2      
1 5 1 5

κ λ 2
2 2

 
   

 
1

κ λ λ κ 5 4      1 λ κ 5 4     
5

λ κ
5


    κ λ 5  . 

Επομένως 2κ 1 5 2Φ     και 2λ 1 5 2Φ     

Έτσι  
L

κ λ
g x

x Φ x Φ
  

 

Φ Φ

x Φ x Φ


 

 

Φ Φ Φ Φ

Φ x Φ Φ Φx Φ Φ

  
 

     

2 1

1 1

ρ x 1 ρ x 1

 
  

  1 2

1 1

1 ρ x 1 ρ x


 
. 

Άρα  
L

1 2

1 1
g x

1 ρ x 1 ρ x
 

 
. 
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 Θεώρημα. 

Αν  νF ν 0,1,2,3  η ακολουθία Fibonacci και  νL ν 1,2,3  η ακολουθία Lucas 

τότε θα ισχύει: 
*

ν ν 1 ν 1L F F , ν      . 

Απόδειξη. 

 Για ν=1 η σχέση γίνεται 1 0 2L F F   1 0 1   που είναι αληθής. 

 Για ν κ  δέχομαι ότι ισχύει η ν ν 1 ν 1L F F    και θα δείξω ότι… 

 Για ν=κ+1 ισχύει κ 1 κ κ 2L F F    

Πράγματι κ κ 2F F      κ 1 κ 2 κ 1 κF F F F         κ 1 κ 1 κ 2 κF F F F     

κ κ 1 κ 1L L L    .   ὅ.ἔ.δ. 

 Πόρισμα. 

Αν  νF ν 0,1,2,3  η ακολουθία Fibonacci και  νL ν 0,1,2,3  η ακολουθία Lucas 

τότε θα ισχύει: 
*

ν ν ν 1L F 2 F , ν      . 

Απόδειξη 

Είναι ν ν 1 ν 1L F F    ν 1 ν ν 1F F F    ν ν 1F 2 F   .   ὅ.ἔ.δ.  

 

 Πόρισμα. 

Αν  νF ν 0,1,2,3  η ακολουθία Fibonacci και  νL ν 0,1,2,3  η ακολουθία Lucas 

τότε θα ισχύει: 
*

ν ν 2 ν 2L F F , ν      . 

Απόδειξη 

Είναι ν ν 1 ν 1L F F       ν ν 2 ν 2 νF F F F     ν 2 ν 2F F  .   ὅ.ἔ.δ.  

 

 Θεώρημα. 

Αν  νF ν 0,1,2,3  η ακολουθία Fibonacci και  νL ν 0,1,2,3  η ακολουθία Lucas 

τότε θα ισχύει:  ν2 2 *
ν νL 5 F 4 1 , ν        . 

Απόδειξη. 

 Για ν=0 η σχέση γίνεται  02 2
0 0L 5 F 4 1      2 22 5 0 4 1     4 4  αληθής 
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 Για ν=1  12 2
1 1L 5 F 4 1       2 21 5 1 4 1      1 5 4   αληθής. 

 Για ν κ  δέχομαι ότι είναι αληθής η σχέση  ν2 2
ν νL 5 F 4 1      και θα δείξω 

ότι … 

 Για ν=κ+1 είναι αληθής η σχέση  κ 12 2
κ 1 κ 1L 5 F 4 1



      . 

Πράγματι θα είναι 2
κ 1L    

2

κ κ 1L L   2 2
κ κ 1 κ κ 1L L 2L L    

       κ κ 12 2
κ κ 1 κ κ 15 F 4 1 5 F 4 1 2 5 F 5 F



               

2 2
κ κ 1 κ κ 15 F 5 F 2 5 F F           2 2

κ κ 1 κ κ 15 F F 2 F F        
2

κ κ 15 F F    2
κ 15 F  

2

κ 1

5
5 L

5


 
   

 

2 2
κ 1 κ 1

1
5 L L

5
   .    ὅ.ἔ.δ. 
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Fibonacci και τρίγωνο του Pascal. 

12.  

 Το τρίγωνο του Pascal.11 

Το τρίγωνο του Pascal πήρε το όνομα του από τον μαθηματικό Blaise Pascal, 
ωστόσο πολλοί άλλοι μαθηματικοί το είχαν ανακαλύψει και είχαν βρει κάποιες 
από τις ιδιότητές του αρκετές εκατοντάδες χρόνια πριν από αυτόν. Ανάμεσα 
σ’αυτούς οι Πέρσες μαθηματικοί Al-Karaji  και Omar Khayyam (10ος αι. μΧ), όπως 
και ο κινέζος μαθηματικός Yang Hui (12ος αι.μ.Χ.) 

Ο Pascal με το έργο του Traité du triangle arithmétique το 1654 ανακάλυψε πολλές 
από τις ιδιότητες του τριγώνου τις οποίες χρησιμοποίησε για να λύσει 
προβλήματα των πιθανοτήτων. 

Το τρίγωνο του Pascal είναι ένα μια τριγωνική διάταξη αριθμών, όπως στο σχήμα 
που ακολουθεί. Η τριγωνική διάταξη αποτελείται από (άπειρες) σειρές, 

                                                

 

 
11 Ο Blaise Pascal ήταν έναν παιδί θαύμα. Γεννήθηκε στο Κλερμόν-Φεράν στις 19/6/1623 και πέθανε στο Παρίσι 
στις 19/8/1662. 

Από το 1641 και για περίπου 3 χρόνια εργάστηκε για την κατασκευή μιας αριθμομηχανής που μπορούσε να κάνει 
πρόσθεση και αφαίρεση που ονομάστηκε «Πασκαλίνα». Το 1647 ανακάλυψε την Αρχή του Πασκάλ και τη χρήση 
τού βαρομέτρου για τη μέτρηση του υψομέτρου. Έθεσε τις βάσεις για τη Συνδυαστική και το Λογισμό των 
Πιθανοτήτων.  
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αριθμημένες, αρχίζοντας από το 0. Έτσι αν θεωρήσουμε το σύνολο Γ των σειρών 

σν της διάταξης έχουμε την 1-1 αντιστοίχιση  0 1 2 3Σ σ ,σ ,σ ,σ ,  . 

Κάθε σειρά σν της διάταξης περιέχει ν+1 αριθμούς. Στην μηδενική σειρά σ0 
βρίσκεται ο αριθμός 1, στη σ1 βρίσκονται δύο 1. Κάθε επόμενη σειρά σκ περιέχει 
κ+1 αριθμούς, από τους οποίους ο πρώτος και ο τελευταίος είναι 1, ενώ κάθε ένας 
από τους υπόλοιπους προκύπτει σαν άθροισμα των δύο αριθμών που βρίσκονται 
υπεράνω του, στην προηγούμενη σειρά. 

 

 

0          1          

1         1  1         

2        1  2  1        

3       1  3  3  1       

4      1  4  6  4  1      

5     1  5  10  10  5  1     

6    1  6  15  20  15  6  1    

7   1  7  21  35  35  21  7  1   

8  1  8  28  56  70  56  28  8  1  

9 1  9  36  84  126  126  84  36  9  1 

  …  …  …  …  …  …  …  …  …  

 

 

Ποιες είναι όμως οι ιδιότητες που κάνουν το τρίγωνο αυτό τόσο σημαντικό; Τι 
είναι αυτό που προκάλεσε το ενδιαφέρον των μαθηματικών, εδώ και τόσους 
αιώνες; 

 

Μπορούμε να κάνουμε τις επόμενες παρατηρήσεις. 
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 Παρατήρηση 1η   -  Φυσικοί αριθμοί. 

0          1          

1         1  1         

2        1  2  1        

3       1  3  3  1       

4      1  4  6  4  1      

5     1  5  10  10  5  1     

6    1  6  15  20  15  6  1    

7   1  7  21  35  35  21  7  1   

8  1  8  28  56  70  56  28  8  1  

9 1  9  36  84  126  126  84  36  9  1 

  …  …  …  …  …  …  …  …  …  

 

Παρατηρούμε ότι οι φυσικοί αριθμοί βρίσκονται τοποθετημένοι στη δεύτερη και 
την προτελευταία διαγώνια διάταξη. 

 Παρατήρηση 2η  -  Τριγωνικοί αριθμοί 

0          1          

1         1  1         

2        1  2  1        

3       1  3  3  1       

4      1  4  6  4  1      

5     1  5  10  10  5  1     

6    1  6  15  20  15  6  1    

7   1  7  21  35  35  21  7  1   

8  1  8  28  56  70  56  28  8  1  

9 1  9  36  84  126  126  84  36  9  1 

  …  …  …  …  …  …  …  …  …  

Παρατηρούμε ότι στην Τρίτη διαγώνιο (και στην Τρίτη από το τέλος) βρίσκονται 
τοποθετημένοι οι τριγωνικοί αριθμοί. Τριγωνικοί λέγονται οι αριθμοί που 
εκφράζονται σαν αθροίσματα ν-πρώτων φυσικών αριθμών: 
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1

2

3

T 1

T 1 2 3

T 1 2 3 6



  

   

            
4

ν

T 1 2 3 4 10

T 1 2 3 4 ν

    

     

 

Ο όρος «τριγωνικοί» προέρχεται από την τριγωνική διάταξη που μπορούν να 
τοποθετηθούν ισάριθμα κουτιά π.χ. 

 

 

 

 Παρατήρηση 3η  -  Δυνάμεις του 11. 

0          1       110=1 

1         1  1      111=11 

2        1  2  1     112=121 

3       1  3  3  1    113=1331 

4      1  4  6  4  1   114=114641 

5     1  5  10  10  5  1  115=161051 

6    1  6  15  20  15  6  1  

7   1  7  21  35  35  21  7  1   

8  1  8  28  56  70  56  28  8  1  

9 1  9  36  84  126  126  84  36  9  1 

  …  …  …  …  …  …  …  …  …  

Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί κάθε σειράς σχηματίζουν τη δύναμη του 11 που 
αντιστοιχεί στον α/α της σειράς.  

Από την σειρά με α/α 5 και μετά εμφανίζονται στο τρίγωνο και διψήφιοι αριθμοί  
αυτό έχει σαν αποτέλεσμα να υπάρχουν και κρατούμενα. Για το λόγο αυτό 
γράφουμε τους αριθμούς με την μορφή δύναμης του 10, ανάλογα με την αξιακή 
τους θέση π.χ.  

σ5:   1 100000 5 10000 10 1000 10 100 50 10 1 1             
5100000 50000 10000 1000 50 1 161051 11         

σ6:  1 1000000 6 100000 15 10000 20 1000 15 100 6 10 1 1               

61000000 600000 150000 20000 1500 60 1 1771561 11          
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σ7:   710 7 1000000 21 100000 35 10000 35 1000 21 100 7 10 1               

10000000 7000000 2100000 350000 35000 2100 70 1        

=19487171=117.  κ.τ.λ. 

 Παρατήρηση 4η  -  Δυνάμεις του 2. 

0          1       1=20 

1         1  1      2=21 

2        1  2  1     4=22 

3       1  3  3  1    8=23 

4      1  4  6  4  1   16=24 

5     1  5  10  10  5  1  32=25 

6    1  6  15  20  15  6  1 64=26 

7   1  7  21  35  35  21  7  1   

8  1  8  28  56  70  56  28  8  1  

9 1  9  36  84  126  126  84  36  9  1 

  …  …  …  …  …  …  …  …  …  

Παρατηρούμε πως αν αθροίσουμε τους αριθμούς της κάθε σειράς, το άθροισμα 
που προκύπτει είναι η δύναμη του 2 που έχει εκθέτη ίσο με την τάξη της σειράς. 

  Παρατήρηση 5η  -  Δυωνυμικοί συντελεστές. 

0          1       (x+y)0 

1         1  1      (x+y)1 

2        1  2  1     (x+y)2 

3       1  3  3  1    (x+y)3 

4      1  4  6  4  1   (x+y)4 

5     1  5  10  10  5  1  (x+y)5 

6    1  6  15  20  15  6  1 (x+y)6 

7   1  7  21  35  35  21  7  1   

8  1  8  28  56  70  56  28  8  1  

9 1  9  36  84  126  126  84  36  9  1 

Παρατηρούμε τα αναπτύγματα της μορφής (x+y)ν για τις διάφορες τιμές του ν : 
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0

x y 1    

 
1

x y x y    

 
2 2 2x y x 2xy y     

 
3 3 2 2 3x y x 3x y 3xy y      

 
4 4 3 2 2 3 4x y x 4x y 6x y 4xy y     

 
5 5 4 3 2 2 3 4 5x y x 5x y 10x y 10x y 5xy y      

 
6 6 5 4 2 3 3 2 4 5 6x y x 6x y 15x y 20x y 15x y 6xy y       

 
7 7 6 5 2 4 3 3 4 2 5 6 7x y x 7x y 21x y 35x y 35x y 21x y 7xy y          

Θα διαπιστώσουμε ότι σε κάθε ανάπτυγμα οι συντελεστές είναι οι αριθμοί της 
αντίστοιχης σειράς του τριγώνου Pascal. 

  Παρατήρηση 6η  -  Συνδυασμοί. 

0          1        

1         1  1       

2        1  2  1      

3       1  3  3  1     

4      1  4  6  4  1    

5     1  5  10  10  5  1   

6    1  6  15  20  15  6  1  

7   1  7  21  35  35  21  7  1   

8  1  8  28  56  70  56  28  8  1  

9 1  9  36  84  126  126  84  36  9  1 

  …  …  …  …  …  …  …  …  …  

Αν συμβολίσουμε με Χκ,λ τον αριθμό που βρίσκεται στην λ-θέση της κ-γραμμής 

μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι 
 κ,λ

κ κ!
X

λ λ! κ λ !

 
  

  
. Έτσι αν θέλουμε να 

δούμε πόσες διαφορετικές 3-άδες μπορούμε να φτιάξουμε από 8 άτομα, 
μπορούμε να κοιτάξουμε τον 3ο αριθμό της 8ης σειράς 8,3X 28  . Άρα από 8 άτομα 

γίνονται 28 διαφορετικές 3-άδες. 
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 Παρατήρηση 7η  -  Μπαστούνι του Hockey. 

0          1          

1         1  1         

2        1  2  1        

3       1  3  3  1       

4      1  4  6  4  1      

5     1  5  10  10  5  1     

6    1  6  15  20  15  6  1    

7   1  7  21  35  35  21  7  1   

8  1  8  28  56  70  56  28  8  1  

9 1  9  36  84  126  126  84  36  9  1 

  …  …  …  …  …  …  …  …  …  

Αν ξεκινήσουμε από το 1 οποιασδήποτε διαγωνίου και σταματήσουμε σε 
οποιονδήποτε αριθμό της τότε το άθροισμα των αριθμών που διασχίσαμε είναι 
ίσο με τον αριθμό που βρίσκεται στην επόμενη σειρά και στην επόμενη προς τα 
κάτω διαγώνιο. 

 Παρατήρηση 8η  -  Τρίγωνο του Sierpinski. 

0                    

1                    

2          2          

3                    

4        4  6  4        

5         10  10         

6      6    20    6      

7                    

8    8  28  56  70  56  28  8    

9     36  84  126  126  84  36     

Παρατηρήστε ότι, αν «Καλύψουμε» τους περιττούς αριθμούς, από το τρίγωνο του 
Pascal, τότε οι αριθμοί που μένουν ταξινομούνται σε τριγωνικούς σχηματισμούς 
κατά τον Sierpinski. 
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Το τρίγωνο του Sierpinski είναι μία δομή φράκταλ12, εντός των ορίων ενός 
ισόπλευρου τριγώνου, στο οποίο αν ενώνουμε τα μέσα των πλευρών το διαιρούμε  

αναδρομικά σε άπειρα μικρότερα ισόπλευρα 
τρίγωνα. 

 

 

 

 

 

 Παρατήρηση 9η  -  Αριθμοί Fibonacci. 

  1 1 2 3 5 8 13 21 34 

0 1          

1 1 1         

2 1 2 1        

3 1 3 3 1       

4 1 4 6 4 1      

5 1 5 10 10 5 1     

6 1 6 15 20 15 6 1    

7 1 7 21 35 35 21 7 1   

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1  

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 

Εάν στο τρίγωνο του Pascal δώσουμε ορθογώνια μορφή, στοιχίζοντας αριστερά 
τους αριθμούς κάθε σειράς, τότε παρατηρούμε ότι τα αθροίσματα των αριθμών 
που βρίσκονται στις σημειωμένες διαγώνιες είναι οι αριθμοί Fibonacci. 

 

                                                

 

 
12 Ο διεθνής όρος φράκταλ (fractal, ελλ. μορφόκλασμα ή μορφοκλασματικό σύνολο) σημαίνει 
ένα γεωμετρικό σχήμα που επαναλαμβάνεται αυτούσιο σε άπειρο βαθμό μεγέθυνσης, κι έτσι 
συχνά αναφέρεται σαν «απείρως περίπλοκο». 
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Fibonacci και Πυθαγόρειες τριάδες. 

13.  

 Πυθαγόρειο τρίγωνο. 

Πυθαγόρειο τρίγωνο λέγεται ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε όλες τις πλευρές του 
ακεραίους αριθμούς. π.χ το ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες πλευρές 3 και 4 και 
υποτείνουσα 5. 

 Πυθαγόρειες τριάδες. 

Μια τριάδα αριθμών λέγεται Πυθαγόρεια τριάδα αν και μόνο αν οι τρεις αριθμοί 
μπορούν να είναι μέτρα πλευρών ορθογωνίου τριγώνου. Με άλλα λόγια θα πρέπει 
οι τρεις αριθμοί να ικανοποιούν το Πυθαγόρειο θεώρημα. 

Για παράδειγμα η τριάδα [3,4,5] είναι Πυθαγόρεια τριάδα διότι ισχύει 2 2 23 4 5   

Αν πολλαπλασιάσουμε τους τρεις αυτούς αριθμούς με την σταθερά m  τότε η 
τριάδα [3m,4m,5m] που προκύπτει είναι επίσης μία πυθαγόρεια τριάδα, αφού 

ισχύει      
22 22 2 23m 4m 9m 16m 25m 5m     . Η τριάδα [3κ,4κ,5κ], *κ  για 

κάθε τιμή του κ δίνει και μια διαφορετική πυθαγόρεια τριάδα, που αντιστοιχεί σε 
Πυθαγόρειο τρίγωνο, αφού οι αριθμοί είναι ακέραιοι. Η τριάδα αυτή λέγεται 
πυθαγόρεια γεννήτρια. 

Η ανεύρεση πυθαγορείων γεννητριών είναι ένα πρόβλημα που απασχόλησε τους 
μαθηματικούς, από την εποχή του Πυθαγόρα μέχρι σήμερα. 

Άλλες Πυθαγόρειες τριάδες είναι (5, 12, 13), (7, 24, 25) και (20, 21, 29) 
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 Πυθαγόρεια γεννήτρια Fibonacci. 

Αν  νF ν 0,1,2,3  η ακολουθία Fibonacci και Fκ, Fκ+1, Fκ+2, Fκ+3, τέσσερις διαδοχικοί 

όροι της παρατηρώ ότι  

 

 

 

     

22 2 4 4 2 2
κ 2 κ 1 κ 2 κ 1 κ 2 κ 1

2 22 22 2 2 2 2 2
κ 2 κ 1 κ 2 κ 1 κ 2 κ 1 κ 2 κ 1 κ 2 κ 1

22 2 4 4 2 2
κ 2 κ 1 κ 2 κ 1 κ 2 κ 1

F F F F 2 F F

2 F F 4 F F F F 2 F F F F

F F F F 2 F F

     

         

     

    

        

    

  

Άρα η τριάδα      2 2 2 2
κ 2 κ 1 κ 2 κ 1 κ 2 κ 1F F , 2 F F , F F     

      είναι μία Πυθαγόρεια 

γεννήτρια, ανεξάρτητα από το γεγονός ότι είναι αριθμοί Fibonacci. 

Επομένως η τριάδα      2
κ κ 3 κ 2 κ 1 κ 3 κ 2 κ 1F F , 2 F F , F 2 F F     

       είναι μία ακόμα 

Πυθαγόρεια γεννήτρια. 

 Παρατήρηση. 

Αν  ν ν 0,1,2,3f  η ακολουθία που ορίζεται από τον τύπο  

ν

ν 1 ν 2

κ , ν 1

λ , ν 2

, ν 3 




 
  

f

f f

 και κ κ 1 κ 2 κ 3, , ,  f f f f  , τέσσερις διαδοχικοί όροι της 

παρατηρώ ότι και πάλι  η τριάδα      2
κ κ 3 κ 2 κ 1 κ 3 κ 2 κ 1, 2 , 2     

    f f f f f f f  

είναι πυθαγόρεια γεννήτρια, ανεξάρτητα από το ποιοι είναι οι δύο πρώτοι όροι 
της ακολουθίας. 
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Fibonacci και π. 

14.   

  

Είναι δυνατό να παρατηρήσω ότι αν θέσω13   

1 1
arctan α tanα

2 2

1 1
arctan β tanβ

3 3

 
   

 


 
   

 

 

1 1 5
tanα tanβ 2 3 6tan α β 1

1 1 51 tanα tanβ 1
2 3 6




     
 

 

   

Άρα θα έχω       
π 1 1

arctan 1 α β arctan arctan
4 2 3

   
       

   
  

                                                

 

 
13 Θεωρώ πάντα ότι α, β, και α+β, βρίσκονται στο πρώτο τεταρτημόριο [0,π/4).   
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Εξ άλλου παρατηρώ ότι αν θέσω   

1 1
arctan α tanα

5 5

1 1
arctan β tanβ

8 8

 
   

 


 
   

 

 

 

1 1 13
tanα tanβ 13 15 8 40tan α β

1 1 391 tanα tanβ 39 31
5 8 40




      
 

 

 .  

Άρα θα έχω      
1 1 1

arctan α β arctan arctan
3 5 8

     
        

     
  

Εάν θέσω 

1 1
arctan α tanα

13 13

1 1
arctan β tanβ

21 21

 
   

 


 
   

 

 

1 1 34
34 113 21 273tan α β

1 1 272 272 81
13 21 273


    

 

 

Άρα θα έχω      
1 1 1

arctan arctan arctan
8 13 21

     
      

    
 . 

Παρατηρήστε ότι οι αριθμοί – παρονομαστές 2, 3, 5, 8, 13, 21, είναι αριθμοί 
Fibonacci. 

Επομένως  

Αν  νF ν 0,1,2,3  είναι η ακολουθία Fibonacci και θεωρήσω 3 διαδοχικούς όρους 

της Fκ-1, Fκ, Fκ+1, μπορώ να έχω: 

κ κ

κ 1 κ 1

1 1
arctan α tanα

F F

1 1
arctan β tanβ

F F 

 
   

 


 
   

 

  κ κ 1

κ κ 1

1 1

tanα tanβ F F
tan α β

1 11 tanα tanβ 1
F F








   
 

 

κ κ 1

κ κ 1

κ κ 1

κ κ 1

F F

F F
F F 1

F F












 

 



κ κ 1

κ κ 1

F F

F F 1







  κ κ 1

κ κ 1

1
F F 1

F F





 



 κ 1

κ 1 κ 2

κ 2

1

1 F F 1

F



 




   

(αν κ: περιττός) 

κ 1 κ 2

κ 2

1
1 F F 1

F
 



 
   κ 1 κ 2 κ 1

κ 2

1 1
F F F

F
  






.  
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Άρα για τους περιττούς κ θα έχω      
κ 1 κ κ 1

1 1 1
arctan arctan arctan

F F F 

     
      

     
 . 

 

Αν συγκεντρώσω όλα τα πιο πάνω θα έχω: 

 
π 1 1

arctan 1 arctan arctan
4 2 3

   
      

   

1
arctan

3

1 1 1
arctan arctan arctan

2 5 8
 
 
 

     
       

     

1
arctan

8

1 1 1 1
arctan arctan arctan arctan

2 5 13 21
 
 
 

       
          

      

3 5 7 8

1 1 1 1
arctan arctan arctan arctan

F F F F

       
           

      
ν 1

κ 1 2κ 1 2ν

1 1
arctan arctan

F F
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Σημειώσεις - Βιβλιογραφία. 

16.  

            ὅ.ἔ.δ. 

«ὅπερ ἔδει δεῖξαι.»      =      «αυτό ακριβώς που έπρεπε να αποδειχθεί» 

ὅπερ  : ουδέτερο της αρχαίας αντωνυμίας ὅσπερ, ἥπερ, ὅπερ (= ο οποίος 
ακριβώς). 

ἔδει  : παρατατικός του αρχαίου τριτοπρόσωπου ρήματος δεῖ (= πρέπει). 
δεῖξαι  : απαρέμφατο ενεργητικού αορίστου του ρήματος δείκνυμι / δεικνύω (= 

δείχνω, αποδεικνύω) 
Η φράση αυτή χρησιμοποιείται στο τέλος μιας μαθηματικής ή λογικής απόδειξης 
για να δηλώσει ότι το αποτέλεσμα είναι αυτό που ζητείται να αποδειχτεί.  

Τη φράση χρησιμοποιούσαν αρχαίοι Έλληνες μαθηματικοί., όπως ο Ευκλείδης και 
ο Αρχιμήδης ολοκληρώνοντας μια μαθηματική απόδειξη.  

Η ίδια φράση αποδίδεται στα λατινικά ως «quod erat demonstrandum» και 
γράφεται με τα αντίστοιχα αρχικά Q.E.D. 

   Η εξέλιξη των αριθμών σήμερα.  

Από τις αρχές του 20ου αιώνα, οι ακέραιοι αριθμοί, οι ρητοί και οι άρρητοι 
ερμηνεύονται με τη βοήθεια αξιωμάτων.  

Για το λόγο αυτό, οι μαθηματικοί απέχουν ακόμα πολύ από την πλήρη εξερεύνηση 
του συστήματος των αριθμών.  
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Μια ολοκληρωμένη κατανόηση των αριθμών θα σήμαινε ότι όλα τα σχετικά με 
αυτούς προβλήματα θα μπορούσαν να λυθούν, αλλά αυτό μάλλον δεν πρόκειται 
να συμβεί ποτέ. 

Για παράδειγμα, το 1742, ο μαθηματικός Christian Goldbach διατύπωσε την 
εικασία ότι κάθε άρτιος αριθμός αποτελεί άθροισμα δύο πρώτων αριθμών. 
(Πρώτοι λέγονται οι αριθμοί που διαιρούνται ακριβώς μόνο με τον εαυτό τους και 
τη μονάδα.) Παραδείγματα πρώτων αριθμών είναι τα 2, 3, 5, 7, και 11.  

Κανείς ποτέ δεν ανακάλυψε κάποια εξαίρεση από αυτήν την εικασία, αλλά ούτε 
και μπόρεσε κανείς να αποδείξει την απόλυτη ισχύ της. Ίσως να υπάρχει έστω κι 
ένας άρτιος αριθμός που να μην αποτελεί άθροισμα δύο πρώτων αριθμών.  

Άρα, η εικασία του Goldbach δεν ικανοποιεί το αίτημα των αρχαίων Ελλήνων για 
ακρίβεια και αναγκαιότητα επαλήθευσης. Ίσως, μάλιστα, να μην μπορεί καν να 
επαληθευτεί, αφού, το 1931, ο νεαρός Αυστριακός μαθηματικός Kurt Gödel 
εξαπέλυσε μια βόμβα στην παγκόσμια μαθηματική κοινότητα.  

Με μια μακροσκελή απόδειξη, ο Gödel παρουσίασε το θεώρημα ότι δεν υπάρχει 
κανένα πλήρες αξιωματικό σύστημα για τους ακέραιους αριθμούς. 

Το «Θεώρημα (μη) πληρότητας» του Gödel προκάλεσε ένα σοκ ανάλογο με την 
ανακάλυψη των αρρήτων αριθμών από τους Έλληνες.  

Έδειξε με σαφήνεια ότι πάντα θα υπάρχουν αληθείς προτάσεις για τους αριθμούς, 
που δεν θα είναι αποδείξιμες, με άλλα λόγια, που δεν θα μπορούμε να γνωρίζουμε 
με την αυστηρή έννοια του όρου, εάν αυτές είναι αληθείς ή ψευδείς. 

Το «Θεώρημα της (μη) πληρότητας» είναι ένα από τα σπουδαιότερα μαθηματικά 
συμπεράσματα που διατυπώθηκαν ποτέ, αλλά γκρέμισε ταυτόχρονα ένα 
πανάρχαιο όνειρο. Ο ίδιος ο Gödel έβλεπε το θεώρημά του με αισιοδοξία.  

Γι’ αυτόν αποτελούσε απόδειξη ότι η διαίσθηση και η δημιουργικότητα θα είναι 
πάντα τα σημαντικότερα εργαλεία του μαθηματικού στην αποκάλυψη των 
μυστηρίων των αριθμών. 
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