
 

Θευπήμαηα με αποδείξειρ 

1. Αλ iβαz 1  θαη iδγz 2  είλαη δπν κηγαδηθνί αξηζκνί, ηόηε: 
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Οη ηδηόηεηεο απηέο κπνξνύλ λα απνδεηρηνύλ κε εθηέιεζε ηωλ πξάμεωλ. Γηα παξάδεηγκα 

έρνπκε: 
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   21)()()()( zziδγiβαiδβγα  . 

Οη παξαπάλω ηδηόηεηεο 1 θαη 3 ηζρύνπλ θαη γηα πεξηζζόηεξνπο από δπν κηγαδ ηθνύο 

αξηζκνύο. Δίλαη δειαδή:      νν zzzzzz   2121     θαη       

νν z...zzzzz  2121 ... . 
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zz )()(   

 

2. Αλ 21 , zz  είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί, ηόηε 
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                  22112121 zzzzzzzz   

θαη, επεηδή ε ηειεπηαία ηζόηεηα ηζρύεη, ζα ηζρύεη θαη ε ηζνδύλακε αξρηθή.  

Αλάινγα απνδεηθλύεηαη θαη ε δεύηεξε ηδηόηεηα.  

 

3.Έζηω ηώξα ην πνιπώλπκν 
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4. Έζηω ε ξεηή ζπλάξηεζε 
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5. ΘΕΩΡΗΜΑ ενδιάμεζυν ηιμών  

Έζηω κηα ζπλάξηεζε  f, ε νπνία είλαη νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα . Αλ: 

        ε f είλαη ζπλερήο ζην ],[ βα  θαη 

        )()( βfαf   

ηόηε, γηα θάζε αξηζκό ε κεηαμύ ηωλ )(αf  θαη )( βf  ππάξρεη έλαο, ηνπιάρηζηνλ ),(0 βαx   

ηέηνηνο, ώζηε 

ηxf )( 0  

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Αο ππνζέζνπκε όηη )()( βfαf  . Τόηε ζα ηζρύεη )()( βfηαf   (Σρ. 67). Αλ ζεωξήζνπκε 

ηε ζπλάξηεζε ηxfxg  )()( , ],[ βαx , παξαηεξνύκε όηη: 
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 0)()( βgαg , 
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0)()(  ηαfαg    θαη     0)()(  ηβfβg . 

Δπνκέλωο, ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano, ππάξρεη ),(0 βαx   ηέηνην, ώζηε 

0)()( 00  ηxfxg , νπόηε ηxf )( 0 .    ■ 

6. ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x , ηόηε είλαη θαη ζπλερήο ζην 

ζεκείν απηό. 
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7. Δζηω ε ζηαζεξή ζπλάξηεζε cxf )( , c . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  

θαη ηζρύεη 0)(  xf , δειαδή 

0)( c  

Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ , ηόηε γηα 0xx   ηζρύεη: 
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8. Έζηω ε ζπλάξηεζε xxf )( . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  θαη ηζρύεη 

1)(  xf , δειαδή 
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9.  Έζηω ε ζπλάξηεζε ν
xxf )( , }1,0{ν . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  
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Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ , ηόηε γηα 0xx   ηζρύεη: 

1

00

21

0

1

00

21

0

0

0

0

0 ))(()()( 
















 ννν

ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf



, 

νπόηε 

1

0

1

0

1

0

1

0

1

00

21

0
0

0

0

)(lim
)()(

lim







 ννννννν

xxxx
xνxxxxxxx

xx

xfxf
 ,      δειαδή 

1
)(




νν
xνx .      ■ 



10. Έζηω ε ζπλάξηεζε xxf )( . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην ),0(   θαη 
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Πξάγκαηη, αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ ),0(  , ηόηε γηα 0xx   ηζρύεη: 
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Όπωο είδακε ζηελ παξάγξαθν 3.1 ε xxf )(  δεν είναι παπαγυγίζιμη       ζηο 0.      ■ 

 

11.  Έζηω ζπλάξηεζε xxf εκ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  θαη ηζρύεη 
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12. Έζηω ε ζπλάξηεζε xxf ζπλ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  θαη ηζρύεη 

xxf εκ)(  , δειαδή 
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13. ΘΕΩΡΗΜΑ 1 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγωγίζηκεο ζην 0x , ηόηε ε ζπλάξηεζε gf   είλαη 

παξαγωγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρύεη: 
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14.  Έζηω ε ζπλάξηεζε ν
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16. Η ζπλάξηεζε α
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19. ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αλ 

      ε f είλαη ζπλερήο ζην Δ θαη 

      0)(  xf  γηα θάζε ε ζ ω η ε π ι κ ό  ζεκείν x ηνπ Δ, 

ηόηε ε  f  είλαη ζηαζεξή ζε όιν ην δηάζηεκα Δ. 

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη γηα νπνηαδήπνηε Δxx 21 ,  ηζρύεη )()( 21 xfxf  . Πξάγκαηη 

 Αλ 21 xx  , ηόηε πξνθαλώο )()( 21 xfxf  . 

 Αλ 21 xx  , ηόηε ζην δηάζηεκα ],[ 21 xx  ε  f  ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο 

κέζεο ηηκήο. Δπνκέλωο, ππάξρεη ),( 21 xxξ   ηέηνην, ώζηε 

        
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




 .           (1) 

Δπεηδή ην ξ είλαη εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ Δ, ηζρύεη 0)(  ξf ,νπόηε, ιόγω ηεο (1), είλαη 

)()( 21 xfxf  . Αλ 12 xx  , ηόηε νκνίωο απνδεηθλύεηαη όηη )()( 21 xfxf  . Σε όιεο, ινηπόλ,  

ηηο πεξηπηώζεηο είλαη )()( 21 xfxf  .    

 

                                                           

 



20. ΠΟΡΙ΢ΜΑ 

Έζηω δπν ζπλαξηήζεηο gf ,  νξηζκέλεο ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αλ 

     νη gf ,  είλαη ζπλερείο ζην Δ θαη 

     )()( xgxf   γηα θάζε  ε ζ ω η ε π ι κ ό  ζεκείν x ηνπ Δ,  

ηόηε ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα, ώζηε γηα θάζε Δx  λα ηζρύεη: 

cxgxf  )()(  

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Η ζπλάξηεζε gf   είλαη ζπλερήο ζην Δ θαη γηα θάζε εζωηεξηθό ζεκείν Δx  ηζρύεη 

0)()()()(  xgxfxgf . 

Δπνκέλωο, ζύκθωλα κε ην παξαπάλω ζεώξεκα, ε ζπλάξηεζε gf   είλαη ζηαζεξή ζην Δ. 

Άξα, ππάξρεη ζηαζεξά C ηέηνηα, ώζηε γηα θάζε Δx  λα ηζρύεη cxgxf  )()( , νπόηε       

cxgxf  )()( .     ■ 

 

21. ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε  f, ε νπνία είλαη  ζ ς ν ε σ ή ρ  ζε έλα δηάζηεκα Δ. 

 Αλ 0)(  xf  ζε θάζε  ε ζ ω η ε π ι κ ό   ζεκείν x ηνπ Δ, ηόηε ε  f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

ζε όιν ην Δ. 

 Αλ 0)(  xf  ζε θάζε  ε ζ ω η ε π ι κ ό  ζεκείν x ηνπ Δ, ηόηε ε  f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα 

ζε όιν ην Δ. 

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

 Απνδεηθλύνπκε ην ζεώξεκα ζηελ πεξίπηωζε πνπ είλαη 0)(  xf . 

Έζηω Δxx 21 ,  κε 21 xx  . Θα δείμνπκε όηη )()( 21 xfxf  . Πξάγκαηη, ζην δηάζηεκα ],[ 21 xx  

ε  f  ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. Δπνκέλωο, ππάξρεη ),( 21 xxξ   ηέηνην, ώζηε 

12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




 , νπόηε έρνπκε           ))(()()( 1212 xxξfxfxf   

Δπεηδή 0)(  ξf  θαη 012  xx , έρνπκε 0)()( 12  xfxf , νπόηε )()( 21 xfxf  . 

 Σηελ πεξίπηωζε πνπ είλαη 0)(  xf  εξγαδόκαζηε αλαιόγωο.     ■ 

 

22. ΘΕΩΡΗΜΑ (Fermat) 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε  f  νξηζκέλε ζ’ έλα δηάζηεκα Δ θαη 0x  έλα  εζυηεπικό  ζεκείν ηνπ 

Δ. Αλ ε  f  παξνπζηάδεη ηοπικό ακπόηαηο ζην 0x  θαη είλαη παπαγυγίζιμη ζην ζεκείν 

απηό, ηόηε: 

0)( 0  xf  

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Αο ππνζέζνπκε όηη ε  f  παξνπζηάδεη ζην 0x  ηνπηθό κέγηζην. Δπεηδή ην 0x  είλαη εζωηεξηθό 

ζεκείν ηνπ Δ θαη ε  f  παξνπζηάδεη ζ’ απηό ηνπηθό κέγηζην, ππάξρεη 0δ  ηέηνην, ώζηε 

Δδxδx  ),( 00         θαη        )()( 0xfxf  , γηα θάζε ),( 00 δxδxx  .     (1) 



Δπεηδή, επηπιένλ, ε  f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0x , ηζρύεη 

0

0

00

0

0

0

)()(
lim

)()(
lim)(

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxx 















.           

Δπνκέλωο, 

— αλ ),( 00 xδxx  , ηόηε, ιόγω ηεο (1), ζα είλαη  0
)()(

0

0






xx

xfxf
, νπόηε ζα έρνπκε 

  0
)()(

lim)(
0

0

0

0 






 xx

xfxf
xf

xx

           (2) 

— αλ ),( 00 δxxx  , ηόηε, ιόγω ηεο (1), ζα είλαη  0
)()(

0

0






xx

xfxf
, νπόηε ζα έρνπκε 

   0
)()(

lim)(
0

0

0

0 






 xx

xfxf
xf

xx

.           (3) 

Έηζη, από ηηο (2) θαη (3) έρνπκε 0)( 0  xf . 

Η απόδεημε γηα ηνπηθό ειάρηζην είλαη αλάινγε.      ■ 

 

23. ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έζηω  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αλ F είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  

ζην Δ, ηόηε 

    όιεο νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο 

                            cxFxG  )()( ,    c , 

        είλαη παξάγνπζεο ηεο f ζην Δ θαη 

    θάζε άιιε παξάγνπζα G  ηεο  f  ζην Δ παίξλεη ηε κνξθή 

cxFxG  )()( ,    c . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

 Κάζε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο cxFxG  )()( , όπνπ c , είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f 

ζην Δ, αθνύ 

)()())(()( xfxFcxFxG  ,  γηα θάζε  Δx . 

 Έζηω G είλαη κηα άιιε παξάγνπζα ηεο  f  ζην Δ. Τόηε γηα θάζε Δx  ηζρύνπλ 

)()( xfxF   θαη )()( xfxG  , νπόηε 

)()( xFxG  ,  γηα θάζε  Δx . 

Άξα, ζύκθωλα κε ην πόξηζκα ηεο § 2.6, ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα, ώζηε 

cxFxG  )()( ,  γηα θάζε  Δx .    ■ 

24. ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αλ  f  είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Δ θαη α είλαη έλα ζεκείν ηνπ Δ, ηόηε 

ε ζπλάξηεζε  


x

α
dttfxF )()( , Δx ,  

είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f ζην Δ. Γειαδή ηζρύεη: 



)()( xfdttf
x

a












 ,    γηα θάζε    Δx . 

΢ΧΟΛΙA 

  Δπνπηηθά ην ζπκπέξαζκα ηνπ παξαπάλω 

ζεωξήκαηνο πξνθύπηεη (Σρ. 14) ωο εμήο:  





hx

x
dttfxFhxF )()()(  

                     Δκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ Ω.  

                     hxf  )( ,    γηα κηθξά  0h . 

Άξα, γηα κηθξά 0h  είλαη 

                           )(
)()(

xf
h

xFhxF



, 

νπόηε 

                  )(
)()(

lim)(
0

xf
h

xFhxF
xF

h






 

25. ΘΕΩΡΗΜΑ (Θεμελιώδερ θεώπημα ηος ολοκληπυηικού λογιζμού)  

Έζηω  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα ],[ βα . Αλ G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  

ζην ],[ βα , ηόηε 

 
β

α
αGβGdttf )()()(  

ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

Σύκθωλα κε ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα, ε ζπλάξηεζε 
x

α
dttfxF )()(  είλαη κηα παξάγνπζα 

ηεο  f  ζην ],[ βα . Δπεηδή θαη ε G είλαη κηα παξάγνπζα ηεο  f  ζην ],[ βα , ζα ππάξρεη c  

ηέηνην, ώζηε 

 cxFxG  )()( .           (1) 

Από ηελ (1), γηα αx  , έρνπκε  
α

α
ccdttfcαFαG )()()( , νπόηε )(αGc  . 

Δπνκέλωο,  

)()()( αGxFxG  , 

νπόηε, γηα βx  , έρνπκε 

 
β

α
αGdttfαGβFβG )()()()()(  

θαη άξα 

 
β

α
αGβGdttf )()()( .       ■ 
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ΣΑ ΢ΥΟΛΙΑ ΣΟΤ ΢ΥΟΛΙΚΟΤ ΒΙΒΛΙΟΤ ΓΙΑ ΔΠΑΝΑΛΗΦΗ 

 

΢ΧΟΛΙΟ 1 

 Σηελ παξαπάλω εθαξκνγή παξαηεξνύκε όηη foggof  . Γεληθά, αλ  f, g  είλαη δύν 

ζπλαξηήζεηο θαη νξίδνληαη νη gof  θαη fog , ηόηε απηέο δ ε ν  ε ί ν α ι  ς π ο σ π ε ω η ι κ ά  

ίζεο. 

 Αλ hgf ,,  είλαη ηξεηο ζπλαξηήζεηο θαη νξίδεηαη ε )(gofho , ηόηε νξίδεηαη θαη ε ofhog)(  

θαη ηζρύεη 

ofhoggofho )()(  . 

Τε ζπλάξηεζε απηή ηε ιέκε ζύλζεζε ηωλ f, g θαη h θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε hogof . Η 

ζύλζεζε ζπλαξηήζεωλ γεληθεύεηαη θαη γηα πεξηζζόηεξεο από ηξεηο ζπλαξηήζεηο.  

΢ΧΟΛΙΟ 2 

 Από ηνλ παξαπάλω νξηζκό πξνθύπηεη όηη κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη 11 , αλ θαη κόλν αλ: 

— Γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο ε εμίζωζε yxf )(  έρεη αθξηβώο κηα ιύζε 

ωο πξνο x. 

— Γελ ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο κε ηελ ίδηα ηεηαγκέλε. Απηό 

ζεκαίλεη όηη θάζε νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ην πνιύ ζε έλα 

ζεκείν (Σρ. 33α). 
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 Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη γλεζίωο κνλόηνλε, ηόηε 

πξνθαλώο, είλαη ζπλάξηεζε "11"  . Έηζη, νη 

ζπλαξηήζεηο βαxxf )(1 , 0α , 3

2 )( αxxf  , 

0α , x
αxf )(3 , 10  α  θαη xxf αlog)(4  , 

10  α , είλαη ζπλαξηήζεηο 11 . Υπάξρνπλ, 

όκωο, ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη 11  αιιά δελ είλαη 

γλεζίωο κνλόηνλεο, όπωο γηα παξάδεηγκα ε 

ζπλάξηεζε 












0,

1
0,

)(
x

x

xx

xg  (Σρ. 34). 

΢ΧΟΛΙΟ 3 

Από ηα παξαπάλω ζρήκαηα παξαηεξνύκε όηη:  

— Γηα λα αλαδεηήζνπκε ην όξην ηεο  f  ζην 0x , πξέπεη ε  f  λα νξίδεηαη όζν ζέινπκε “θνληά 

ζην 0x ”, δειαδή ε  f  λα είλαη νξηζκέλε ζ’ έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο 

),(),( 00 βxxα        ή      ),( 0xα       ή      ),( 0 βx . 

— Τν 0x  κπνξεί λα αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο (Σρ. 39α, 39β) ή λα κελ 

αλήθεη ζ’ απηό (Σρ. 39γ). 

— Η ηηκή ηεο  f  ζην 0x , όηαλ ππάξρεη, κπνξεί λα είλαη ίζε κε ην όξηό ηεο ζην 0x   (Σρ. 39α) 

ή δηαθνξεηηθή από απηό. (Σρ. 39β). 

΢ΧΟΛΙΟ 4 

Από ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano πξνθύπηεη όηη:  

—  Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα Δ θαη δε κεδελίδεηαη ζ’ απηό, ηόηε 

απηή ή είλαη ζεηηθή γηα θάζε Δx  ή είλαη αξλεηηθή γηα θάζε Δx , δειαδή δηαηεξεί 

πξόζεκν ζην δηάζηεκα Δ. (Σρ. 65) 
 y

 f (x)>0

 O  β a  x

 (α)                    

 y

 f (x)<0

 O

 β a

 x

65

 (β)  

΢ΧΟΛΙΟ 5 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα ],[ βα , ηόηε, όπωο θαίλεηαη θαη ζην 

δηπιαλό ζρήκα, δελ παίξλεη ππνρξεωηηθά όιεο ηηο ελδηάκεζεο ηηκέο.  

 

΢ΧΟΛΙΟ 6 

Από ην παξαπάλω ζεώξεκα θαη ην ζεώξεκα ελδηάκεζωλ ηηκώλ πξνθύπηεη όηη ην ζύνολο 

ηιμών κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο  f  κε πεδίν νξηζκνύ ην ],[ βα  είλαη ην θιεηζηό δηάζηεκα 

],[ Mm , όπνπ m ε ειάρηζηε ηηκή θαη Μ ε κέγηζηε ηηκή ηεο. 

΢ΧΟΛΙΟ 7 

 O  x

 y

 y=g(x)

 34

 



΄Οηαλ έλα θηλεηό θηλείηαη πξνο ηα δεμηά, ηόηε θνληά ζην 0t  ηζρύεη 0
)()(

0

0






tt

tStS
, νπόηε 

είλαη 0)( 0 tς , ελώ, όηαλ ην θηλεηό θηλείηαη πξνο ηα αξηζηεξά θνληά ζην 0t  ηζρύεη 

0
)()(

0

0






tt

tStS
, νπόηε είλαη 0)( 0 tς . 

΢ΧΟΛΙΑ 8 

Σύκθωλα κε ηνλ παξαπάλω νξηζκό:  

 Η ζηηγκηαία ηαρύηεηα ελόο θηλεηνύ, ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t , είλαη ε παξάγωγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο ζέζεο )(tSx   ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t . Γειαδή, είλαη  

)()( 00 tStυ  . 

 Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ε ηεο 
fC  κηαο παξαγωγίζηκεο ζπλάξηεζεο  

f, ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  είλαη ε παξάγωγνο ηεο  f ζην 0x . Γειαδή, είλαη 

)( 0xfλ  , 

νπόηε ε εμίζωζε ηεο  ε θ α π η ο μ έ ν η ρ  ε   είλαη: 

))(()( 000 xxxfxfy   

Τελ θιίζε )( 0xf   ηεο εθαπηνκέλεο ε ζην ))(,( 00 xfxA  ζα ηε ιέκε θαη κλίζη ηηρ 
fC  ζηο Α 

ή κλίζη ηηρ  f  ζηο 0x . 

΢ΧΟΛΙΟ 9 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη ζπλερήο ζ’ έλα ζεκείν 0x , ηόηε, ζύκθωλα κε ην 

πξνεγνύκελν ζεώξεκα, δελ κπνξεί λα είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0x . 

΢ΧΟΛΙΟ 10 

Τν παξαπάλω ζεώξεκα θαζώο θαη ην πόξηζκά ηνπ ηζρύνπλ ζε δηάζηεκα θαη όρη ζε έλωζε 

δηαζηεκάηωλ. 

Γηα παξάδεηγκα, έζηω ε ζπλάξηεζε 












0,1

0,1
)(

x

x
xf . 

Παξαηεξνύκε όηη, αλ θαη 0)(  xf  γηα θάζε ),0()0,( x , εληνύηνηο ε  f  δελ είλαη 

ζηαζεξή ζην ),0()0,(  . 

 

΢ΧΟΛΙΟ 11 

Τν αληίζηξνθν ηνπ παξαπάλω ζεωξήκαηνο δεν ιζσύει. Γειαδή, αλ ε f είλαη γλεζίωο 

αύμνπζα (αληηζηνίρωο γλεζίωο θζίλνπζα) ζην Δ, ε παξάγωγόο ηεο δεν είναι ςποσπευηικά  

ζεηηθή (αληηζηνίρωο αξλεηηθή) ζην εζωηεξηθό ηνπ Δ. 

Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε 3
)( xxf  , αλ θαη είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην , εληνύηνηο 

έρεη παξάγωγν 2
3)( xxf   ε νπνία δελ είλαη ζεηηθή ζε όιν ην , αθνύ 0)0( f . Ιζρύεη 

όκωο 0)(  xf  γηα θάζε x . 

 

΢ΧΟΛΙΟ 12 

 i) Έλα ηνπηθό κέγηζην κπνξεί λα είλαη κηθξόηεξν από έλα ηνπηθό ειάρηζην (Σρ.32α).  



 y
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 max

 a  β

 x

32

 x4 x3 x2 x1

 

ii) Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  παξνπζηάδεη κέγηζην, ηόηε απηό ζα είλαη ην κεγαιύηεξν από ηα 

ηνπηθά κέγηζηα, ελώ αλ παξνπζηάδεη, ειάρηζην, ηόηε απηό ζα είλαη ην κ ηθξόηεξν από ηα 

ηνπηθά ειάρηζηα. (Σρ. 32β). Τν κεγαιύηεξν όκωο από ηα ηνπηθά κέγηζηα κίαο ζπλάξηεζεο 

δελ είλαη πάληνηε κέγηζην απηήο. Δπίζεο ην κηθξόηεξν από ηα ηνπηθά ειάρηζηα κίαο 

ζπλάξηεζεο δελ είλαη πάληνηε ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο (Σρ. 32α). 

΢ΧΟΛΙΟ 13 

Σύκθωλα κε ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα, ηα εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ Δ, ζηα νπνία ε f   είλαη 

δηαθνξεηηθή από ην κεδέλ, δελ είλαη ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάηωλ. Δπνκέλωο, όπωο θαίλεηαη 

θαη ζηα ζρήκαηα 29 θαη 30, νη  π ι θ α ν έ ρ  θ έ ζ ε ι ρ η ων   η ο π ι κ ώ ν  α κ π ο η ά η ω ν  

κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζ’ έλα δηάζηεκα Δ είλαη: 

1. Σα εζυηεπικά ζημεία ηος Γ ζηα οποία η παπάγυγορ ηηρ  f  μηδενίζεηαι.  

2. Σα εζυηεπικά ζημεία ηος Γ ζηα οποία η  f  δεν παπαγυγίζεηαι.  

3. Σα άκπα ηος Γ (αλ αλήθνπλ ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο).  

Τα  ε ζ ω η ε π ι κ ά  ζεκεία ηνπ Δ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγωγίδεηαη ή ε παξάγωγόο ηεο 

είλαη ίζε κε ην κεδέλ, ιέγνληαη κπίζιμα ζημεία ηεο  f  ζην δηάζηεκα Δ. 

΢ΧΟΛΙΟ 14 

Απνδεηθλύεηαη όηη, αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή (αληηζηνίρωο θνίιε) ζ’ έλα δηάζηεκα Δ, 

ηόηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζε θάζε ζεκείν ηνπ Δ βξίζθεηαη “θάηω” 

(αληηζηνίρωο “πάλω”) από ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε (Σρ. 39), κε εμαίξεζε ην ζεκείν 

επαθήο ηνπο. 

΢ΧΟΛΙΟ 15 

Τν αληίζηξνθν ηνπ ζεωξήκαηνο δελ ηζρύεη. Γηα παξάδεηγκα, έζηω ε ζπλάξηεζε 4
)( xxf   

(Σρ. 42). Δπεηδή ε 3
4)( xxf   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην , ε 4

)( xxf   είλαη θπξηή ζην . 

Δληνύηνηο, ε )(xf   δελ είλαη ζεηηθή ζην , αθνύ 0)0( f . 

΢ΧΟΛΙΑ 16-17 

1. Απνδεηθλύεηαη όηη: 

   — Οη πνιπωλπκηθέο ζπλαξηήζεηο βαζκνύ κεγαιύηεξνπ ή ίζν π ηνπ 2 δελ έρνπλ 

αζύκπηωηεο. 

    — Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο 
)(

)(

xQ

xP
, κε βαζκό ηνπ αξηζκεηή )(xP  κεγαιύηεξν ηνπιάρηζηνλ 

θαηά δύν ηνπ βαζκνύ ηνπ παξνλνκαζηή, δελ έρνπλ πιάγηεο αζύκπηωηεο.  

2. Σύκθωλα κε ηνπο παξαπάλω νξηζκνύο, αζύκπηωηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο 

ζπλάξηεζεο  f  αλαδεηνύκε: 

    — Σηα άθξα ηωλ δηαζηεκάηωλ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζηα νπνία ε  f  δελ νξίδεηαη. 

    — Σηα ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ζηα νπνία ε  f  δελ είλαη ζπλερήο. 

    — Σην  ,  , εθόζνλ ε ζπλάξηεζε είλαη νξηζκέλε ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( α , 

αληηζηνίρωο ),( α . 



΢ΧΟΛΙΑ 18-19 

1. Τν ζεώξεκα 2 ηζρύεη θαη γηα ηηο κνξθέο 



, 




, 




. 

2. Τα παξαπάλω ζεωξήκαηα ηζρύνπλ θαη γηα πιεπξηθά όξηα θαη κπνξνύκε, αλ ρξεηάδεηαη, λα 

ηα εθαξκόζνπκε πεξηζζόηεξεο θνξέο, αξθεί λα πιεξνύληαη νη πξνϋπνζέζεηο ηνπο.  

 

΢ΧΟΛΙΑ 20-21 

1) Όπωο είλαη γλωζηό, αλ κηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α είλαη             ά π η ι α, 

ηόηε ε 
fC  έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα yy  , ελώ αλ είλαη π ε π ιη η ή, ε 

fC  έρεη θέληξν 

ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ Ο. Δπνκέλωο, γηα ηε κειέηε κηαο ηέηνηαο ζπλάξηεζεο 

κπνξνύκε λα πεξηνξηζηνύκε ζηα Ax , κε 0x . 

2) Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη  π ε π ι ο δ ι κ ή  κε πεξίνδν Τ, ηόηε πεξηνξίδνπκε ηε κειέηε 

ηεο 
fC  ζ’ έλα δηάζηεκα πιάηνπο Τ. 

΢ΧΟΛΙΟ 22(ΠΑΡΑΜΠΟΜΠΗ!) 

 

 Απνδεηθλύεηαη όηη θάζε ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε δηάζηεκα Δ έρεη παξάγνπζα ζην δηάζηεκα 

απηό.  

΢ΧΟΛΙΟ 23 

Σύκθωλα κε ηα παξαπάλω ην 
β

α
dxxf )(  είλαη ίζν 

κε ην άζξνηζκα ηωλ εκβαδώλ ηωλ ρωξίωλ πνπ 

βξίζθνληαη πάλω από ηνλ άμνλα xx  κείνλ ην 

άζξνηζκα ηωλ εκβαδώλ ηωλ ρωξίωλ πνπ 

βξίζθνληαη θάηω από ηνλ άμνλα xx  (Σρ. 25) 

 

 

ΔΡΧΣΗ΢ΔΙ΢  ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η΢-ΜΙΓΑΓΙΚΟΙ 

 
 

1.  Να βάιεηε ζε θύθιν ηε ζωζηή απάληεζε:  

      (i) Αλ ζην ζύλνιν ηωλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ ηζρύεη 0
22
 vu , ηόηε : 

          Α. 0u                        Β. 0v  

          Γ. 0 vu                    Γ. Τίπνηα από ηα πξνεγνύκελα.  

     (ii) Ο αξηζκόο    1010
5353 iiz   είλαη: 

          Α. Φαληαζηηθόο           Β. Μεδέλ 

          Γ. Πξαγκαηηθόο           Γ. Τίπνηα από ηα πξνεγνύκελα.  

2.  Πνηεο από ηηο επόκελεο ηζόηεηεο  αιεζεύνπλ  γηα θάζε κηγαδηθό z :  

     Α. 22
|||| zz               Β. 

2
zzz               Γ. 2

zzz   

     Γ. zzz                Δ. 
22
zz  . 

 

3.  Σύκθωλα κε ηε ζπλζήθε πνπ ηθαλνπνηνύλ νη κηγαδηθνί  z  θαη αλαθέξεηαη ζηελ 

πξώηε ζηήιε, λα  ηνπο αληηζηνηρίζεηε ζηελ επζεία ηεο δε ύηεξε ζηήιεο πνπ 

αλήθεη ε εηθόλα ηνπο: 

 

 x 
 +

 

 +  β

 a

 y

 Ο

25

 



΢ςνθήκη 

Ευθεία 

A.             iziz   α.         1x  

B.             11  zz  β.         yy   

Γ.             izz 1  
γ.         xy   

δ.         xy   

Γ.             izz 1  ε.         xx  



ΔΡΧΣΗ΢ΔΙ΢ ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η΢-΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢-ΟΡΙΟ΢ΤΝΔΥΔΙΑ 
 

Ι. 

΢ε καθεμιά από ηιρ παπακάηυ πεπιπηώζειρ να κςκλώζεηε ηο γπάμμα Α, αν ο 

ιζσςπιζμόρ είναι αληθήρ και ηο γπάμμα Ψ, αν ο ιζσςπιζμόρ ε ίναι τεςδήρ, 

αιηιολογώνηαρ ζςγσπόνυρ ηην απάνηηζή ζαρ.  

 1. Αλ xxf ln)(   θαη x
exg


)( , ηόηε 

 α) 
x

xfg
1

))((  ,   
*x                                                        Α     Ψ 

 β) xxgf ))((  ,   x                                                        Α     Ψ 

 2. Αλ 


l
x

xf

x 1

)(
lim

1
, ηόηε 0)(lim

1



xf

x
.                                     A     Ψ 

 3. Δίλαη 0
1

lim0
1

limlim
1

lim
2020020
























  xxxx
x

xx
x

xxxx
.           A     Ψ 

 4. Αλ 1)( xf  γηα θάζε x  θαη ππάξρεη ην )(lim
0

xf
x

, ηόηε θαη’ 

αλάγθε 1)(lim
0




xf
x

. 

 5. Ιζρύεη:  α) 1
1

ημlim 








 x
x

x
                                                     Α     Ψ 

             β) 1
ημ

lim 
 x

x

x
.                                                         Α     Ψ 

 6. Αλ 1)(0  xf  θνληά ζην 0, ηόηε 0))((lim
2

0



xfx

x
.                    Α     Ψ 

 7. Αλ 
2

1
)(
x

xf  , ),(  αx , ηόηε θαη’ αλάγθε ζα είλαη 0)(lim 


xf
x

. 

 8. Αλ ππάξρεη ην ))()((lim
6

xgxf
x

, ηόηε είλαη ίζν κε )6()6( gf  .       Α     Ψ 

 9. Αλ 1|)(|lim
0




xf
xx

, ηόηε θαη’ αλάγθε ζα είλαη  

1)(lim
0




xf
xx

 ή 1)(lim
0




xf
xx

.  

10.Αλ 0|)(|lim
0




xf
xx

, ηόηε 0)(lim
0




xf
xx

.                                      Α     Ψ 

11. Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην   θαη γηα 4x  ηζρύεη 

4

127
)(

2






x

xx
xf , ηόηε ην )4(f  είλαη ίζν κε 1. 

12. Αλ ε  f  είλαη ζπλερήο ζην ]1,1[  θαη 4)1( f , 3)1( f , ηόηε 

ππάξρεη πξαγκαηηθόο αξηζκόο )1,1(0 x  ηέηνηνο, ώζηε πxf )( 0 . 

Α    Ψ 

Α    Ψ 

Α    Ψ 

Α    Ψ 

Α    Ψ 



ΙΙ. 

Να κςκλώζεηε ηη ζυζηή απάνηηζη ζε καθεμιά από ηιρ παπακάηυ πεπιπη ώζειρ 

 1. Αλ lxf
xx




)(lim
0

, mxg
xx




)(lim
0

, ml,  θαη )()( xgxf   θνληά ζην 0x , ηόηε θαη’ 

αλάγθε ζα είλαη: 

 Α) ml                              Β) ml                           Γ) ml   

 Γ) ml                              Δ) lm  . 

 2. Τν όξην 
32

32

)1(

)21(
lim





 x

x

x
 είλαη ίζν κε: 

 Α) 8               Β) 1              Γ) 0                 Γ)            Δ) 8 . 

 3. Τν 
2

2323
|1|

lim
x

xxxx

x




 είλαη ίζν κε: 

 Α)              Β)            Γ) 1                 Γ) 1            Δ) 0. 

 4. Αλ ην 
xx

xxx

xx 



 3

23
2

lim
0

 δελ ππάξρεη, ηόηε: 

 Α) 00 x            Β) 20 x           Γ) 10 x             Γ) 10 x . 

ΙΙΙ. 

 1. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο 

1
)2(

1
)(

2




x

xf       θαη      
1

1
)(

2



x

xg . 

Από ηνπο Παξαθάηω ηζρπξηζκνύο ιάζνο είλαη ν: 

 Α) ε g είλαη ζπλερήο ζην 2 

 Β) ε f είλαη ζπλερήο ζην 1 

 Γ) ε g έρεη δπν ζεκεία ζηα νπνία δελ είλαη ζπλερήο  

 Γ) 1)(lim 


xf
x

. 

 2. Πνηα από ηα παξαθάηω όξηα είλαη θαιώο νξηζκέλα;  

 Α) 1lim
20

0



xx

x
                       Β) 1lim

20

0



xx

x
 

 Γ) 13lim
9




xx
x

                     Γ) 13lim
9




xx
x

 

 Δ) )]1[ln(lim
3

0



xx

x
                   ΣΤ) )]1[ln(lim

3

0



xx

x
. 

 3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα ]3,0[Γ , κε 

2)0( f , 1)1( f  θαη 1)3( f . 

 Πνηνο από ηνπο παξαθάηω ηζρπξηζκνύο δελ πξνθύπηεη θαη’ αλάγθε από ηηο 

ππνζέζεηο; 

 Α) Υπάξρεη )3,0(0 x  ηέηνηνο, ώζηε 0)( 0 xf . 

 Β) 1)(lim
3






xf
x

. 



 Γ) )2()(lim
2

fxf
x




. 

 Γ) )(]2,1[ Γf . 

      Δ) Η κέγηζηε ηηκή ηεο  f  ζην ]3,0[  είλαη ην 2 θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ην 1 . 

 

ΔΡΧΣΗ΢ΔΙ΢  ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η΢  -ΠΑΡΑΓΧΓΟΙ 
 

Ι. 

΢ε καθεμιά από ηιρ παπακάηυ πεπιπηώζειρ να κςκλώζεηε ηο γπάμμα Α, αν ο 

ιζσςπιζμόρ είναι αληθήρ και ηο γπάμμα Ψ, αν ο ιζσςπιζμόρ ε ίναι τεςδήρ 

δικαιολογώνηαρ ζςγσπόνυρ ηην απάνηηζη ζαρ.  

 1. Αλ ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην ]1,0[ , παξαγωγίζηκε ζην 

)1,0(  θαη 0)(  xf  γηα όια ηα )1,0(x , ηόηε )1()0( ff  .         

 2. Αλ ε ζπλάξηεζε  f παξαγωγίδεηαη ζην ],[ βα  κε )()( αfβf  , ηόηε 

ππάξρεη ),(0 βαx   ηέηνην, ώζηε 0)( 0  xf . 

 3. Αλ νη gf ,  είλαη ζπλαξηήζεηο παξαγωγίζηκεο ζην ],[ βα , κε 

)()( αgαf   θαη )()( βgβf  , ηόηε ππάξρεη ),(0 βαx   ηέηνην, ώζηε 

ζηα ζεκεία ))(,( 00 xfxA  θαη ))(,( 00 xgxB  νη εθαπηόκελεο λα είλαη 

παξάιιειεο. 

 4. Αλ )2()1()(
2

 xxxf γηα θάζε x , ηόηε: 

     α) ην  )1(f  είλαη ηνπηθό κέγηζην ηεο  f                                    A    Ψ 

     β) ην )2(f  είλαη ηνπηθό ειάρηζην ηεο  f                                   Α    Ψ 

 5.  α) Η γξαθηθή παξάζηαζε κηαο πνιπωλπκηθήο ζπλάξηεζεο άξηηνπ 

βαζκνύ έρεη πάληνηε νξηδόληηα εθαπηνκέλε.  

     β) Η γξαθηθή παξάζηαζε κηαο πνιπωλπκηθήο ζπλάξηεζεο πεξηηηνύ 

βαζκνύ έρεη πάληνηε νξηδόληηα εθαπηνκέλε.  

 6. Η ζπλάξηεζε δxγxβxαxf 
23

)(  κε δγβα ,,,  θαη 0α  έρεη 

πάληα έλα ζεκείν θακπήο.  

 7. Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  έρνπλ ζην 0x  ζεκείν θακπήο, ηόηε θαη ε 

gfh   έρεη ζην 0x  ζεκείν θακπήο.  

 8. Γίλεηαη όηη ε ζπλάξηεζε  f  παξαγωγίδεηαη ζην   θαη όηη ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε είλαη πάλω από ηνλ άμνλα xx . Αλ ππάξρεη 

θάπνην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  ηεο fC  ηνπ νπνίνπ ε απόζηαζε από 

ηνλ άμνλα xx  είλαη κέγηζηε (ή ειάρηζηε), ηόηε ζε απηό ην ζεκείν 

ε εθαπηνκέλε ηεο 
fC  είλαη νξηδόληηα. 

 9. Η επζεία 1x  είλαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο: 

    α) 
1
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x

xx
xf                                                                Α     Ψ 

Α    Ψ 

Α    Ψ 
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    β) 
2

2

)1(

23
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




x

xx
xg                                                                Α     Ψ 

10.Αλ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο   f  δίλεηαη από ην 

παξαθάηω ζρήκα, ηόηε: 

 4 1 O  x

 y

 

  i) ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
f 

1
 είλαη ην )4,1(                            Α     Ψ 

 ii) ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
f 

1
 είλαη ην ]4,1[                            Α     Ψ 

iii) 0)(  xf  γηα θάζε )4,1(x                                             Α     Ψ 

iv) ππάξρεη 0)(:)4,1( 00  xfx .                                        Α     Ψ 

11. Η ζπλάξηεζε 1)(
3

 xxxf  έρεη: 

     α) κηα, ηνπιάρηζηνλ,  ξίδα ζην )1,0(                                     Α     Ψ 

     β) κηα, αθξηβώο,  ξίδα ζην )0,1(                                         Α     Ψ 

     γ) ηξεηο πξαγκαηηθέο ξίδεο                                                  Α     Ψ  

12. Αλ γηα ηηο παξαγωγίζηκεο ζην  ζπλαξηήζεηο gf ,  ηζρύνπλ 

4)0( f , 3)0( f , 6)5( f , 5)0( g , 1)0( g , 2)4( g , ηόηε  

)0()()0()  fggf                                     Α     Ψ 

 

ΙI. 

΢ε καθεμιά από ηιρ παπακάηυ πεπιπηώζειρ να κςκλώζεηε ηη ζυζηή απάνηηζη 

 1.  Τν   
h

π
h

π

h

6
εθ

6
εθ

lim
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










   ηζνύηαη κε: 
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3

4
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 2.  Τν   
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



   ηζνύηαη κε: 
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1

x
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x
          Γ) 
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1

x
           Γ) 

x
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         Δ) 0 

 3.  Αλ x
xf

3
5)(   ηόηε ε )(xf   ηζνύηαη κε: 

      Α) 
13

53
x

x                     Β) 
5ln3

5
3 x

                   Γ) 
x2

53   

      Γ) 
x3

53                        Δ). 125ln5
3x

 

 4.  Αλ )1(ζπλ)(
3

 xxf  ηόηε ε )(πf   ηζνύηαη κε: 

      Α) )1(εκ)1(ζπλ3
3

 ππ                       Β) )1(ζπλ3
2

π     

 

 



      Γ) )1(εκ)1(ζπλ3
2

 ππ                     Γ) )1(ζπλ3
2

ππ  

 5.  Αλ 32
)1()(  xxf ηόηε ε έβδνκε παξάγωγνο απηήο ζην 0 ηζνύηαη κε: 

      Α) 1                             Β) 1                       Γ) 0 

      Γ) 27                           Δ) δελ ππάξρεη. 

 6. Αλ νη εθαπηόκελεο ηωλ ζπλαξηήζεωλ xxf ln)(   θαη 2
2)( xxg   ζηα ζεκεία κε 

ηεηκεκέλε 0x  είλαη παξάιιειεο, ηόηε ην 0x  είλαη: 

     Α) 0            Β) 
4

1
            Γ) 

2

1
            Γ) 1            Δ) 2. 

 7. Αλ xαxβ
exgexf  )(,)(  θαη 

)(

)(

)(

)(

xg

xf

xg

xf
















, ηόηε ην β ωο ζπλάξηεζε ηνπ α 

ηζνύηαη κε: 

      Α) 
2

1

α

α 
                       Β) 

1

2

α

α
                    Γ) 

2

1

α

α 
 

      Γ) 
1

2

2

α

α
                     Δ) 

1

2

α

α
. 

 8.  Αλ 0)(  xf  γηα θάζε ]1,1[x  θαη 0)0( f , ηόηε: 

      Α) 1)1( f                                         Β) 0)1( f       

      Γ) 0)1( f                                           Γ) 0)1( f . 

ΙΙΙ. 

1. Να αληηζηνηρίζεηε θαζεκηά από ηηο ζπλαξηήζεηο α, β, γ, δ ζε εθείλε από ηηο 

ζπλαξηήζεηο Α, Β, Γ, Γ, Δ, Z πνπ λνκίδεηε όηη είλαη ε παξάγωγόο ηεο. 

____________________________________________________________ 

 (a)

 x

 y

 1

                 
 O  x

 y  (β)

 

 O  x

 y  (γ)

                 

 O  x

 y  (δ)

 

_______________________________________________________ 



 O  x

 y  (Α)

     

 O  x

 y  (Β)

     

 O  x

 y

 -1

 (Γ )

    

 O  x

 y  (Γ)

     

 O  x

 y  (Δ )

     

 O  x

 y  (Ε )

 

 2. Καζεκηά από ηηο παξαθάηω ζπλαξηήζεηο λα αληηζηνηρίζεηε ζηελ επζεία πνπ είλαη 

αζύκπηωηε ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο ζην  . 

 

΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η Α΢ΤΜΠΣΩΣΗ 

1. 
2

1
)(

x
xxf             Α.   2y  

2. 
x

e
xxf

1
1)(   Β.    1 xy  

3. 
2

3
2)(




x
xf             Γ.  1 xy  

 
           Γ.  xy   

            Δ.  xy   

 

 

 

ΔΡΧΣΗ΢ΔΙ΢  ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η΢ -ΟΛΟΚΛΗΡΧΜΑ 

 

Ι. 

΢ε καθεμιά από ηιρ παπακάηυ πεπιπηώζειρ να κςκλώζεηε ηο γπάμμα Α, αν ο 

ιζσςπιζμόρ είναι αληθήρ και ηο γπάμμα Φ, αν ο ιζσςπιζμόρ είναι τεςδήρ 

δικαιολογώνηαρ ζςγσπόνυρ ηην απάνηηζή ζαρ.  

 1. Ιζρύεη   











dxxgdxxfdxxgxf )()())()((                           Α     Ψ 

 2. Ιζρύεη   
β

α

β

α

β

α

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(                              Α     Ψ 

 3. Αλ   , ηόηε  



0)( dxxf .                                                 Α     Ψ 



 4. Αλ  



0)( dxxf , ηόηε θαη’ αλάγθε ζα είλαη 0)( xf  γηα θάζε 

],[ x .  

 5. Αλ 0)( xf  γηα θάζε ],[ x , ηόηε  



0)( dxxf .                  Α     

Ψ 

 6. Αλ    




0)( dxxf ,   ηόηε  θαη’ αλάγθε ζα είλαη      0)( xf  γηα 

θάζε ],[ x . 

 7.   










dxxxdxx )1()1(
244 , γηα θάζε 0 .                       Α     Ψ 

 8.  
4/

0

4/

0

2
ζπλln2)εκ1ln(

 

xdxdxx .                                            Α     Ψ 

 9.    dxxfxxxfdxxf )()()( .                                                  Α     Ψ 

10.  
e

xdx
1

ln 
1 1
ln

e

dt
t

.                                                               Α     Ψ 

11. Αλ  



0)( dxxf  θαη ε  f  δελ είλαη παληνύ κεδέλ ζην ],[  , ηόηε 

ε  f  παίξλεη δπν, ηνπιάρηζηνλ, εηεξόζεκεο ηηκέο.  

12. Τν νινθιήξωκα dxxx 
1

1

3
)(  παξηζηάλεη ην εκβαδόλ ηνπ ρωξίνπ 

πνπ πεξηθιείεηαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

xxxf 
3

)(  θαη ηνλ άμνλα ηωλ x. 

ΙΙ. 

Σε θαζεκηά από ηηο παξαθάηω πεξηπηώζεηο λα θπθιώζεηε ηε ζωζηή απάληεζε 

 1. Αλ xπxf εκ)(   θαη 0)0( f , ηόηε ην )1(f  ηζνύηαη κε 

 Α) 
π

1
 ,                  Β) 

π

1
,                  Γ) 

π

2
,                Γ) 

π

2
. 

 2.   To νινθιήξωκα  
dx

x4

1
 ζην ),4(   είλαη ίζν κε 

       Α) cx  )4ln( ,                                      Β) cx  )4ln( , 

       Γ) cx  )4ln( ,                                       Γ) cx  )4ln( . 

 3.  Τν νινθιήξωκα  







 dx

x
x

2
1

 ζην ),0(   είλαη ίζν κε 

Α     Ψ 

Α     Ψ 

Α    Ψ 

Α    Ψ 



      Α) c
x

x













3

1
3

,                                      Β) 

















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1
1

1
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      Γ) c
x




3

)ln1(
3

,                                     Γ) cx
x

x
 2

1

3

3

, 

      Δ) c
x

x
x





















2

3

1
1

3

1

. 

 4.  Τν νινθιήξωκα dxx |1|
2

1

1

  είλαη ίζν κε 

      Α) 
3

4
,          Β) 0,          Γ) 

3

4
 ,          Γ) 

3

2
,          Δ) 

3

5
. 

 5.  Τν νινθιήξωκα  xdxln  είλαη ίζν κε 

      Α) c
x


1
,       Β) c

x


2

ln
2

,       Γ) )1(ln xx ,       Γ) c
x


3

ln
3

. 

 6. Έζηω gf ,  δπν παξαγωγίζηκεο ζπλαξηήζεηο κε ζπλερείο παξαγώγνπο ζην ],[ βα . 

Αλ )()( xgxf   γηα θάζε ],[ βαx , ηόηε θαη’ αλάγθε ζα   ηζρύεη:  

      Α) )()( xgxf  ,      ],[ βαx ,                     Β)  
β

α

β

α
dxxgdxxf )()(  

      Γ)   dxxgdxxf )()(  , ],[ βαx ,                    

Γ)  
α

β

α

β
dxxgdxxf )()( . 

 7. Τν εκβαδόλ ηνπ γξακκνζθηαζκέλνπ 

ρωξίνπ ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο είλαη ίζν 

κε 

      Α) 
5

3
)( dxxf ,        Β) 

3

5
)( dxxf . 

      Γ)  


0

3

5

0

)()( dxxfdxxf ,                           Γ)  



3

0

5

0
)()( dxxfdxxf . 

 8. Aλ )()( xgxf   γηα θάζε ]1,1[x  θαη 2)0()0(  gf , ηόηε γηα θάζε ]1,1[x  

ηζρύεη: 

 Α) 2)()(  xgxf ,           Β)  
1

1
4))()(( dxxgxf . 

 Γ) )()( xgxf  , ]1,1[x    Γ) Οη fC , gC  έρνπλ θνηλό ζεκείν ζην ]1,1[ . 
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 y

 



 9. Έζηω ε ζπλάξηεζε 
x

dttfxF
1

)()(  όπνπ  f  ε 

ζπλάξηεζε ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο. Τόηε ε 

)1(F   είλαη ίζε κε 

       Α)  0,     Β) 1,     Γ) 2,     Γ) 
2

1
. 

10. Έζηω ε ζπλάξηεζε  f  ηνπ δηπιαλνύ 

ζρήκαηνο. Aλ 

    2)( 1 ΩE , 1)( 2 ΩΕ  θαη 3)( 3 ΩΕ  

 ηόηε ην 
β

α
dxxf )(  είλαη ίζν κε 

 Α) 6,          Β) 4 ,          Γ) 4,    

       Γ) 0,         Δ) 2. 

11. Έζηω ε ζπλάξηεζε 
x

dttfxF
0

)()( , όπνπ f ε 

ζπλάξηεζε ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο. Τόηε      

 Α) 2
)( xxF  , 

 Β) 









x

xx
xF

1,2

10,2
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 Γ) 



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
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
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
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1,12

10,
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. 

ΙΙΙ. 

 1. Πνην από ηα παξαθάηω ζρήκαηα αληηπξνζωπεύεη ηε γξαθηθή παξάζη αζε κηαο 

ιύζεο ηεο δηαθνξηθήο εμίζωζεο    yyx  ,   κε   0, yx . 
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 y
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 2. Πνηα από ηα παξαθάηω νινθιεξώκαηα είλαη θαιώο νξηζκέλα;  
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0 1
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1

0 1

1
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 3. Να εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηηο παξαθάηω πξάμεηο:  

  










 dx

x
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1
1 . 

 Άξα       dx
x

dx
x

1
1

1
,    νπόηε    10  ! 

 4. Να εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηηο παξαθάηω πξάμεηο  

        du
u

u

dx
x

I   












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           

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1

1
Idu

u
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u
x

1
   νπόηε )

1
2

du
u

dx  . 

 ΄Αξα II   νπόηε 0I . Απηό, όκωο, είλαη άηνπν, αθνύ 

 



1

1
2

0
1

1
dx

x
I , 

 επεηδή 0
1

1
2


 x
 γηα θάζε ]1,1[x . 

 5. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  


x

dttfxF
0

)()( , 

 όπνπ f ε ζπλάξηεζε ηνπ δηπιαλνύ 

ζρήκαηνο. Να ζπκπιεξώζεηε ηα 

παξαθάηω θελά. 
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