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∞�∫∏�∂π�  ¶∞¡ø  �∆√  ¶∂¢π√
√�π�ª√À  ∫∞π  �∆√  �À¡√§√

∆πªø¡

1. ¡¿  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÞ ðÂ��Ô  ÔÚÈÛÌÔ�  ÙÒÓ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó

        ·)  f1(x) = x
x x

++++ ++++
−−−− ++++

2
1

5 62
          �)  f2(x) = 

x x

x x

++++ ++++ −−−−
++++ −−−− −−−−

2 1

2 1

       Á)  f3(x)=
2 4

10 5

x

x

−−−−
++++ ++++

                             �)  f4(x) = (((( ))))ln 4 2 20x x++++ −−−−

       Â)  f5(x)= (((( ))))log x −−−− ++++2 3                   ÛÙ)  f6(x) = (((( ))))1 5 42−−−− −−−− ++++log x x

       ú)  f7(x) = log log
5 3

2 5

x

x

++++
−−−− ++++







           Ë)  f8(x) = x x2 8 9 24++++ −−−− −−−−

       õ)  f9(x) = x x x−−−− ++++ −−−− −−−−1 3

2. ¡· �ÚÂõÂ�  ÙÔ  Û�ÓÔÏÔ  ÙÈÌÒÓ  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÌÂ

      ·)  f: (-3,2]→R  Î·�  f(x)=
x

x

++++
−−−−

3

3
  , �)  f(x) = 

3

2 3

2

2

x

x x++++ −−−−

3.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f   ÌÂ  f(x)=
x

x k2 +
. ¡¿ �ÚÂõÂ�  Ô  Î  ÒÛÙÂ  Ë  f  Ó·  ¤¯ÂÈ

Û�ÓÔÏÔ  ÙÈÌÒÓ  ÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [ ]−1 1,  , ( Î>0) .

4.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  Û�ÓÔÏÔ  ÙÈÌÒÓ  ÙË� f   ÌÂ  f(¯)=4ËÌ¯ -3ÛùÓ¯

5.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  Û�ÓÔÏÔ  ÙÈÌÒÓ  ÙË� f   ÌÂ  f(¯)=
ÛùÓx

ÛùÓ

+
−

2

3 4
6.  °È¿  ÙÈ�  �È¿ÊÔÚÂ�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  Ï ∈  R  Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ðÂ��Ô  ÔÚÈÛÌÔ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�

f  ÌÂ  f(x)= x Ïx2 2 1− +  .
7.  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ï  ∂  R  ÒÛÙÂ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(¯)=ln(¯2+2Ï¯+9)  Ó·  ¤¯ÂÈ  ðÂ��Ô

ÔÚÈÛÌÔ�  ÞÏÔ  ÙÔ  R.

8.  ¡· �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ðÂ��Ô  ÔÚÈÛÌÔ�  ÙË�  f(¯)=
12

2 4 42

−

+ + + +

x

x x x
9.  ¡· �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ðÂ��Ô  ÔÚÈÛÌÔ�  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó

       ·)        f(¯)=
4 2

2

−
−

x

x x
   Î·È    �)  f(x)= 8 1

3− +x

10.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ðÂ��Ô  ÔÚÈÛÌÔ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(¯)= 
1

1x x− −
.
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A�∫∏�∂π�  ¶∞¡ø  �∆∏¡  π�√∆∏∆∞ ,  �À¡£∂�∏,
ª√¡√∆√¡π∞,  º�∞°ª∞∆∞, ∞∫�√∆∞∆∞,  Î·È

∞¡∆π�∆�√º∏  �À¡∞�∆∏�∏�

1. ∞Ó  f(x)=
x

x ·

+
+

2
,  g(x)=

· x ·

x ·

2 1

2

+ +
+ −

  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ô  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÞ�  ·ÚÈõÌÞ�  ·  ¤ÙÛÈ

ÒÛÙÂ  f=g

2. ¢�ÓÔÓÙ·È  ÔÈ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f(x)=
Îx

x Ï

+
− +

4

2
  Î·È  g(x)=

3 2 2

2 7

x Ï

x Ï

+ −
+ −

 .N·  ÔÚÈÛõÔ�Ó  ÔÈ

ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ�  ·ÚÈõÌÔ�  Î  ,  Ï  ÒÛÙÂ  f=g.
 

3. AÓ  f(x)= x − 3   Î·È  g(x)= 25 2− x   Ó·  �ÚÂõÂ�  Ë  g fo .
 
4. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ¤¯ÂÈ  ðÂ��Ô  ÔÚÈÛÌÔ�  ÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [ ]− 4,11   Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ

ðÂ��Ô  ÔÚÈÛÌÔ�  ÙË�  h(x)=f(3x-1).
 

5. ¢�ÓÔÓÙ·È  f(x)=
x x

x x

+ ≥
− <





3, 3

2 3,
  Î·È  g(x)=2x2+1 . N¿  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  fog  Î·È  gof.

 
6. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛÂÈ�  f :  R→R   Î·È  g  :  R→R  ÌÂ Ù�ðÔ  ÙË� f:  f(x)=3x+2.  AÓ

(gof)(x)=x2+3x-1  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  g(x).
 

7. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f:R\{3}→R ,ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=
−

−
·x

x3
.¡·  ðÚÔÛ�ÈÔÚiÛÙÂ�  Ô

· ∈ R ,  ÒÛÙÂ  (fof)(x)=x.
 

8. ∂ÛÙ�  ÔÈ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f1  Î·È  f2   ÌÂ  f1(x)= ÛùÓ¯  Î·È  f2(x)= 1 4 2− x .  ¡·  ÔÚ�ÛÂÙ·È
ÙÈ�  f2of1   Î·È  f1of2  .

 

9. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f:R\{·-3}→R\{·}  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=
·x

x ·

+
+ −

2

3
. N·  �ÚÂõÂ�  ÁÈ·

ðÔÈ¤�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  ·  Ë  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  Êõ�ÓÔùÛ·  ÛÙÔ  (·-3 , + ∞ ) .

10. ∞Ó  f(x)=
2

12

·x �

x

−
+

, Ó·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·,� ∈ R    ¤ÙÛÈ  ÒÛÙÂ  fmax=1  Î·È  fmin=- 4.

 

11. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f: R→R  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= ex 2

1−  .¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��  ðÚÞ�  ÙËÓ
ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ó·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·ÎÚÞÙ·Ù· .
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12. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f:R→R  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=log(1+ 1 2+ x ). ¡· ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��
ðÚÞ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ó·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·ÎÚÞÙ·Ù· .

 
13. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f:R→R  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= max{2x-5 , x-2} . ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë

·ÓÙ�ÛÙÚÔÊ�  ÙË� , ·ÊÔ�  ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��  ðÚÔ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�· .
 

14.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
2

1 2

x

x+
. ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ·ÓÙ�ÛÙÚÔÊË  ÙË� .

15.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : (1  , + ∞  )→R  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= x2-2x+2 . 
       ·)  ¡· �ÚÂõÂ�  Ë  f-1   Î·È  �)  ¡·  ÏùõÂ�  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  f(x)= f-1(x) .

16.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→R  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= x x− +2 .  ¡· ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��

       ðÚÞ�    ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ó·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·ÎÚÞÙ·Ù· .

 17. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  Û¯¤ÛË  f(x)=
( )

[ ]
x x · ·

x x x ·

2

2

2 1

4 3 2,

, , ( )

,

∈ − ∞ −

− ∈ − +∞






  ÌÂ  · ∈  ∑.  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  ·

       ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  Î·È  ÌÂÙ¿  Ó·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�.

 18. ¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��  ðÚÞ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f: R→R  ÌÂ  Ù�ðÔ

        f(x)=
3 1

3

Î

Î

x−
−







,  Î ∈  R\{3}.

19.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ·Ó  ùð¿Ú¯ÂÈ  Ë  ·ÓÙ�ÛÙÚÔÊË  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÌÂ

         f(x)=
( ]2 3 3

4 32

x x

x x

+ ∈ − ∞

− ∈ +∞







, ,

, ( , )
   .

   20. ¢�ÓÂÙ·È Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f:R→R  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=
3

2

x

x +
.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ·Ó  ùð¿Ú¯ÂÈ

         Ë  f-1.

    21. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  ·�ÍÔùÛ·  ÛÂ  ÞÏÔ  ÙÔ  R  Î·È  ÈÛ¯�ÂÈ  f-1=f       
           Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  f(x)=x .
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¶∂¶∂�∞�ª∂¡√   √�π√
�À¡∞�∆∏�∏�   �∆√   Ã0

1. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=

2

2
3

1 2 3

2

x

x
x

· x x

·x � x

−
≥

− ≤ <

+ <















,

,

,

 . ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·,� ∈ R   ÒÛÙÂ

Ó·  ùð¿Ú¯ÂÈ  ÙÔ  lim
x→2

f(x)   Î·È   lim
x→3

f(x).

2. °È¿  ÙÈ�  �È¿ÊÔÚÂ�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  ·  Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  lim
x→2

x

x ·

2 4−
−

3.  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÞÚÈ· :   ·) lim
x→1

f(x)  ÌÂ  f(x)=max{x2 ,x}, �) lim
x→0

x x

x

2 1 1+ + −

           Á) lim
x→3

2 2 5

3

3 3x x

x

+ − +
−

                             �) lim
x→1

3 3

2 6 23

x

x

−
+ −

           Â) lim
x→0

2 1 2 2 1 1

2 1 1

3x x

x

+ − + +
+ −

                     ú) lim
x→1

x

x

5

3

1

1

−
−

           Ë) lim
x→2

x

x

+ −
−

7 3

2 2
                                        õ) lim

x→8

x

x

−
−
8

23

4. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÞÚÈ· :   ·)       lim
x→π

4

ËÌx ÛùÓx

ÂÊx

−
−1

              �) lim
x ·→

ÛùÓx ÛùÓ·

x ·

−
−

             Á) lim
x→0

( )
( )

ÂÊ ËÌx

ËÌ ÂÊx
                          �) lim

x→0

1 1+ − −ËÌx ËÌx

ÂÊx
 .

5. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÞÚÈ· :     ·) lim
x ·→

x · x ·

x ·

2

3 3

1− + +
−

( )
   �) lim

x→3

x x

x x

2 3

1 1

−
− + −

         Á) lim
x→1

26 3

2 2

3 + −
−
x

x
              �) lim

x→9

x

x

− −
−
1 2

9

3

      Â) lim
x→1

x

x

3

4

1

1

−
−

          ú) lim
x→2

2 4 3 2 4

2

3 x x

x

+ + − −
−

          Ë) lim
x→2

2 2 6

2 2

3

1

x x

x x

+ −

−

−

− −
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6.  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÔÚÈ· :   ·) lim
x→0

x

ÛùÓx

2

1 −
      �) lim

x→0

ËÌx

x1 1+ −

7.  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÔÚÈ· :   ·) lim
x→1

7 3

1

33 2+ − +
−

x x

x

         �) lim
x→2

4 1 25

4

3

2

x x

x

+ − +
−

      Á) lim
x→1

x x x

x x

+ + −
−

3 4

5

3

 �) lim
x→2

x

x

+ −
+ −

6 2

7 3

3

                   Â) lim
x→1

x x x

x x x

3 2

2

2

3 2

− +

+ −

8.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÞÚÈÔ:    lim
x→1

x x x Ó

x

Ó+ + + −
−

2

1

K

9.  N·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  �ÂÓ  ¤¯ÂÈ  ÛÙÔ  ¯0=5,  ÞÚÈÔ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ

                  f(x)=
x x x

x x

2 2

2

10 25 25

7 10

− + + −
− +

10.  ∂ÛÙ�  f,g  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ�  ÛÙÔ  Û�ÓÔÏÔ  U(2,·).  ∞Ó  ÁÈ¿  ÙÈ�   f,g
        ÈÛ¯�ÔùÓ: lim

x→2
( )2 3 5f x g x( ) ( )− =     Î·È    lim

x→2
( )5 8 4f x g x( ) ( )− =

        Ó·  ùðÔÏÔÁ�ÛÂÙÂ  Ù· ÞÚÈ·  : lim
x→2

f(x)   Î·È   lim
x→2

g(¯).

11. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ·ÚÙËÛË  f:R→R .  ∞Ó  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯   ÈÛ¯�ÂÈ  f(x)=f(1-x)  Î·È

       Â�Ó·È   lim
x→1

( )f x x x( ) + + =2 4    Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ   lim
x→0

f(x)

12.  ∂ÛÙ�  ÔÈ  ÛùÓ·ÚÙËÛÂÈ�  f:R→R   Î·È  g: R →R

       ∞Ó  ÈÛ¯�ÔùÓ : lim
x→2

( )xf x g x( ) ( )− =2 3    Î·È    lim
x→2

( )f x x g x( ) ( )− + ⋅ =1 4 5

        Ó·  �ÚÂõÔ�Ó  (·Ó  ùð¿Ú¯ÔùÓ )  Ù·  ÞÚÈ·: lim
x→2

f(x)   Î·È   lim
x→2

g(¯).
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∞¶∂π�√   √�π√
�À¡∞�∆∏�∏�  �∆√  Ã0

1. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ·Ó  ùð¿Ú¯ÔùÓ  Ù·  ÞÚÈ·:

         ·) lim
x→3

x x

x x

2

2

2

5 6

− −
− +

            �) lim
x→2 ( )

x x

x

2

2

2

2

− −

−
           Á) lim

x→0

x

x x

−
+

4

22 3

         �) lim
x→−1

x

x

2

3

2

9 2

−
+ −

             Â) lim
x→1

x

x

− −
−
1 1

1
     ú) lim

x→1 ( )( )
x

x x

2

2 1 3 2− + −

         Ë) lim
x→2

x

x x

+

− +

1

4 22
                           õ) lim

x→5 ( )
x

x x

2

25 25− −

         È) lim
x→1

1

1

1

13x x−
−

−






                   Î) lim

x→0

1 2 1
3 2x x x x

− +







 
2.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÞ�  ·ÚÈõÌÞ�   ·   ÒÛÙÂ   ÙÔ  ÞÚÈÔ :

        lim
x→2

x ·x

x
R

2 2

2

− +
−

∈

3.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ   lim
x ·→

x

x x

2

2

9

2 3

−
− −

    ÁÈ¿  ÙÈ�  �È¿ÊÔÚÂ�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  · ∈ R .

 

4.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ   lim
x→0

x ·

x

+ −1
      ÁÈ¿  ÙÈ�  �È¿ÊÔÚÂ�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  · ∈ R .
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°∂¡π∫∂�  ∞�∫∏�∂π�  �∆√  √�π√
(¶∂�∞�ª∂¡√  ◊   ∞¶∂π�√ )  �À¡∞�∆∏�∏�
                  �∆√   Ã0

1. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R.  ∞Ó  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R   ÈÛ¯�ÂÈ:

     f x x x( ) − ≤2 2    Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ    lim
x→0

f(x).

2.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
·x �x

x

4 5 5

1

+ −
−

 ,   ·,� ∈ R .  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ

ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ�  ·ÚÈõÌÔ�  · , �  ÒÛÙÂ    lim
x→1

f(x)=2.

3.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
x ·x �

x

2 2 5

3

+ + −
−

,   ÌÂ  ·,� ∈ R .   ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ

      ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ�  ·ÚÈõÌÔ�  ·,�  ÒÛÙÂ   lim
x→3

f(x)=12.

4.  ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f(x)=
(· x �x x

x

+ − + −
−

2) 3 8

1

3 2

2
 .   ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ·,�  ÒÛÙÂ

      Ó·  Â�Ó·È  : lim
x→1

f(x)=
1

2
.

5.  ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f(x)=
2 3 5

2

2·x �x

x

+ −
−

.  ¡·  ðÚÔÛ�ÈÔÚ�ÛÂÙÂ  Ù·  ·,� ∈ R

     ÒÛÙÂ    lim
x→2

f(x)=�2+5.

6.  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÔÚÈ· :              ·) lim
x→0

( )x ËÌ x ËÌ x

ÛùÓx

5 3

1

−
−

      �)  lim
x→2

x x

ËÌ( x

2 3 3+ + −
π )

        Á) lim
x→0

ÂÊx

x x−
          �) lim

x→−4

ÂÊ x

x

( )π
+ 4

      Â) lim
x→0

ÂÊx ËÌx

x

−
3

          ú) lim
x→1

1 2− x

ËÌ xπ
            Ë) lim

x→9

−
− − +

5

3 9 27x x x x

      õ) lim
x→0

1
2

− ÛùÓ x

x

Ó

                 È) lim
x ·→

ËÌ x ËÌ ·

ËÌ(x ·

Ó Ó−
− )

7. ∞Ó  Ï,Î ∈ R   Ó·  �ÚÂ�ÙÂ ,  ·Ó  ùð¿Ú¯ÔùÓ  Ù·  ÞÚÈ· :

      ·) lim
x→1 ( )

x Ï

x x

2

1 1

−
− −( )

             �) lim
x→2

Îx Ïx

x

2 5

2

+ −
−
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8. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË    f(x)=

x · �

x
x

�x x x

2

2

2
4

2 4

− +
−

>

− + ≤









, ,

,

   . ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·,�

     ÒÛÙÂ  Ë ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f   Ó·  ¤¯ÂÈ  ÞÚÈÔ  ÛÙÔ  ¯0=4 .
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�À¡∂Ã∂π∞
�À¡∞�∆∏�∏�

1.  ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0  ÞÙ·Ó

     ·)  f(x)=
2 1 3

4 32

x x

x x

− ≤

− >







,

,
 Î·È  ¯0=3    �)  f(x)=

x x

x x
x

x

x ËÌx

x
x

−
+

>

=

+ <














,

,

,

0

1 0

0
2

   , Î·È  ¯0=0

 
2.  ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=0  ÞÙ·Ó

      f(x)=

xËÌx x

x ËÌ x
x

x x

+ + −
+

>

+ ≤










2

2 2

2

1 1
0

3

4
0

,

,

 
3.  ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ   ÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=1  ÞÙ·Ó

      f(x)=

( )

( )

− −

−
>

− =

−
<















2 1

1
1

1

1
1

π

π

π

x

x
x

x

ËÌ x

x
x

,

,

,

 
4.  ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ   ÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=0  ÞÙ·Ó

       f(x)=
x · x ·

x
x

· x

− + +
≠

=







,

,

0

2 0

 
5.  ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·   ¢=(-1 , 1)   Î·È  Ë  ÔðÔ�·  ÁÈ¿

     Î¿õÂ  ¯ ∈ ¢ \{0}   ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  ÙË  Û¯¤ÛË:  x - ËÌ2¯ ≤ ≤ +xf x x ËÌ x( ) 2 .  ∞Ó  f(0)=1
     Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  f   Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��   ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=0.

6.  ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f   Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=1  Î·È  Â�Ó·È  :
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        lim
x→1

( )
( )

x f x ÛùÓ
x

x

− +

−
=

1
2

1
1

2

( )
π

 ,   ùðÔÏÔÁ�ÛÙÂ  ÙÔÓ  ·ÚÈõÌÞ  f(1).

 7. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=

2

2

2 2

ÛùÓx · x

�ÛùÓx ·ËÌx x

ËÌx x

+ ≤ −

+ − < <

+ ≥











,

,

,

π

π π

π

 .  N·

ðÚÔÛ�ÈÚÈÛÙÔ�Ó  Ù·  ·,�  ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÂ  ÞÏÔ  ÙÔ  R .
  

 8. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=

[ ]x ·�

x
·Ó x

� ·Ó x

ËÌ x Áx Á

x x
·Ó x

−
−

∈

− =

− + −
− +

∈















3

2

1
01

1
2 1

1

4 3
13

, ,

,

( )
, ( , )

 .  ¡·

�ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  ·,�,Á  ÒÛÙÂ  Ë  f  Ó·  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ¯0=1.
  
 9. ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ��  ðÚÞ�  ÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÙÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  :

   f(x)=

( )ËÌ ÛùÓx

x
x

· x

2 2

2
2

−
≠

=









π
π

π

,

,

Î·È  �)  f(x)=max { }x x x2 3 5 2 1− + −,

  

 10. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  f(x)=

x ·x x

� x · x

x · � x x

2

2

1 3

4 2 3 4

3 4

− + <
+ + ≤ ≤

− + + − >









,

( ) ,

( ) ,

 .  N·

ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÙÔ�Ó  Ù·  ·,�  ÒÛÙÂ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Ó·  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÂ  ÞÏÔ  ÙÔ  R.
  

 11. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f(x)=
x ËÌ x ·

x
x

x

+ + ≠

=







2
0

3 0

2

,

,

  .  °È·  ðÔÈ¿  ÙÈÌ�  ÙÔù  ·  Ë  f

Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯�� ;
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 12. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f(x)=
·x �x

x
x

·x � x

2 2 6

2
2

3 2

+ −
−

>

+ ≤







,

,

  . N·  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÙÔ�Ó  Ù·  ·,�

ÒÛÙÂ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Ó·  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÂ  ÞÏÔ  ÙÔ  R.

13. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f(x)=
x ËÌ

x
x ·

x x x ·

2

3

1
,

,

<

+ ≥






.   °È·  ðÔÈ¿  ÙÈÌ�  ÙÔù  ·   Ë  f   Â�Ó·È

ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ¯0=· ;
 

14. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : [ ]0,Î R→   ,Î ∈ +R*   ,  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :

 
f � f ·

� ·

f Á f �

Á �

( ) ( ) ( ) ( )−
−

≤ −
−

  , ÞðÔù  0<·<�<Á .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��

ÛÙÔ  [ ]0,Î   ·Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ·�ÍÔùÛ·  ÛÙÔ  ��ÈÔ  �È¿ÛÙËÌ· .

 
15. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f :R* → R   ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ùðÔõ¤ÙÔùÌÂ  ÞÙÈ  Â�Ó·È :

  (i) f(·�)= f(·)f(�)  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ·,� ∈ R*   Î·È  (ii)  f(x) ≠ 0   ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R*

 ·) ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ·Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ¯0=1  ÙÞÙÂ  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��   
             ÛÙÔ  R*

        �) AÓ  Ë  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  Í ∈ R*   ÙÞÙÂ  Ë  f  Â�Ó·È  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ
  R* .
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£∂ø�∏ª∞∆∞
BOLZANO  KAI  ∂¡¢π∞ª∂�∏� ∆πª∏�

1. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : [ ]· � R, →   ÛùÓÂ¯�� .  ∞Ó  f(·) ≠  f(�)  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ

ùð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈ ( , )· �   ÒÛÙÂ  Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ : f(Í)=
Îf · Ïf �

Î Ï

( ) ( )+
+

  ÌÂ  Î,Ï ∈ +R*   .

 
2. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f :R→ R   ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=x2+ x+ 2Î - 4  ÌÂ  Î ∈ R  .  ¡·

�ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  Î  ÁÈ·  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  Ë  f(x)=0  ¤¯ÂÈ  Ì�·  ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ   Ú�ú·
ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (-1,1) .

 

3. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
x

ËÌ x
3

4
3− +π .  ¡·  ÂÍÂÙ·ÛõÂ�  ·Ó  Ë  f  ð·ÈÚÓÂÈ  ÙËÓ

ÙÈÌ�  
7

3
  ÞÙ·Ó  ¯ [ ]∈ − 2,2  .

 
4. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  ex- 2 = 0  ¤¯ÂÈ  ÌÈ·  ·ÎÚÈ�Ò�  Ú�ú·  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (0,1)
 

5. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
2 1 1 1

3 2 1 2

2x x

x x

− − ≤ <
− ≤ ≤





,

,
  .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË

f(x)=0   ¤¯ÂÈ  Ì�·  ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ  Ú�ú·  ÛÙÞ  �È¿ÛÙËÌ·  (-1,2) .
 

6. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  :  
1 1 1

0
x · x � x Á−

+
−

+
−

=   ÌÂ  ·<�<Á   ¤¯ÂÈ

ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ  ��Ô  Ú�úÂ�  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (·,Á) .
 
7. ∞Ó  ·,�,Á ∈ R   Î·È  · ≠ 0    Î·È  Á2+�Á+·Á<0  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  :  �2>4·Á
 
8. °È·  ÙÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f,g  ùðÔõ¤ÙÔùÌÂ  ÞÙÈ  :  (·)  ∂�Ó·È  ÛùÓÂ¯Â��  ÛÙÔ  R ,
 �) f(x) ≤ ≤0 g x( ) ,  ÁÈ¿  Î¿õÂ  x ∈ R  ,Î·È  Á)  Àð¿Ú¯ÔùÓ  ·,� ∈ R   Ù¤ÙÔÈÔÈ  ÒÛÙÂ
 f(·)=·  Î·È  f(�)=� .   ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  Á ∈ R   Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ
 f(Á)+g(Á)=Á .

 
9. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [ ]· �,    Î·È  Â�Ó·È  f(x) ≠ 0

 ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ [ ]· �, ,  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  f(Î)f(Ï)>0  [ ]∀ ∈Î Ï · �, ,  .
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10. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [ ]· �,   ,  0<·<�   Î·È  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·

Â�Ó·È  :  [ ]( ) [ ]f · � · �, ,=  .  ∞Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  Êõ�ÓÔùÛ·   ÛÙÔ  [ ]· �,  ,  Ó·

·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  Cf   Ù¤ÌÓÂÈ  ÙËÓ ÂùõÂ�·  �=¯  ÛÂ ¤Ó· ·ÎÚÈ�Ò�  ÛËÌÂ�Ô.
 
 
 
11. °È·  ÙÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f,g  ùðÔõ¤ÙÔùÌÂ  ÞÙÈ :  ·) ∂�Ó·È  ÛùÓÂ¯Â��  ÛÙÔ  [ ]· �, ,

 · ≤ ≤g x �( )   ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ [ ]∈ · �,   ,  Á)  · ≤ ≤f x �( )   ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ [ ]∈ · �,  .  ¡·

·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  Á [ ]∈ · �,  ,  Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  ( )( )f g Á Á= .

 

12. ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ Ë  ÂÍ�Û�ÛË  :  
x

x

x

x

2001 20002001

1

2000

2
0

+
−

+ +
−

=  ,  ¤¯ÂÈ  Ì�·

ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ  Ú�ú·  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (1,2) .
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√�π√    �À¡∞�∆∏�∏�
�∆√      ∞¶∂π�√

1. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÞÚÈ· :   ·) lim
x→−∞

x x x

x x

2 2

2

2 3 1

10

− + −

− +
  ,

       �) lim
x→−∞ ( )12 10 12 2x x x+ + −   ,    Á) lim

x→+∞

x x

x

2 3 4

2 1

+ −
−

       �) lim
x→−∞

4 3 1

1 2

2

2

x x

x x

+ + −

+ +
   ,           Â) lim

x→+∞

x

x x x+ +

       ÛÙ) lim
x→±∞

x x

x x

− +

− −

2

2

1

1
  ,     ú) lim

x→+∞

( ) ( ) ( )x x x

x

+ + + + + +
+

1 2 100

10

10 10 10

10 10

L
 ,

       Ë) lim
x→ ±∞

( )x x x x
x

x
4 2− + +   ,         õ) lim

x→+∞

8 1 2

1 2

33

2

x x

x x x

+ − +

+ + +
  ,

        È) lim
x→−∞

3 1 1

2 1

2 63

2 2

x x

x x x

− − +

+ + + +
 ,        Î) lim

x→+∞
4 2 3 12x x x− + − +



   ,

        Ï) lim
x→−∞

x x x24 21 3 2+ + − +



  ,  Ì) lim

x→+∞
2 3 22x x x+ + −



  ,

        Ó) lim
x→−∞

4 3 2 22x x x+ + +



   ,       Í) lim

x→+∞

x x x

x x x

2

2

1 1

2 4 1

+ + − −

− + +

          Ô) lim
x→−∞ ( )( )4 2 1− − − −x x x  ,

          ð)   lim
x→+∞

4 3 2 12 2x x x x x+ + − + + −





          Ú) lim
x→−∞

x x x x x2 24 3 3+ + + + +



  ,

          Û) lim
x→+∞

4 3 9 2 5 25 12 2 2x x x x x x+ + + − + − + +



   ,

          Ù)  lim
x→−∞

x x x x x x2 2 22 4 3 1 5 10+ − − + + + + +



   ,

          ù) lim
x→+∞

x x x2 332 1+ + − +



   ,   Ê) lim

x→±∞
x

x

x
x

−
+

−










1

1
 ,

          ¯) lim
x→+∞

x x

x x

2 23

44 45

1 1

1 1

+ − +

+ − +
 ,  �) lim

x→+∞

x ËÌx

x ÛùÓx

+
+

,  �) lim
x→−∞

2

2

2x xËÌx

ËÌx

−
+
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2. °È¿  ÙÈ�  �È¿ÊÔÚÂ�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  Ï ∈ R ,  Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÞÚÈÔ :

 lim
x→−∞

4 32x x Ïx+ −



  .

 
3. °È¿  ÙÈ�  �È¿ÊÔÚÂ�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  Î ∈ R ,  Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÞÚÈÔ  ÛÙÔ  + ∞   ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙË-

ÛË�   f(x)= Îx x x2 22 1 1+ + − + .
 

4. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
4 3

4 1

2x Ïx

x
Ïx Î

+ +
+

+ + .  °È¿  ÙÈ�  �È¿ÊÔÚÂ�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó

Ï,Î ∈ R   Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ   lim
x→+∞

f(x) .  °È¿  ðÔÈ¤�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  Ï,Î  Â�Ó·È  lim
x→−∞

f(x)=3 ;

 

5. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= ( )( )x Î x Ï x+ + −  .  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  Î,Ï ∈ +Z*   ÒÛÙÂ

 lim
x→+∞

f(x)=1

 

6. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
x · x

x � x

2

2

+ −

+ −
  ÌÂ  ·,� ∈ +R*  .  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  Û¯¤ÛË

ÌÂÙ·Í�  Ù�Ó  ·,�  ÒÛÙÂ   lim
x→+∞

f(x)=3 .

 

7. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= x x xËÌ· ÛùÓ�2 3+ + − +   ÌÂ  · ∈   (0,ð)  Î·È  � ∈ R    
·) °È¿  ÙÈ�  �È¿ÊÔÚÂ�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  ·,�  Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ   lim

x→+∞
f(x).

  �) °È¿  ðÔÈ¿  ÙÈÌ�  Ù�Ó  ·,�  Â�Ó·È   lim
x→+∞

f(x)= -
1

2
 .

 

8. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= x x x x Ï x2 2 21 4 3 2+ + + + + +  .  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ
 lim

x→−∞
f(x)  ÞÙ·Ó  ÙÔ  Ï  �È·ÙÚ¤¯ÂÈ ÙÔ  R .

 

9. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= ( )4 3 22 2x x ·x �x Á+ + − + +  .  ¡·  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛ-ÙÔ�Ó

ÔÈ  ·,�,Á ∈ R   ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È   lim
x→+∞

f(x)=4 .

 
10. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   Â�Ó·È  ðÂÚÈÙÙ�  Î·È  ÈÛ¯�ÂÈ  :

    lim
x→+∞

2 12f x x x x( ) + − + +



 =3   Ó·  �ÚÂõÂ�   ÙÔ     lim

x→−∞
f(x) .
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¶∞�∞°ø°√�
�À¡∞�∆∏�∏�

1. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=
( ]

( )
x ·Ó x

Îx Ï ·Ó x

2 3

3,

, ,

,

∈ − ∞

+ ∈ +∞






 ,  ¡· �ÚÂõ-Ô�Ó

Ù·  Î,Ï ∈ R    ÒÛÙÂ  Ó·  ùð¿Ú¯ÂÈ  Ë  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ÙË�  f  ÛÙÔ  ¯0=3 .
 

2. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= 1+ ÛùÓx  , ¯ ∈ R .  ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�  ·Ó  ùð-
¿Ú¯ÂÈ  Ë  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ·ùÙ��  ÁÈ¿  ¯0=ð .

 

3. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= 1 1 2− − x  . ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�  ·Ó  ùð¿Ú¯ÂÈ  Ë
ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ·ùÙ��  ÁÈ¿  ¯0= 0 .

 

4. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=2¯+ x x2 3−  . ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�  ·Ó  ùð¿Ú¯ÂÈ  Ë

ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ·ùÙ��  ÁÈ¿  ¯0=3 .
 

5. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= 1− ÛùÓ ËÌx(ð )  . ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�  ·Ó  ùð-¿Ú¯ÂÈ
Ë  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ·ùÙ��  ÁÈ¿  ¯0=0 .

 

6. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=
x ÛùÓ

x
x

x

3 1
0

0 0

,

,

≠

=






  . ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�  ·Ó

ùð¿Ú¯ÂÈ  Ë  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ·ùÙ��  ÁÈ¿  ¯0=0 .
 

7. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=

x ËÌ
x

ËÌx

e
x

x

x

1

1
0

0 0

1

+
≠

=










,

,

  . ¡·  ÂÍÂÙ·Û-ÙÂ�

·Ó  ùð¿Ú¯ÂÈ  Ë  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ·ùÙ��  ÁÈ¿  ¯0=0 .
 

8. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=

x e x

x

x x

x2 1

0

0 0

1 0

,

,

ln( ) ,

<
=

+ >









 . ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�  ·Ó

ùð¿Ú¯ÂÈ  Ë  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ·ùÙ��  ÁÈ¿  ¯0=0 .
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9. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ :
  ·)  f(x+�)=f(x)f(�)  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯,� ∈ R
  �)  ( )∃ ′f 0

  Á)  f(x) ≠ 0   ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R .
 ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ∀ ∈x R   ÈÛ¯�ÂÈ  ( ) ( ) ( )′ = ′f x f x f 0 .

 

10. ¢�ÓÔÓÙ·È  ÔÈ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f : R→ R*   Î·È  g  : R→ R  ÁÈ¿  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  ÈÛ¯�ÂÈ  Ë

Û¯¤ÛË :  
( )
( )

g x

f x
x=  ,  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R  .  ∞Ó  Ë  g  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R

 Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¯0=1 .
 
11. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  x0 ∈ R   Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  :

                     lim
x x o→

( ) ( ) ( ) ( )xf x x f x

x x
f x x f x0 0

0
0 0 0

−
−

= − ′  .

 
12. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=F(x) x − 2   ÞðÔù  F(x)  Â�Ó·È  ðÔÏùÒÓùÌÔ  ÌÂ  ðÚ·Á-

Ì·ÙÈÎÔ��  ÛùÓÙÂÏÂÛÙ¤� .  ∞Ó  ùð¿Ú¯ÂÈ  Ë  ðÚÒÙË  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ÙË�  f  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R
Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ÙÔ  ðÔÏùÒÓùÌÔ  F(x)  ¤¯ÂÈ  Ú�ú·  Ú=2  .

13. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  : R→ R  ÌÂ  Ù�ðÔ f(x)=x2 + ·¯ .  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  · ∈ R
 ÒÛÙÂ  ( ) ( )′ ′ =f f0 1 3  .

 

14. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  : R→ R  ÌÂ  Ù�ðÔ f(x)=
( ]
( )

x ·x � x

x x

2

2

1

3 1

+ + ∈ − ∞

+ ∈ +∞







, ,

, ,
 .

 ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ·,� ∈ R   ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È  Ë  f  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¯0=1 .
 
15. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R .  ∂¿Ó  Â�Ó·È :  f(·+�)=f(·)+f(�), ∀ ∈x R   Î·È

Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=0 ,  ÙÞÙÂ  Ë f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R
ÌÂ  ð·Ú¿Á�ÁÔ :  ( ) ( )′ = ′f x f 0  .

 
16. ∂ÛÙ�  f,g   ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ�  R .  ∂¿Ó  Â�Ó·È :  ·)  f(·+�)=f(·)f(�) ,

∀ ∈· � R, ,  �)  f(x)=1+xg(x)  , ∀ ∈x R    Î·È  Á)  lim
x→0

g(x)=1  . ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�

,ÞÙÈ Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÌÂ  ð·Ú¿Á�ÁÔ  ( ) ( )′ =f x f x

 
17. ∂ÛÙ�  f,g   ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ�  R  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛÙÔ  ¯0=0 .  ∞Ó  Â�Ó·È
      f(0)=g(0)  Î·È   f(x)+ x > g(x)  ∀ ∈x R  , ÙÞÙÂ  Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :
      ( ) ( )′ − ′ =g f0 0 1
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18. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0 ∈ R  .

 ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  :  ( )′ = + − −
→

f x
f x h f x h

hh
0

0

0 0

2
lim

( ) ( )
  .

 

19. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R+
*   Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  Í ∈  R+

*  .

¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ : lim
x Í→

( ) ( ) ( ) ( )x f x Í f Í

x Í

Í f Í f Í

Í

⋅ − ⋅
−

=
⋅ ′ +2

2
 .

 

20. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g(x)=
f x ËÌ(ðx x x

x

( ) ) + −
−

2 2

1

2

 ,  ÞðÔù  f  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÔÚÈÛ-Ì¤ÓË

ÛÙÔ  R  ÌÂ  f(1)=0 .  ∞Ó  Â�Ó·È  ( )′ =g 1 4  ,  g(1)=2  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ ÞÙÈ  Ë  f

 Â�Ó·È ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=1.
 
21. ∂ÛÙ�  f,g,h  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ�  ÛÙÔ  R  ÁÈ¿  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  ùðÔõ¤ÙÔùÌÂ  ÞÙÈ :
 ·)  f(x)< h(x)< g(x)  , ∀ ∈x R       Î·È         �) ( ) ( )′ = ′f g0 0   Î·È  f(0)=g(0)=h(0).

 Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ    Ë   h  Â�Ó·È ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=0 .
 

22. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  Í ∈ R   Î·È  Â�Ó·È : lim
h→0

( )f Í h

h

−
= 2 ,

Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  Í .
 
23. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=x2+ ·¯+ �   ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R .  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ

ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ�  ·ÚÈõÌÔ�  ·,�  ÒÛÙÂ  Ë  ÂùõÂ�·  �=2¯   Ó·  ÂÊ¿ðÙÂÙ·È  ÛÙÔ  �È¿Á-Ú·ÌÌ·
ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ª(2,4).

 
24. �Â  ðÔÈÞ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  Î·Ìð�ÏË�   ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)= 3x2 - 5x+ 1  Ë  ÂÊ·ð-

ÙÞÌÂÓË  Â�Ó·È  ð·Ú¿ÏÏËÏË  ðÚÞ�  ÙËÓ  �È¯ÔÙÞÌÔ  ÙË�  ðÚÒÙË�  Á�Ó�·�  Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó ;
 
25. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ�  ·ÚÈõÌÔ�  ·  Î·È  �  ÒÛÙÂ  ÙÔ  �È¿ÁÚ·ÌÌ·  ÙË�  ÛùÓ-

¿ÚÙËÛË�  f(x)=·x2+ �  Ó·  ðÂÚÓ¿ÂÈ  ·ðÞ  Ù· ÛËÌÂ�·   ∞(1,3)  ,  µ(2,9) .  ∫·ÙÞðÈÓ  Ó·
�ÚÂõÂ�  ÛÂ  ðÔÈÞ  ÛËÌÂ�Ô  ·ùÙ��  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  Â�Ó·È  ð·Ú¿ÏÏËÏË  ÛÙÔÓ  ¿ÍÔÓ· ′x x .

 
26. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  �Â�ÙÂÚË  �È¯ÔÙÞÌÔ�  Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó  ÂÊ¿ðÙÂÙ·È  ÛÙÔ  �È¿ÁÚ·Ì·  ÙË�

ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)= x3- 4x2+ 4x-2 .  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  Âð·Ê��  Î·È  Ó· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�
·Ó  Ù¤ÌÓÂÈ  ÙÔ  �È¿ÁÚ·ÌÌ·  ÛÂ  ¿ÏÏÔ  ÛËÌÂ�Ô .

 

27. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ÛÙËÓ  ùðÂÚ�ÔÏ�  2¯�= ·2  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ÙÚÈÁÒÓÔù  ðÔù
Û¯ËÌ·Ù�úÂÙ·È  ·ðÞ  ÌÈ¿  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  Î·È  ÙÔù�  ¿ÍÔÓÂ�  Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚÞ .
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28. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R\{-3, 1} → R   ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=
7

2 3

2

2

x Ïx Ì

x x

+ +
+ −

   ÌÂ  Ï,Ì

ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ�  ·ÚÈõÌÔ�  .  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  Ï,Ì  ÒÛÙÂ  ÙÔ  ÁÚ¿ÊËÌ·  ÙË�  f  Ó· ðÂÚ-
Ó¿ÂÈ  ·ðÞ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (0,0)  Î·È  Ë  ÂÊ·ðÙÞÌÂÓË  ÙÔù  ÛÙÔ  ¯0= - 2  Ó·  Â�Ó·È  ð·-
Ú¿ÏÏËÏË  ÛÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  Ù�Ó  ¯ .

 

29. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R R+ →*   ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= ( )· x−
2
  ÌÂ  · ≥ 0 .  �ÙÔ

 �È¿ÁÚ·ÌÌ·  ÙË�  ÛÂ  Ùù¯·�Ô  ÛËÌÂ�Ô  Ê¤ÚÓÔùÌÂ  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ðÔù  Ù¤ÌÓÂÈ  ÙÔù�  ¿-
ÍÔÓÂ�  ÛÙ·  ÛËÌÂ�·  ∞  Î·È  µ .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :  √∞+ √µ= ÛÙ·õÂÚÞ .

 
30. ∞Ó  Ë  ÂùõÂ�·  ·¯+ � - 6= 0  ( )· R∈   Â�Ó·È  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  Î·Ìð�ÏË�  ¯�= 3

 Ó·  �ÚÂõÂ�  Ô  ·  Î·È  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  Âð·Ê�� .
 

31. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R\{0,1}→ R  ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= ( )2 2
1

1

1

12
x x x− −−  .  ¡·  ÂÍÂ-

Ù¿ÛÂÙÂ  ·Ó  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0= -1 Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  Û¯ËÌ·Ù�úÂÈ  ÌÂ  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ· ′x x
Á�Ó�·  ÌÂÁ·Ï�ÙÂÚË  �  ÌÈÎÚÞÙÂÚË  Ù�Ó  450 .

 
32. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ð·Ú¿Á�ÁÔ  Ù�Ó  ð·Ú·Î¿Ù�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó  :

a) f1(x)= xx  ( x>0 )     ,     f2(x)= xx x

 (x>0)   ,    f3(x)= 2
2x   .

b) f1(x)= ( )ËÌx ·Ó x
x
,

ð∈ 





0,
2

     ,      f2(x)= x
x

·Ó x
x

+





>1
0,  .

c) f(x)= · x1 2+   , x ∈ R  .
 
33. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g   Ë  ÔðÔ�·  Â�Ó·È  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È

ÈÛ¯�ÂÈ  g(-1)= 7 .  ∞Ó  f(x)= ( ) ( )3 2 2 5
2

x g x− −  ,  x ∈ R    Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  f

Â�Ó·È  �ùÔ (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔÓ  ·ÚÈõÌÞ   ( )′′f 2  .

 
34. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R   ÈÛ¯�ÂÈ  :
 f(x3)= ËÌð¯  .  ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔÓ  ·ÚÈõÌÞ  ( )′ −f 1  .

 
35. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ð·Ú¿Á�ÁÔ  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó :   f1(x)= x 2 1− (x-1)  ,

 

 f2(x)=
ËÌ(ðx

x
x

x

2

0

0 0

)
,

,

≠

=






     ,   Î·È   f3(x)=

x x

x x x

2

2

1

1 1

,

,

≤

− + >






   .

36. ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÓÈÔÛÙ�  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)=
1

x
x R, ∈  .
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37. ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÓÈÔÛÙ�  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)=ËÌ
x

x R
2







∈, .

 
38. ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÓÈÔÛÙ�  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)=lnx  ,  x>0 .
 

39. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  f(x)=
4

22

−
+ −

x

x x
 .

a) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ·,� ∈ R   ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È :  f(x)=
·

x

�

x−
+

+1 2
 .

b) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ÓÈÔÛÙ�  ð·Ú¿Á�ÁÔ  ÙË�  f .
 
40. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ÓÈÔÛÙ�  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ÙË�  f(x)=  ÛùÓ(·¯) ,  · ∈ R   ¤¯ÂÈ  Ù�ðÔ

 ( )f x · ÛùÓ ·x ÓÓ Ó( ) ð= +



2

.

 
41. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÞÏ·  Ù·  ðÔÏùÒÓùÌ·  �(¯)  ÌÂ  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ��  ÛùÓÙÂÏÂÛÙ¤�  ÁÈ¿  Ù·

ÔðÔ�·  Â�Ó·È  :  ( )[ ]′ =P x P x
2

( )   ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R .

 
42. ·)   ∞Ó  Ô  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÞ�  ·ÚÈõÌÞ�  Ú  Â�Ó·È  Ú�ú·  ÂÓÞ�  ðÔÏù�Ó�ÌÔù   �(¯)  Î·È     ÙË�

ð·Ú·ÁÒÁÔù  ′P (x)  ,  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ô  Ú  Â�Ó·È  �ÈðÏ�  Ú�ú·  ÙÔù  �(¯)  Î·È
·ÓÙÈÛÙÚÞÊ�� .

 �)   ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ·,� ∈ R   ÒÛÙÂ  ÙÔ  ðÔÏùÒÓùÌÔ  �(¯)=2¯3 + ·¯2+ (3·- �)¯ -2

 Ó·  �È·ÈÚÂ�Ù·È  ÌÂ  ÙÔ  ( )x −1 2
 .

 
43. ∂ÛÙ�  f  Ì�·  ðÔÏù�ÓùÌÈÎ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÙÚ�ÙÔù  �·õÌÔ�  ÌÂ  Ú�úÂ�  Ú1 ,Ú2 ,Ú3  �È·-

ÊÔÚÂÙÈÎ¤�  ·Ó¿  ��Ô .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :  ( ) ( ) ( )
Ú

f Ú

Ú

f Ú

Ú

f Ú
1

1

2

2

3

3

0
′

+
′

+
′

=  .

 
44. ∞Ó  Ì�·  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   Â�Ó·È  ¿ÚÙÈ· ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë
 ′f  Â�Ó·È  ðÂÚÈÙÙ� .

45.∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : ( )0,+∞ → R   ÌÂ  f(x�)= f(x)+f(�)  ∀ ∈ +x � R, *  .  ∞Ó   f   

     Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ( )0,+∞  ,  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ :

a) 
( ) ( ) ( )′

=
′

∀ ∈ +∞
f x

�

f �

x
x �, , ,0

b) ·Ó  ( ) ( )′ = ′ =f ÙÔÙÂ f x
x

1 1
1

, ∀ >x 0  .

 
46.¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R R→   ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :
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 f(x+�)+f(x-�)=2f(x)f(�)  , ∀ ∈x � R,  .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ: ( ) ( ) ( ) ( )′′ = ′′f x f � f x f � ,

 ∀ ∈x � R,  .
 

47.∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : 0
2

,
ð





→ R   ÌÂ  f(ËÌ¯)=ËÌ2¯ - ÛùÓ¯  �ùÔ  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·-   

      Á�Á�ÛÈÌË .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ : 3
1

2
2

1

2
4 2 3′′ 





− ′ 





= +f f  .    

 
48.ª�·  ðÂÚÈÙÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·
 (-·,·) .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ( )′′ =f 0 0  .

 
49.¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R R→   ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= x3ex . ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ·,�,Á

 ∈ R   ÒÛÙÂ  ( ) ( ) ( )·f x �f x Áf x xex+ ′ + ′′ = 12  , ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R  .

 
50.�Â  ðÔÈ¿  ÛËÌÂ�·  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  Î¿õÂ  ÌÈ¿�  ·ðÞ  ÙÈ�  ð·Ú·Î¿Ù�
     ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÔÚ�úÂÙ·È  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  Î·È  ÛÂ  ðÔÈ¿  Þ¯È  ;

a) f1(x)= x x+ − +2 2 1            Î·È       f2(x)= x x+ − 3   .

b) f1(x)=
x ËÌx x

x x x

2 0

0

,

,

≤

+ >






       Î·È        f2(x)= ( )x −1 23     .

 
51.¡·  �ÚÂõÂ�  ÛÂ  ðÔÈÞ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  Ù��  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÌÂ
     f(x)=2x - x2  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  Â�Ó·È  Î¿õÂÙË  ÛÙËÓ  ÂùõÂ�·  2¯+�-6=0 .
 
52.∞Ó  f(x)= e x−   Î·È  g(x)= - lnx   Î·È  Â�Ó·È  ∞  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ÙÔÌ��  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��
     ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�  f  ÌÂ  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′� �    Î·È  µ   ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ÙÔÌ��  ÙË�  Cg  ÌÂ
     ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·   ′x x  ,  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  ÂùõÂ�·  ∞µ  Â�Ó·È  ÎÔÈÓ�  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË
     Ù�Ó ÁÚ·ÊÈÎÒÓ  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂ�Ó  Ù�Ó  f  Î·È  g
 
 
53.∂ÛÙ�  ∞(¯0,�0)  ÙÔ  ÎÔÈÓÞ  ÛËÌÂ�Ô  Ù�Ó  ÁÚ·ÊÈÎÒÓ  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂ�Ó  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�-

     ÛÂ�Ó  f(x)= ( )e ËÌx xx , ð,ð∈ −   Î·È   g(x)= ËÌ¯  , ( )x ∈ − ð,ð  .

 ¡·  �ÂÈ¯õÂ�   ÞÙÈ  ÔÈ  ÁÚ·ÊÈÎ¤�  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ�  Ù�Ó  f  Î·È  g  ,  ¤¯ÔùÓ  ÎÔÈÓ�  ÂÊ·ð-
ÙÔÌ¤ÓË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ∞(¯0,�0) .

 

54.∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
·x �x x

Áx x x

2

2

2 2

4 2

+ + <

+ + ≥






,

,
   .  ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÈ�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó

     ·,�,Á ∈ R    ÁÈ¿  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f  ¤¯ÂÈ  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô
     ∞(2,f(2))  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  Î¿õÂÙË  ÛÙËÓ  ÂùõÂ�·  ¯ - 3�+2=0 .
 
55.∂ÛÙ�  C1 , C2  ÔÈ  ÁÚ·ÊÈÎ¤�  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ�  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó  f(x)=x2 ,   Î·È          
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      g(x)= − 1
x

  ÙÞÙÂ  :

a) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ÂÍ�Û�ÛË  ÙË�  ÎÔÈÓ��  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË� (Â)  Ù�Ó  C1  Î·È  C2  .
b) Av  A,B  Â�Ó·È  Ù·  ÛËÌÂ�·  Âð·Ê��  ÙË�  (Â)  ÌÂ  ÙÈ�  C1 , C2  ·ÓÙÈÛÙÔ�¯��  Î·È

°,¢  Ù·  ÛËÌÂ�·  ÙÔÌ��  ÙË�  (Â)  ÌÂ  ÙÔù�  ¿ÍÔÓÂ�  ′x x   Î·È  ′� �   ·ÓÙÈÛÙÔ�¯��  Ó·
·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  (∞,¢,°)=(°,¢,µ)=1 .

 
56.¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË�  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�  ÛùÓ¿Ú-

      ÙËÛË�  f(x)= 4 2− x   ðÔù  Û¯ËÌ·Ù�úÂÈ  Á�Ó�·  
ð

3
  ÌÂ  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′x x

 
57.¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·,�,Á ∈ R   ÒÛÙÂ  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f ÌÂ

 Ù�ðÔ  f(x)=·¯3+�¯2+Á¯+�   Ó·  ÂÊ¿ðÙÂÙ·È  ÛÙÈ�  ÂùõÂ�Â�  Â1 : 7x - � - 26=0  Î·È
      Â2 :  8x - � + 8=0   ÛÙ·  ÛËÌÂ�·  ∞(-1,0)  Î·È  µ(2,-12)  ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯·  .
 
58.¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  ·>0  ÒÛÙÂ  Ë  ÂùõÂ�·  �=¯  Ó·  Â�Ó·È  ÂÊ·ðÙÞÌÂÓË  ÙË�  Î·Ìð�ÏË�

�= ·x  .
 
59.ªÈ¿  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÂ  ¤Ó·  �È¿ÛÙËÌ·  ¢  ÞðÔù
     ′ ≠ ∀ ∈f x x ¢( ) 0  .  ∂ÛÙ�   C Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  g  ÌÂ

 g(x)=
( )
( )

f x

f x′
   Î·È   Â   Ë  ÂÊ·ðÙÞÌÂÓË  ÙË�  C  ÛÂ  ¤Ó·  ÎÔÈÓÞ  ÙË�  ÛËÌÂ�Ô  ÌÂ  ÙÔÓ

 ¿ÍÔÓ·  ′x x  .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  Â  Û¯ËÌ·Ù�úÂÈ  Á�Ó�·  
ð

4
  ÌÂ  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′x x  .

 
60.¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  Á�Ó�·  Ù�Ó  ÂÊ·ðÙÔÌ¤Ó�Ó  Ù�Ó  ÁÚ·ÊÈÎÒÓ  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂ�Ó  Ù�Ó

 ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó   f(x)= x   Î·È  g(x)=
1

x
  ÛÂ  ¤Ó·  ÎÔÈÓÞ  ÙÔù�  ÛËÌÂ�Ô .

 
61. √È  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f,g  ¤¯ÔùÓ  ÎÔÈÓÞ  ðÂ��Ô  ÔÚÈÛÌÔ�  ¢ ⊂ R   Î·È  ð·Ú·Á�Á�úÔÓÙ·È  
      ð·ÓÙÔ�  ÛÂ  ·ùÙÞ .  ∂ð�  ðÏ¤ÔÓ  g(x) ≠ 0  ∀ ∈x ¢  .

      £Â�ÚÔ�ÌÂ  Âð�ÛË�  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   Ê(¯)=
( )
( )

f x

g x
  .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ·Ó

       ( )′ =Ê Ú 0 ,  ÙÞÙÂ  
( )
( )Ê Ú)

f Ú

g Ú
( =

′
′

   ÞðÔù  ( )′ ≠ ∈g Ú Î·È Ú ¢0 ,  .

62.  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  ÔÈ  ÁÚ·ÊÈÎ¤�  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ�  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó  f  Î·È  g  ÌÂ

   f x
x

( ) =
2

2
 Î·È  g x

x x

x
( ) = + −2 1

2
  ÂÊ¿ðÙÔÓÙ·È  ÛÂ  ¤Ó·  ÛËÌÂ�Ô ,  ÂÓÒ  ÔÈ

    ÂÊ·ðÙÞÌÂÓÂ�  ·ùÙÒÓ  ÛÂ  ¤Ó·  ¿ÏÏÔ  ÎÔÈÓÞ  ÙÔù�  ÛËÌÂ�Ô  Â�Ó·È  Î¿õÂÙÂ�.
 
63. °È¿  ÙËÓ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f : R→ R   ÁÓ�Ú�úÔùÌÂ  ÔÙÈ  :
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      ·)  ( )′ =f 0 1    Î·È   �)  f(x+y)= ÛùÓy f x ÛùÓx f y x y R⋅ + ⋅ ∈( ) ( ), ,

      ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  :  1)    lim
( )

x

f x

x→
=

0
1   Î·È   2)  ( )′ =f x ÛùÓx  .

64.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ¿ÚÙÈ·  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f : R→ R   Î·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË

      g : R → R   ¤ÙÛÈ  ÒÛÙÂ  Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ : g x
x

f x x( ) ( )= +






 ⋅ +

4

4
2 3  .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :

      ( )′ =g 0 3 .

65.  ¢�ÓÂÙ·È  ÙÔ  ðÔÏùÒÓùÌÔ  f(x)= x x x ·x �4 3 23− − + + .   ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ·ÚÈõÌÔ�
      ·,� ∈ R   ÒÛÙÂ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË   f(x)=0  Ó·  ¤¯ÂÈ  Ì�·  Ú�ú·  ÙÚÈðÏ�  ·ÎÂÚ·�· .

66.  ¢�ÓÂÙ·È  ÙÔ  ðÔÏùÒÓùÌÔ  f(x)= ( )2 3 6 2 43 2x x x Î RÎ+ + − ∈,  .  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó

      ÔÈ  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  Î  ÒÛÙÂ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  f(x)=0  Ó·  ¤¯ÂÈ  Ì�·  ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ  Ú�ú·  �ÈðÏ�
      ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  ( -1,1) .

67.  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ðÔÏùÒÓùÌÔ  f(x)  ÌÂ  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ��  ÛùÓÙÂÏÂÛÙ¤�  4Ôù �·õÌÔ�  ·Ó
      ÙÔ  ðÔÏùÒÓùÌÔ  g(x)=f(x)+1  ¤¯ÂÈ  ÙÚÈðÏ�  Ú�ú·  ÙÔÓ  ·ÚÈõÌÞ  Ú1=1 ,  ÂÓÒ  ÙÔ
      ðÔÏùÒÓùÌÔ  h(x)=f(x)-1  ¤¯ÂÈ  �ÈðÏ�  Ú�ú·  ÙÔÓ  ·ÚÈõÌÞ  Ú2=2 .
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1. ªÈ· �¿ÚÎ· Û�ÚÂÙ·È ÛÙËÓ ·ðÔ�¿õÚ· ÌÂ ¤Ó· Û¯ÔÈÓ� ðÔù
�È¤Ú¯ÂÙ·È ·ðÞ ÌÈ· ÙÚÔ¯·Ï�· ° Î·È �Ú�ÛÎÂÙ·È ÛÂ ��Ô�
3m ·ðÞ ÙËÓ  ÂðÈÊ¿ÓÂÈ· ÙË� õ¿Ï·ÛÛ·�. ¡· �ÚÂ�ÙÂ ÙËÓ
Ù·¯�ÙËÙ· ÙË� �¿ÚÎ·� ÙË ¯ÚÔÓÈÎ� ÛÙÈÁÌ� to ðÔù ·ð¤¯ÂÈ
·ðÞ ÙËÓ ·ðÔ�¿õÚ· 4m Î·È Ë Ù·¯�ÙËÙ· ÙÔù Û¯ÔÈÓÈÔ� Â�-
Ó·È 0,8 m/sec.

 

2. √È �È·ÛÙ¿ÛÂÈ� x,y ÂÓÞ� ÔÚõÔÁ�Ó�Ôù ·ùÍ¿ÓÔùÓ ��
ðÚÔ� ÙÔ ¯ÚÞÓÔ ÌÂ ÚùõÌÞ 3cm/sec Î·È 2cm/sec ·-
ÓÙÈÛÙÔ�¯��. ¡· �ÚÂ�ÙÂ ÙÔ ÚùõÌÞ ÌÂÙ·�ÔÏ�� ÙÔù ÂÌ-
�·�Ô� ∂ �� ðÚÔ� ÙÔ ¯ÚÞÓÔ t Î·Ù¿ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ�
ÛÙÈÁÌ� to ðÔù ÔÈ �È·ÛÙ¿ÛÂÈ� ÙÔù Â�Ó·È   x = 30cm
Î·È   y = 40cm

3. �ÛÙ� x > √ Î·È ∂ ÙÔ ÂÌ�·�Þ ÙÔù ÙÚÈÁÒÓÔù √∞µ ðÔù ÔÚ�úÔùÓ Ù· ÛËÌÂ�· √(0,0),

∞(x,0)  Î·È  µ(0,lËx). ∞Ó ÙÔ x ÌÂÙ·�¿ÏÏÂÙ·È ÌÂ ÚùõÌÞ 4cm/sec, Ó· �ÚÂ�ÙÂ ÙÔ ÚùõÌÞ

ÌÂÙ·�ÔÏ�� ÙÔù ÂÌ�·�Ô�  ∂  ÞÙ·Ó   x=5cm.

4. ∞Ó Ë ÂðÈÊ¿ÓÂÈ· ÌÈ·� ÛÊ·�Ú·� ·ùÍ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÚùõÌÞ 10 cm2/sec, Ó· �ÚÂ�ÙÂ ÙÔ ÚùõÌÞ
ÌÂ ÙÔÓ ÔðÔ�Ô ·ùÍ¿ÓÂÙ·È Ô ÞÁÎÔ� ·ùÙ�� ÞÙ·Ó   r = 85cm

 

5. �Ó·� ¿ÓõÚ�ðÔ� �·��úÂÈ ÌÂ Ù·¯�ÙËÙ· 2m/sec ¤¯ÔÓÙ·�
ÛÙÚ·ÌÌ¤ÓÔ ð¿Ó� ÙÔù ¤Ó·Ó ðÚÔ�ÔÏ¤· ðÔù �Ú�ÛÎÂÙ·È ÛÂ
��Ô� 12 m ·ðÞ ÙÔ ¤�·ÊÔ�. ¡· �ÚÂ�ÙÂ ÙÔ ÚùõÌÞ
ÌÂÙ·�ÔÏ�� ÙË� Á�Ó�·� õ= ∫¶∞ �� ðÚÔ� ÙÔ ¯ÚÞÓÔ t Î·Ù¿
ÙË ¯ÚÔÓÈÎ� ÛÙÈÁÌ�  to , ðÔù Ô ¿ÓõÚ�ðÔ� ·ð¤¯ÂÈ ·ðÞ ÙËÓ
Î·Ù·ÎÞÚùÊË ¶∫ ·ðÞÛÙ·ÛË 9m.

�À£ª√�  ª∂∆∞µ√§∏�
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6. �Ó·� ðÂúÔðÞÚÔ� ÍÂÎÈÓ¿ÂÈ ·ðÞ ÙÔ ÛËÌÂ�Ô ∞ Î·È �·��úÂÈ
Á�Ú� ·ðÞ ÌÈ· ÎùÎÏÈÎ� Ï�ÌÓË ·ÎÙ�Ó·� 2km ÌÂ ÛÙ·õÂÚ�
Ù·¯�ÙËÙ· 3km/h. ¡· �ÚÂ�ÙÂ ÙÔ ÚùõÌÞ ÌÂÙ·�ÔÏ�� ÙÔù Ì�ÎÔù�
ÙË� ¯ÔÚ��� Aµ �� ðÚÔ� ÙÔ ¯ÚÞÓÔ t Î·Ù¿ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ� ÛÙÈÁÌ�

to  ðÔù Ë Á�Ó�·  õ=
3
π

.

 

7. ¢ùÔ ·ùÙÔÎ�ÓËÙ· ÎÈÓÔ�ÓÙ·È Î·Ù¿ Ì�ÎÔ� Ù�Ó Ô�ÒÓ ∞° Î·È µ°
ÌÂ Ù·¯�ÙËÙ· 100 km/h Î·È 50 km/h ·ÓÙÈÛÙÔ�¯��. ¡· �ÚÂ�ÙÂ
ÙÔ ÚùõÌÞ ÌÂÙ·�ÔÏ�� ÙË� ·ðÞÛÙ·ÛË� Aµ �� ðÚÔ� ÙÔ ¯ÚÞÓÔ t
Î·Ù¿ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ� ÛÙÈÁÌ� to Î·Ù¿ ÙËÓ ÔðÔ�· ÙÔ ðÚÒÙÔ Þ¯ËÌ·
·ð¤¯ÂÈ ·ðÞ ÙË �È·ÛÙ·�Ú�ÛË 400 m Î·È ÙÔ �Â�ÙÂÚÔ 300 m.

 

8. �Ó· ·ÂÚÔðÏ¿ÓÔ ÎÈÓÂ�Ù·È ÌÂ ÛÙ·õÂÚ� Ù·¯�ÙËÙ· 360 km/h
Î·È ÛÂ ��Ô� 3 km ·ðÞ ÙÔ ¤�·ÊÔ�. ∞Ó ÙË ¯ÚÔÓÈÎ� ÛÙÈÁÌ�
to , Ë ÔÚÈúÞÓÙÈ· ·ðÞÛÙ·ÛË ÙÔù ·ÂÚÔðÏ¿ÓÔù ·ðÞ ¤Ó·Ó
ð·Ú·ÙËÚËÙ� ¶ Â�Ó·È ¶∫ = 2 km, Ó· �ÚÂ�ÙÂ ÙÔ ÚùõÌÞ
ÌÂÙ·�ÔÏ�� ÙË� Á�Ó�·� õ = ∞¶∫ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ� ÛÙÈÁÌ� to.
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£∂ø�∏ª∞∆∞   ROLLE  Î·È  ª∂�∏�
∆πª∏�
�À¡∂¶∂π∂�  ÙÔù  £∂ø�.  ª∂�∏�  ∆πª∏�

1. ∂Ê·ÚÌÞúÂÙ·È  ÙÔ  õÂÒÚËÌ·  ÙÔù  Rolle  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= ( )1 1
23− −x  ÛÙÔ

�È¿ÛÙËÌ·  [0,2] ;
 

2. ∂ÛÙ�   ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f(x)=
·x � x

x Áx x

+ ≤

+ + >




,

,

1

1 12
  .  ¡·  ÔÚÈÛÙÔ�Ó  ÔÈ  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÔ�

·ÚÈõÌÔ�  ·,�,Á  ÒÛÙÂ  Ó·  ÂÊ·ÚÌÞúÂÙ·È  ÙÔ  õÂÒÚËÌ·  ÙÔù  Rolle  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·    [-
2,2] .

 
3. ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  8¯3-12¯2-6¯+5=0  ¤¯ÂÈ  ·ÎÚÈ�Ò�  Ì�·  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ�  Ú�ú·

ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (0,1)
 
4. ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  e xx = +1   ¤¯ÂÈ  ÌÞÓÔ  Ì�·  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ�  Ú�ú· .
 
5. ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  ÁÈ¿  Î¿õÂ  Ï ∈ R  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  ¯3 - 3¯+ Ï=0  �ÂÓ  ÌðÔÚÂ�  Ó·  ¤¯ÂÈ  ��Ô

ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ¤�  Ú�úÂ�  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (0,1) .
 
6. ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË   ¯5+ ·¯3+ �¯+ Á = 0 ( )· � R Á R, ,*∈ ∈+   ¤¯ÂÈ

·ÎÚÈ�Ò�  Ì�·  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ�  Ú�ú· .
 
7. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [·,�]  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (·,�).          ¡·

�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :  °È¿  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚËÛË   G(x)= ( )( ) ( )x · x � ef x− −     ÂÊ·ÚÌÞúÂÙ·È  ÙÔ

õÂÒÚËÌ·  ÙÔù  Rolle  ÛÙÔ  [·,�]  Î·È  ÛÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈ (·,�)  Ù¤-  ÙÔÈÔ

ÒÛÙÂ  Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ :  ( )′ =
−

+
−

f Í
· Í � Í

1 1
  .

 
8. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [-·,·] , ·>0  Î·È  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·-

Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (-·,·) .  ∂¿Ó  Â�Ó·È  f(0)=f(·)=f(-·)  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ¤Ó·
ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔ   Í ∈ −( , )· ·  :  ( )′′ =f Í 0  .

 

9. ∂ÛÙ�   f,g  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÛùÓÂ¯Â��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [ ,
ð

]0
2

  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛÙÔ

ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ· ( ,
ð

)0
2

 .  ∞Ó  Â�Ó·È   g(0)= f
ð

2






 ,  Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ÁÈ¿  ÙËÓ
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ÛùÓ¿ÚÙËÛË :  F(x)= f x ËÌx g x ÛùÓx( ) ( )⋅ + ⋅   ÂÊ·ÚÌÞúÂÙ·È  ÙÔ  õÂÒÚËÌ·  ÙÔù  Rolle  ÛÙÔ

[0,
ð

2
  ]  Î·È  ÛÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÔÙÈ ( )∃ ∈ + ′ = − ′Í f Í g Í g Í f Í ÂÊÍ( ,

ð
): ( ) ( ) ( ) ( )0

2
.

 
10. ∂ÛÙ�   f,g  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÛùÓÂ¯Â��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�]  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛÙÔ

(·,�)  .  ∞Ó  Â�Ó·È   g(x) ≠ 0  ,x ∈ [ , ]· �  ,  ′ ≠g x( ) 0  , x ∈ [ , ]· �   Î·È  ÂðÈ  ðÏ¤ÔÓ  ÈÛ-¯�ÂÈ
:   f � g · f · g �( ) ( ) ( ) ( )⋅ − ⋅ = 0  , Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈  (·,�)  Ù¤ÙÔÈÔ�  ÒÛÙÂ

Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ :  
′
′

=f Í

g Í

f Í

g Í

( )

( )

( )

( )
  .

 
11. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ðÞÛÂ�  Ú�úÂ�  ¤¯ÂÈ  Ë  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÌÂ  Ù�ðÔ :         

f(x)=x(x-1)(x+1)(x-2)  Î·È  ÛÂ  ðÔÈ¿  �È·ÛÙ�Ì·Ù·  ·Ó�ÎÔùÓ .
 
12. ª�·  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�]  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ

(·,�)  ∂ÛÙ�  Âð�ÛË�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g  ÌÂ  g(x)= e f xÎx− ⋅ ( )   ÞðÔù  Î ∈ R   Î·È  Âð�ÛË�
:  g(·)=g(�) .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈ (·,�) :  ′ =f Í Îf Í( ) ( )  .

 
13. ∞Ó  Ë  ð·Ú¿Á�ÁÔ�  ′f  ÌÈ¿�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  ·�ÍÔùÛ·  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ

ÔÙÈËÂ  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÛÂ  Î¿õÂ  ÛËÌÂ�Ô  ÙÔù  ÁÚ·Ê�Ì·ÙÔ�  ÙË�  f  �ÂÓ  ¤¯ÂÈ  ÌÂ  ÙÔ
ÁÚ¿ÊËÌ·  ÙË�  f  ¿ÏÏÔ  ÎÔÈÓÞ  ÛËÌÂ�Ô .

 
14. ªÂÙ·Í�  ��Ô  �È·�Ô¯ÈÎÒÓ  ÚÈúÒÓ  Ú1 , Ú2   ÙË�  ðÚÒÙË�  ð·Ú·ÁÒÁÔù  ÌÈ¿�  ÛùÓ¿Ú-

ÙËÛË�  f  ðÔù  ðÏËÚÔ�  ÙÈ�  ÛùÓõ�ÎÂ�  ÙÔù  £.Rolle  ,  ùð¿Ú¯ÂÈ  ÙÔ  ðÔÏ�  Ì�·  Ú�ú· ÙË�
ÛùÓ¿ÚÙËÛË� .

 
15. ·)  ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  �ùÔ  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  ÌÂ  ′′ ≠f x( ) 0  ÁÈ¿

Î¿õÂ  ¯ ∈ R .  ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ¤¯ÂÈ  ÙÔ  ðÔÏ�  ��Ô  Ú�úÂ� .      �)

¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË :  e x xx = − +1

6
3 13    ¤¯ÂÈ  ÙÔ  ðÔÏ�  ��Ô

ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ¤�  Ú�úÂ� .
 
16. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�] ,   0<·<� ÌÂ

f(·)=f(�)=0  Î·È  ′′ ≠ ∈f x x · �( ) , ( , )0  .
a) ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  x f x f x⋅ ′ − =( ) ( ) 0   ¤¯ÂÈ  ÌÔÓ·�ÈÎ�  Ú�ú·  ÛÙÔ

�È¿ÛÙËÌ·  (·,�) .
b) ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (¯0 , f(x0) )   �È¤Ú¯ÂÙ·È  ·ðÞ

ÙËÓ  ·Ú¯�  Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó .
 
17. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : [·,�]→ R   ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [·,�]  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (·,�)   Î·È

f(·)=f(�)=0 .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  :
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a) °È¿  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g  ÌÂ  g(x)=
f x

x c
c · �

( )
, [ , ]

−
∉   ùð¿Ú¯ÂÈ  ¯0 ∈ (·,�)   

Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  ′ =g x( )0 0 .
 b) Àð¿Ú¯ÂÈ  ¯0 ∈ (·,�)  Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�

f  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ª(¯0, f(x0))  Ó·  �È¤Ú¯ÂÙ·È  ·ðÞ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (c,0) .
 
 
18. ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�  ·Ó  ÈÛ¯�ÂÈ  ÙÔ  õÂÒÚËÌ·  ª¤ÛË�  ÙÈÌ��  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f  ÌÂ

Ù�ðÔ  :  f(x)= lnx   ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [1, e] .
 
19. ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ÛÙÔ  ÔðÔ�Ô  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙÔù  �È·ÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ�  ÙË�  ÛùÓ-

¿ÚÙËÛË�   f :[-1, 2]→ R   ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=x3  Â�Ó·È  ð·Ú¿ÏÏËÏË  ÙË�  ¯ÔÚ���  ðÔù
ðÂÚÓ¿ÂÈ  ·ðÔ  Ù·  ÛËÌÂ�·  ∞(-1, 1)  Î·È  µ(2, 8) .

 
20. ¡·  Âð·ÏËõÂ�ÛÂÙÂ  ÙÔ  £.ª.∆.  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [-2, 5]  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f  ÌÂ

Ù�ðÔ  :  f(x)=
x x

x
x

+ ∈ −
+ ∈







3 21

7

4
15

, [ , ]

, ( , ]
  .

 
21. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [·,�]  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (·,�)  ÌÂ  f(·)=�

Î·È  f(�)=· .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈ (·,�)  Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  Ë  ÂÊ-·ðÙÔÌ¤ÓË
ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (Í, f(Í) )  Ó·  Â�Ó·È  Î¿õÂÙË  ÛËÓ  ÂùõÂ�·  y=x .

 
22. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   g   ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [-·, ·] ,  ·>0  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ

(-·, ·) .  ∂¿Ó  Â�Ó·È   g(0)=
g · g �( ) ( )+

2
 ,  Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ∃ ∈ −Í · ·( , )  Ù¤ÙÔÈÔ

ÒÛÙÂ  ′′ =g Í( ) 0  .
 

23. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
1 1

2 1

2+ ≤
>





x x

x x

,

,
.¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ÂÊ·ÚÌÞúÂ-Ù·È

ÙÔ  £.ª.∆.  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [0, 2] . ¡·  �ÚÂõÂ�  ÛËÌÂ�Ô  ª  ÛÙË  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·-
Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f   ÞðÔù  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  Ó·  Â�Ó·È  ð·Ú¿ÏÏËÏË  ðÚÞ�  ÙËÓ  Âù-
õÂ�·  ðÔù  �È¤Ú¯ÂÙ·È  ·ðÞ  Ù·  ÛËÌÂ�·  ∞(0, 1)  Î·È  µ(2, 4) .

 
24. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [1, 3].  ∞Ó  Â�Ó·È

2f(2)=f(1)+f(3)   Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0 ∈  (1, 3)  Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  Ó·
ÈÛ¯�ÂÈ :  ′′ =f x( )0 0  .

 
25. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [1, 4]  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (1, 4)  Î·È

′f   ÁÓËÛ���  Êõ�ÓÔùÛ·  ÛÙÔ  (1, 4).  ¡·  ÛùÁÎÚ�ÓÂÙÂ  ÙÔù�  ·ÚÈõÌÔ��  :
f(2)+f(3)  Î·È  f(1)+f(4) .
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26. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [1, 3]  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ (1,3)

∞Ó  Â�Ó·È  f
f

( )
( )

1
3

3
1= =  ,  Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÔùÓ  ÛËÌÂ�·  ·,� ∈ (1,3)  ÌÂ

1<·<2<�<3  Ù¤ÙÔÈ·  ÒÛÙÂ  Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ :  ′ + ′ =f · f �( ) ( ) 2  .
 

27. ª�·  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [·, �] ,  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (·, �)  Î·È
ÈÛ¯�ÂÈ   f(·)=f(�) .  ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÔùÓ  ¯1 , ¯2 ∈  (·, �)  Ù¤ÙÔÈ·  ÒÛÙÂ  Ó·
ÈÛ¯�ÂÈ :   ′ + ′ =f x f x( ) ( )1 2 0  .

 
28. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  ÌÂ  ′ = − ∀ ∈f x f x x R( ) ( ),2   .           ¡·

�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   g x f x f x( ) ( ) ( )= + −2 2   Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚ�  ÛÙÔ  R . ∞Ó
f(0)=4  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  g .

 
29. ∂ÛÙ�  f,g  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛÙÔ  R  ÁÈ¿  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  ÈÛ-¯�ÂÈ

:  ′′ = ′′ ∀ ∈f x g x x R( ) ( ),   Î·È  f(0)=g(0) .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :
a) Àð¿Ú¯ÂÈ  ÛÙ·õÂÚ¿  c  Ù¤ÙÔÈ·  ÒÛÙÂ  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R  Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ :  f(x)-g(x)=cx
b) ∞Ó  Ú1,Ú2  ÌÂ  Ú1<0<Ú2  Â�Ó·È  Ú�úÂ�  ÙË�  g   ÙÞÙÂ  Ë  f  ¤¯ÂÈ  Ì�·  ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ

Ú�ú·  ÛÙÔ  [Ú1, Ú2]  .
 
30. ¡·  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÙÂ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ : ′′ = ∈f x x x R( ) ,6   Î·È

f(0)= f(2)= 2 .
 
31. ª�·  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  ÙÈ�  ÛùÓõ�ÎÂ� :

′ = + ∈g e ËÌx ÛùÓx x Rx( ) ,   Î·È  g(1)=1 . ÀðÔÏÔÁ�ÛÙÂ  ÙÔÓ  ·ÚÈõÌÞ  g(ð) .

 
32. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ +R*   ÌÂ  f x y f x f y x y R( ) ( ) ( ), ,+ = ⋅ ∀ ∈  .  ∞Ó  Ë  f  Â�-Ó·È

ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¯0=0  ÌÂ  ′ =f ( )0 1  ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  Â�Ó·È ð·Ú·Á�Á�ÛÈ-ÌË  ÛÙÔ  R
ÌÂ   ′ =f x f x( ) ( )   ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R  Î·È  ÛÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  f.

 
33. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   Ù¤ÙÔÈ·  ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È : ( )f x f y x y( ) ( )− ≤ − 2

 ÁÈ¿

Î¿õÂ  ¯,y ∈ R  .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚ�  ÛÙÔ  R .
 
34. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  Ë

ÔðÔ�·  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  ÙÈ�  Û¯¤ÛÂÈ� :  ( )f x f x f x f x x R( ) ( ) ( ) ( ),− ′ = ′ ⋅ ′′ ∈2
2   Î·È  Âð�-ÛË�

f f( ) ( )0 0 0= ′ = .
a) ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ÛÙ·õÂÚ¿ , c ∈ R   Ù¤ÙÔÈ·  ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È :   

( ) ( )f x f x c e x Rx( ) ( ) ,
2 2+ ′ = ⋅ ∈  .

b) ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË .
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35. ¡·  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÙÂ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ :

′ ⋅ + ⋅ = ⋅ ∈ −





g x ÛùÓx g x ËÌx g x ÛùÓx x( ) ( ) ( ) ,
ð

,
ð

2 2
 Î·È  g(0)=1992 .

 
 
36. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  ÌÂ ′′ + =f x f x( ) ( ) 0 , ¯ ∈ R

a) ∞Ó  f f( ) ( )0 0 0= ′ = ,  Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g   Ë  ÔðÔ�·  ¤¯ÂÈ

Ù�ðÔ : ( ) ( )g x f x f x x R( ) ( ) ( ) ,= + ′ ∈2 2
  Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÛÙÔ  R  Î·È

ÛÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  ÔÙÈ  Î·È  Ë  f  Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÛÙÔ  R .
b) ∞Ó  f(0)=·,  ′ =f �( )0   Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :   f x · ÛùÓx � ËÌx( ) = ⋅ + ⋅  .

 
37. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   Ë  ÔðÔ�·  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  ÙÈ�  ÛùÓõ�ÎÂ� : ′ =f ( )0 1  Î·È

f · � f · f � � e · ËÌ�·( ) ( ) ( )+ = + + ⋅ − ⋅ −2 1    ÁÈ¿  Î¿õÂ  ·,� ∈ R  .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ
Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ¤ðÂÈÙ·  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔÓ  Ù�ðÔ  ÙË�  f .

 
38. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ·,� ∈ R  ÈÛ¯�ÂÈ :

f(·+�)=f(·)+f(�) .  ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :
a) f(0)=0
b) f(-x)= - f(x)
c) f(Ó¯)=Óf(x)
d) ∞Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¯0=0  ÌÂ  ′ =f ( )0 2  ,  ÙÞÙÂ  Ë  f  Â�Ó·È

ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ¤ðÂÈÙ·  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔÓ  Ù�ðÔ  ÙË�  f .
 
39. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (0, + ∞ )  Î·È ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :

f(·�)=·f(�)+�f(·)  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ·,� ∈ (0, + ∞ ) .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :
a) f( )1 0=
b) ∞Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¯0=1  ÌÂ  ′ =f ( )1 1996   ÙÞÙÂ Ó·  �ÂÈ¯õÂ�

ÔÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (0, + ∞ )  Î·È  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯>0  ÈÛ¯�ÂÈ :
x f x f x x⋅ ′ − = ⋅( ) ( ) 1996    Î·È  ¤ðÂÈÙ·  Ó·  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÙÂ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f .

 
40. ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  f(x)=x - ÛùÓ¯ ,  ¤¯ÂÈ  ÌÔÓ·�ÈÎ�  Ú�ú·  ÛÙÔ

�È¿ÛÙËÌ·  
ð

,
ð

6 4






  ÙËÓ  ¯0  Î·È  Î·ÙÞðÈÓ  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ¤Ó·�  ·ÚÈõÌÞ�

Í ∈ 





x 0 4
,
ð

,  Ù¤ÙÔÈÔ�  ÒÛÙÂ  Ó·  Â�Ó·È :   ( )f x f Í
ð ð

4 4 0






= −





′  .

 
41. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ðÔù  Â�Ó·È  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R+

*   ÁÈ¿

ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ : ′′ = ′ =f x x f( ) , ( )2 1
2

3
  Î·È  f(4)=8 .

 

42.  ∞Ó  0<� ≤ <·
ð

2
  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :

· �

ÛùÓ �
ÂÊ· ÂÊ�

· �

ÛùÓ ·

− ≤ − ≤ −
2 2

 .
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ª∂§∂∆∏  �À¡∞�∆∏�∏�
• ª√¡√∆√¡π∞ - ∞∫�√∆∞∆∞
• ∫À�∆√∆∏∆∞ - �∏ª∂π∞  ∫∞ª¶∏�
• ∞�Àª¶∆ø∆∂�
• ∫∞¡√¡∞�  DE L� HOSPITAL

1.  ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂÈ  Ë  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó :

a) f1(x)= x x2 3

2
ln −





  ,   f2(x)= 2 42x x −     ,    f3(x)= · x1 2+   ÌÂ  0<·<1 .

b) f1(x)= x x x2 3− +    ,   f2(x)=
e ex x

x x x

x − ≤

>






,

ln ,

1

12
  ,    f3(x)= x x  .

 

2.  ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË� : f(x)=
5

13

12

13
1







+ 





−
x x

  Î·È

Î·ÙÔðÈÓ  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË : 5 12 13x x x+ =   ¤¯ÂÈ  ÌÔÓ·�ÈÎ�  Ú�ú·  ÙËÓ
¯=2 .

 

3.  °È¿  ðÔÈ¤�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  Ï ∈ R  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
1

1

2+
+
Ïx

x
   Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  Êõ�-ÓÔùÛ·

ÛÙ¿  �È·ÛÙ�Ì·Ù·  ÙÔù  ðÂ��Ôù  ÔÚÈÛÌÔ�  ÙË� ;
 

4.  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  �È·ÛÙ�Ì·Ù·  ÌÔÓÔÙÔÓ�·�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)= ( )x e
x

x− −1 1 .

 

5.  ∞Ó  ¯ ∈ +R  ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :     ËÌ¯ ≥ −x
x3

6
  .

 

6.  ∞Ó  ¯>0  ,  Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :   e x
xx > + +1
2

2

 .

 
7.  ¡·  ÏùõÂ�  Ë  ÂÍ�Û�ÛË :  4 - lnx = 2x(x+1) .
 

8.  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :  ln(x+1)>
x

x +1
 ,  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯>0 .

 

9.  ¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��  ðÚÞ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË :  f(x)=
1

1

−
+

x

x
 .
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10. ·)  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  f(x)=
ËÌx

x
 ,  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  Êõ�ÓÔùÛ·  ÛÙÔ

�È¿ÛÙËÌ·  ( ]0 2,ð  .                                                                                         �)  ∞Ó

·,� ( ]∈ 0 2,ð   Î·È  ·<�  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :  
·

�

ËÌ·

ËÌ�

·

�
< < ⋅ð

2
   .

 
11. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [0,+ ∞ )  Î·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (0,+ ∞ )  ÌÂ  ′f

ÁÓËÛ���  ·�ÍÔùÛ·  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (0,+ ∞ ) .  ∂ð�ÛË�  ÈÛ¯�ÂÈ  ·ÎÞÌË  f(0)=0  ¡·

·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  Ê(¯)=
f x

x

( )
 ,  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  ·�ÍÔùÛ·  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·

(0,+ ∞ ) .
 

12. ∞Ó  ·>�>0 ,  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :   e
·

�
· �− > +

+
1

1
  .

 
13. ¡·  ÏùõÔ�Ó  ÔÈ  ÂÍÈÛÒÛÂÈ� :   ·)   lnx - x + 1 = 0    Î·È     �)   x e ex x⋅ + =1 .
 
14. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó :

a) f1(x)= x3 - 6x2 + 9x - 2        ,         f2(x)=3x4 - 20x3 + 48x2 - 48x - 3 .

b) f1(x)= x − 2                        ,         f2(x)=
1 3 2

15 2

2+ ≤
− >





x x

x x

,

,
  .

c) f1(x)=

ËÌx
x

x

ÛùÓx
x

x

− − < ≤

+ −





< <










2
0

3
2
1 0

, ð

, ð
        ,      f2(x)=ËÌ¯2  ,  ¯>0 .

d) f1(x)=
ËÌx ÛùÓx

e
x

x

− ∈, ( , ð)0 2       ,            f2(x)= x x  , ÌÂ  ¯>0  .

e) f1(x)= 3 2x x−                       ,                         f2(x)= x x4 2−   .

 

15. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)=
e

x
x Î·È Ó ¡

x

Ó
, *> ∈0

 
16. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  ·,� ∈ R   ÒÛÙÂ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ :

f x x ·x �x( ) = + + +3 2 2   Ó·  ¤¯ÂÈ  ÛÙ·  ÛËÌÂ�·  ¯1=2  Î·È  ¯2= -1  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞ-
Ù·Ù·  Ù·  ÔðÔ�·  Î·È  Ó·  �ÚÂõÔ�Ó .

 
 
 



33

17. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)=
ln x

x
 ,  ÞðÔù  ¯ ∈ +R*   Î·È  Ó·

ÛùÁÎÚÈõÔ�Ó  ÔÈ  ·ÚÈõÌÔ�   eð   Î·È   ðe .
 
18.  ·)  ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  f  ÌÂ  f(x)= ( )x xx x

1
1− −

 ,   x>0   Î·È  �)

∞Ó  ·,� ∈ +R*    ÌÂ  ·+�=1 ,  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  · �· �⋅ ≥ 1
2

 .

 
19. °È¿  ðÔÈ¿  ÙÈÌ�  ÙÔù  õÂÙÈÎÔ�  ·ÚÈõÌÔ�  ·  Ë  Ì¤ÁÈÛÙË  ÙÈÌ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÌÂ

Ù�ðÔ :    f(x)= x e· · x2 −   Á�ÓÂÙ·È  ÂÏ¿¯ÈÛÙË ;
 
20. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÙÚÂ�� (3)   ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ¿  Î¿õÂ  x R∈

ÈÛ¯�ÂÈ :  ( )x f x x f x e x′′ + ′ = − −( ) ( )3 1
2

 .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :

a) ∞Ó  Ë  f  ¤¯ÂÈ  ÙÔðÈÎÞ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0 ≠ 0  ÙÞÙÂ  ÙÔ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ·ùÙÞ
Â�Ó·È  ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ .

b) ∞Ó  Ë  f  ¤¯ÂÈ  ÙÔðÈÎÞ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=0  ÙÞÙÂ  ·ùÙÞ  Â�Ó·È  Ì¤ÁÈÛÙÔ
�  ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ;

 
21. ∏  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯=· , ( ·>0 )  ÙË�  Î·Ìð�ÏË�  f(x)=x2 - 3  Ù¤ÌÓÂÈ  ÙÔÓ

¿ÍÔÓ·  ′x x   ÛÙÔ  ∞   Î·È  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′y y   ÛÙÔ  µ.  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :

(AOB)= ( )1

4
3 2 2

·
·+  .  ¶ÞÙÂ  ÙÔ  (∞√µ)  Á�ÓÂÙ·È  ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ;

 
22. �Â  Î�ÎÏÔ  (√,R)  Ó·  ÂÁÁÚ¿�ÂÙÂ  ÔÚõÔÁÒÓÈÔ  ÌÂ  Ì¤ÁÈÛÙÔ  ÂÌ�·�Þ .
 
23. ∞ðÞ  ÞÏÔù�  ÙÔù�  ÚÞÌ�Ôù�  ÌÂ  ðÏÂùÚ¿  ·  Ó·  �ÚÂõÂ�  ·ùÙÞ�  ðÔù  ¤¯ÂÈ  ÙÔ

ÌÂÁ·Ï�ÙÂÚÔ  ÂÌ�·�Þ .
 
24. ∂ÛÙ�  C  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)= e x− 2

 ÌÂ  ¯ ∈ R .             ¡·
�ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ÔÚõÔÁÒÓÈÔ  ð·Ú·ÏÏËÏÞÁÚ·ÌÌÔ  ÌÂ  ÙÔ  Ì¤ÁÈÛÙÔ  ÂÌ�·�Þ  ðÔù  ��Ô
ÎÔÚùÊ¤�  ÙÔù  Â�Ó·È  ð¿Ó�  ÛÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′x x   Î·È  ÔÈ  ¿ÏÏÂ�  ��Ô  Â�Ó·È  ÛËÌÂ�·  ÙË�
C .

 
25. ¢�Ô  �È¿�ÚÔÌÔÈ  ðÏ¿ÙÔù�  ·  Î·È  �  ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯·  Ù¤ÌÓÔÓÙ·È  Î¿õÂÙ· . ¶ÔÈÞ  Â�Ó·È  ÙÔ

ÌÂÁ·Ï�ÙÂÚÔ  �ùÓ·ÙÞ  Ì�ÎÔ�  ÌÈ¿�  ÛÎ¿Ï·�  ðÔù  ÌðÔÚÂ� ,  ÌÂÙ·ÊÂÚÞÌÂÓË  ÔÚÈúÞÓÙÈ·
Ó·  ÛÙÚ��ÂÈ  ÙË  Á�Ó�· ;

 
26.  ¡·  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÙÔ�Ó  Ù·  �È·ÛÙ�Ì·Ù·  ÞðÔù  ÔÈ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� :

f1(x)= x x x x4 3 28 18 12 1− + + +    Î·È   f2(x)= e ËÌx xx − + 2   ÛÙÚ¤ÊÔùÓ  Ù·  ÎÔ�Ï·
¿Ó�  �  Î¿Ù� .

 
27. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÛËÌÂ�·  Î·Ìð��  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó :
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a) f1(x)=x4 -12x2 + 1 = 1      ,      f2(x)=
x

ex
         ,      f3(x)= x 23    .

b) f1(x)=
x x

x x

3

3

0

0

,

,

≥

− <






      ,     f2(x)=

x

x

3

2 1−
   ,      f3(x)=

1

2

1
2

e x
−

 .

 
28. ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  Ù·  ÛËÌÂ�·  Î·Ìð��  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)= 3x5 - 10x3+ 15x

Â�Ó·È  ÛùÓÂùõÂÈ·Î¿  Î·È  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  ÂùõÂ�·�  Ù�Ó  ÛËÌÂ��Ó  Î·Ìð��.
 
29. ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  C  ÙË�  ÛùÓ¿Ú-

ÙËÛË�   f(x)= x x x4 3 23

2
1− + −   ÛÙÔ  ÔðÔÈÔ��ðÔÙÂ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  ª ,  �ÂÓ  ¤¯ÂÈ

¿ÏÏÔ  ÎÔÈÓÞ  ÛËÌÂ�Ô  ÌÂ  ÙË  C ,  ÂÎÙÞ�  ·ðÞ  ÙÔ  ª .
 
30. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ·,� ∈ R   ÒÛÙÂ  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÌÂ  Ù�ðÔ  

f(x)=
·x

x �2 +
  ,  Ó·  ¤¯ÂÈ  ÛËÌÂ�Ô  Î·Ìð��  ÙÔ  ª 3

3

3
,









  .

 
31. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ÙÈÌ�  ÙÔù  Ï  ÁÈ¿  Ù�Ó  ÔðÔ�·  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=2  Â�Ó·È  õ¤ÛË  ÛËÌÂ�-Ôù

Î·Ìð��  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)= ( )x Ï Ï x Ïx Ï3 2 2 21− − + + +   .

 
32. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÈ�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  ·,�,Á ∈ R   ÁÈ¿  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ

f(x)= x ·x �x Á3 2+ + +   ¤¯ÂÈ  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0= -1  ÙÔðÈÎÞ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ  Î·È  ÛËÌÂ�Ô
Î·Ìð��  ÙÔ  (2 , -2) .

 
33. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ÙÈÌ�  ÙÔù  ·  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ :

f(x)= x ·x x x4 3 22 1+ + + −   Â�Ó·È  ÎùÚÙ�  ÛÙÔ  R .
 
34. ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ù·  ÛËÌÂ�·  Î·Ìð��  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�

ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÌÂ  f(x)=xËÌ¯  ·Ó�ÎÔùÓ  ÛÙËÓ  Î·Ìð�ÏË  y
x

x
2

2

2

4

4
=

+
   .

35.  ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (·,�) .  ∞Ó  ∀ ∈ ≠x x · � ÌÂ x x, ( , ),0 0  Â�Ó·È

f x f x f x x x( ) ( ) ( )( )− − ′ − >0 0 0 0  ,  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  f  ÛÙÚ¤ÊÂÈ  Ù·  ÎÔ�Ï·  ¿Ó�  ÛÙÔ
(·,�) .

36. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  f(x)= x ·x x �3 2 12+ + + .
a) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ÙÈÌ�  ÙÔù  ·  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f

Ó·  ¤¯ÂÈ  ÛËÌÂ�Ô  Î·Ìð��  ÌÂ  ÔÚÈúÞÓÙÈ·  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË .
b) °È¿  ðÔÈ¿  ÙÈÌ�  ÙÔù  �  ÙÔ  ÛËÌ. Î·Ìð��  �Ú�ÛÎÂÙ·È  ð¿Ó�  ÛÙÔÓ  ¿ÍÔÓ· ′x x ;
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37.  √È  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f,g  Â�Ó·È  ��Ô (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛÙÔ  R . ∞Ó  ÁÈ¿  Î¿-õÂ
¯ ∈ R   ÈÛ¯�ÂÈ  ′ >f x( ) 0  ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  fog  Â�Ó·È  ÎùÚÙ�  ÛÙÔ  R .

 
38.  ¢�ÓÂÙ·È  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ��Ô (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¢ .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ

ÌÂÙ·Í�  ��Ô  ÙÔðÈÎÒÓ  ·ÎÚÔÙ¿Ù�Ó  ÙË�  f  ùð¿Ú¯ÂÈ  ¤Ó·  ÛËÌÂ�Ô  Î·Ìð��  ÙË�
ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�  f .

 
39. ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ·Û�ÌðÙ�ÙÂ�  Ù�Ó  ÁÚ.  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂ�Ó  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó :

a) f1(x)=
ËÌx

x
     ,       f2(x)= ËÌ

x

1
     ,        f3(x)= x x x2 1+ + −  .

b) f1(x)=
x x

x

+
−

2

12
    ,   f2(x)=

ËÌx

x
x

x

x
x

2

2

0

2 1
0

,

,

<

+ >










   ,  f3(x)=
x x

x

2 1

1

−
−

  ÌÂ  ¯>1

 
40. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÈ�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  ·,�  ÁÈ¿  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  Ë  ÂùõÂ�·   y = 2x +1  Â�Ó·È

·Û�ÌðÙ�ÙË  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�  f(x)=
·x �x Á

x

2

3 1

+ +
−

 .

 
41. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÈ�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  ·,�  ÁÈ¿  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  Ë  ÁÚ. ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�

f(x)= x x ·x �2 2 5+ + − +    ¤¯ÂÈ ÙËÓ ÂùõÂ�·  y=2x+1  ðÏ¿ÁÈ· ·Û�ÌðÙ�ÙË  ÛÙËÓ
ðÂÚÈÔ¯�  ÙÔù  + ∞  .

 

42. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ·,� ∈ R  ÁÈ¿  Ù·  ÔðÔ�·  Â�Ó·È : lim
x

·x �
x x

x→−∞
+ − + −

+






 =2 1

2
0

2

.

43. ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  · ∈ R  ÒÛÙÂ  Ë  ÁÚ. ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f(x)=
x · x

x

2 1 7

2

− + +
−

( )
  Ó·  ¤¯ÂÈ

·Û�ÌðÙ�ÙË  ÙËÓ  ÂùõÂ�·  y = x - 2  ÛÙËÓ  ðÂÚÈÔ¯�  ÙÔù  + ∞ .
 

44. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÈ�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  ·,�  ÒÛÙÂ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
�x

x ·

2 12+
+

  Ó·  ¤¯ÂÈ  ÙÔ-ðÈÎÞ

·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ÛÙÔ  ¯0= 2  Î·È  Ë  ÂùõÂ�·  ¯ = -2  Ó·  Â�Ó·È  Î·Ù·ÎÞÚùÊË  ·Û�Ì-ðÙ�ÙË
ÙË�  ÁÚ. ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�  f .

 
 

45. ¡·  Á�ÓÂÈ  Ë  ÌÂÏ¤ÙË  Î·È  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  Ù�Ó  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó :

a) f1(x)=x+
4

2x
   ,    f2(x)=ÛùÓ2¯ - 2ÛùÓ¯   ÌÂ ¯ [ ]∈ 0 2, ð     ,    f3(x)= x x2 2−

b) f1(x)= 2 2x x−   ,     f2(x)=
1 1

2x x
+     ,     f3(x)=

x

x

2

1+
  ,   f4(x)=

x

x

3

2 1−
  .
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46. ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÔ�Ó  Ù·  ÞÚÈ· :   ·)  lim
x x ÂÊx→ +

−



0

1 1
    �) lim

x

x xe e
→+∞

+ −





2 1

 Á) lim
x

xx e
→+∞

−






















1

1    ,       �)  lim
x

xx
→

−
1

1

1          ,        Â) lim
x

ËÌxx
→ +0

 .

 

47.  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÙÈÌ�  ÙÔù  · ∈ R   ÒÛÙÂ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
e e x

x

·x x− −
2

  Ó·  ¤¯ÂÈ  ÛÙÔ

¯0=0  ÞÚÈÔ  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÞ  ·ÚÈõÌÞ .
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√�π�ª∂¡√  √§√∫§∏�øª∞  ,  ∞£�√π�ª∞  RIEMMAN
°�∞ªªπ∫√∆∏∆∞ - ª√¡√∆√¡π∞  √§√∫§∏�øª∞∆√�

£∂ø�∏ª∞  ª∂�∏�  ∆πª∏�

1.  ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�

f(x)= ( )x xÓ ln 1 2+  , x ∈ [0,1]  Î·È  Ó ∈ ¡* .  �ÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ:

( )0 1
2

1
2

0

1

1
≤ + ≤

+
+∫ x x

Ó
ÓÓ

ln
ln

  .

 

2.  ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :    x ËÌ
x

dx
ð

ð
ð

ð

2

3

2 2∫ <  .

 

3.  ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :   0 4
2

1

3

≤ ≤
−∫

x

e
dx ex   .

 

4.  ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ :   
1

2

2

2
4

2
≤ ≤∫ ËÌx

x
dx

ð

ð

  .

 
5.  Ã�Ú��  Ó·  ùðÔÏÔÁ�ÛÂÙÂ  Ù·  ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :

  
2

13 10 3

2

70

2
ð ð

ð

≤
+

≤∫ dt

ÛùÓt
   Î·È    �)  4

1

2
7

1

8

< +
+

<∫ x

x
dx .

 
6.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= x e Ó x⋅ −  ,  x ∈ R  Î·È  Ó ∈ ¡* .

a) ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  ÙË�  f  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·
Î·È  Ù·  ÛËÌÂ�·  Î·Ìð��  ÙË�  Cf .
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b) ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  :   2 2 2

1

2

≤ ⋅ ≤−∫e Ó x e dx eÓx

Ó

Ó
 .

 

7.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
ln x

x
  ,  x>0 .

a) ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ ÌÔÓÔÙÔÓ�· Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÙÔðÈÎ¿ ·ÎÚÞÙ·Ù· ÙË�  f .
b) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÞÚÈ· :    lim ( )

x
f x

→ +0
Î·È    lim ( )

x
f x

→+∞
  .

c) ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :   lim ( )
x

x

x

f t ËÌ
x

dt
→+∞

+

⋅∫ 1
2

1

= 0 .

d) ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :    1 2

1

3

2

+ ≤∫e f x dx e

e

e

( )   .

 
8.  ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [·,�]  Î·È  ÈÛ¯�ÔùÓ  f(·)>0    Î·È

f x dx
·

�

( )∫ < 0   Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ¯0 ∈ ( , )· �   ÒÛÙÂ  f(x0)=0 .

 
9.  ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [0,1]  Î·È  ÈÛ¯�ÔùÓ :  f(0)<·  Î·È

f t dt ·( )
0

1

∫ >  ,  Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ¤Ó·�  Í ∈ (0,1)  :  f(Í)=· .

 
10. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [·,�]  Î·È  ÈÛ¯�ÔùÓ :  f(·)>·  Î·È

f x dx
� ·

·

�

( )∫ < −2 2

2
  .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ¯0 ∈ (·,�) :  f(x0)=x0 .

 

11. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  [·,�] .  ∞Ó  Â�Ó·È : f t dt
·

�

( )∫ = 0 , f(·)>0

Î·È  Âð�  ðÏ¤ÔÓ  ′f   Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [·,�] , ÙÞÙÂ  Ó·  �ÂÈõÂ�  ÔÙÈ :
a) Àð¿Ú¯ÂÈ  Á ∈ [·,�]  Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  ′ <f Á( ) 0  .
b) ∞Ó   f(·)f(�)>0 ,  ÙÞÙÂ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ¯0 ∈ ( , )· �  Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  ′ =f x( )0 0  .

 

12. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�]  Î·È  ÈÛ¯�ÂÈ : f x dx
·

�

( )∫ = 0  .  ∞Ó

Ë  f  �ÂÓ  Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚ�  ÛÙÔ  [·,�]  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  ùð¿Ú¯ÔùÓ  Î¿ðÔÈÔÈ  ·ÚÈõÌÔ�
¯1,¯2 ∈ [·,�]  Ù¤ÙÔÈÔÈ  ÒÛÙÂ   f(x1)f(x2)<0  .
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13. ·)  ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)= x e x⋅ −  , x ≥ 0 .
�)  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ ∀ t ∈ [x,x+1] ,  x>1  ÈÛ¯�ÂÈ : f(x+1) ≤ f(t) ≤ f(x) .

Á)  ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  lim ( )
x

x

x

f t dt
→+∞

+

∫
1

  .

 

14. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=

x e x

x

x
x

x ,

,

≤

+
>









0

1
0

    .

 i)  ¡·  ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ  ·Ó  ÔÚ�úÂÙ·È  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  Cf  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ( )0 0, ( )f  .       ii)

¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙË  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  f .

 iii) ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  :   1
1

0

1

0

+ ≥
− −∫ ∫f x dx e dxx( )   .

 
 



40

• ∞�Ãπ∫∏  �À¡∞�∆∏�∏
• ∞√�π�∆√  √§√∫§∏�øª∞
• £∂ø�∏ª∞  À¶∞��∏�  ∞�Ãπ∫∏�  �À¡∂Ã√À�

�À¡∞�∆.
• £∂ª∂§πø¢∂�  £∂ø�∏ª∞  √§√∫§.  §√°π�ª√À

1. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÞÏÂ�  ÙÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÔÈ  ÔðÔ�Â�  ÛÂ  Î¿õÂ  ÛËÌÂ�Ô  (¯,f(x))  ÙË�  ÁÚ·-
ÊÈÎ��  ÙÔù�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ¤¯ÔùÓ  ÎÏ�ÛË   2¯ + 3 ,  ¯ ∈ R .
¶ÔÈ¿  ·ðÞ  ·ùÙ¤�  ¤¯ÂÈ  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ðÔù  �È¤Ú¯ÂÙ·È  ·ðÞ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ª(1,2)
;

 

2. ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÔ�Ó  Ù·  ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· :  ∞= ( )ËÌx xÛùÓx dx+∫   ,

 B=
1−∫ x

e
dx

x
        ,      °= ( )ln x dx+∫ 1     .

 

3. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ð·Ú¿Á�ÁÔ  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f(x)= ln ÂÊ
x

ÛùÓx
2

2






+  ,  x ∈ ( ,ð)0  Î·È

¤ðÂÈÙ·  Ó·  ùðÔÏÔÁ�ÛÂÙÂ  ÙÔ  ÔÏÔÎÏ�Ú�Ì·  
ÛùÓ x

ËÌx
dx

2∫    .

 
4. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ·Ó  ′′ = + + ∈f x x x x R( ) ,24 6 12   Î·È  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�

ð·Ú¿ÛÙ·ÛË   ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ∞(-1,1)  ¤¯ÂÈ  ÎÏ�ÛË  2 .
 
5. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ·Ó  ′′ = − ∈f x x x R( ) ,6 4   Î·È  Ë  f  ð·ÚÔùÛÈ¿úÂÈ  ÛÙË
õ¤ÛË  ¯0=1  ÙÔðÈÎÞ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ÙÔ  4 .  �ÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  Ó·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ ÌÔÓÔÙÔ-Ó�·
ÙË�  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù· .

 
6. ¡·  �ÚÂÈÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¢=(0,+ ∞ ) ,  ·Ó  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ÙË�

ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  �È¤Ú¯ÂÙ·È  ·ðÞ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ∞(1,1)  Î·È  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÛÂ  ÔðÔÈÔ��-ðÔÙÂ
ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  (¯,f(x))  ¤¯ÂÈ  ÎÏ�ÛË  2 x  .

 

7. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ·Ó  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯>0  ÈÛ¯�ÂÈ : ′ ⋅ = +f x e
x

f x( ) ( ) 1

2
1   Î·È  Ë

ÁÚ·ÊÈÎ�  ÙË�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ¤¯ÂÈ  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ∞(1,f(1))  ÎÏ�ÛË  1 3  .

 
8. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ : ( )′ = + ∈f x f x e x x Rx( ) ( ) ,

2
2   Î·È

f(0)=2 .
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9.  ∞Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R  ÈÛ¯�ÂÈ : f t dt x ËÌ x
x

x

( ) (ð )

2

∫ = ⋅ ,  Ó·

�ÚÂõÂ�  Ë  ÙÈÌ�  ÙË�  f  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=1 .
 
10. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :  ′ = + ∈f e x x Rx( ) ,1   Î·È  Ë

ÁÚ·ÊÈÎ�  ÙË�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  �È¤Ú¯ÂÙ·È  ·ðÞ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ∞(1,e) .  ∂ðÂÈÙ·  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ
ÔÙÈ  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f  �ÂÓ  ¤¯ÂÈ  ÛËÌÂ�·  Î·Ìð�� .

 
11. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :

′ + = ∈f x x x R( ) ,3 1   Î·È  f(0)=5 .

 
12. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ : ′′′ = ∈f x x R( ) ,12  ,  Ë  f

ð·ÚÔùÛÈ¿úÂÈ  Î·Ìð�  ÛÙË  õ¤ÛË  ¯0=1  Î·È  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·-
Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�  f  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (2,4)  Â�Ó·È  ð·Ú¿ÏÏËÏË  ðÚÔ�  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′x x  .
∂ðÂÈÙ·  Ó·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  ÙË�  f  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ÙË�
·ÎÚÞÙ·Ù· .

 

13. ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :   t dt
x x

x R
x

0 2∫ = ∈,   .

 

14. ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :    
·

�

∫ ( )1+








∫ t du dx

·

x

= ( )1

2

2+ −t
� · .

15. ∞Ó  f(x)= ( )t ËÌt ÛùÓt dt x R
x

2

0

− ∈∫ ,  ,   Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ : ′ + ′′ + =f f(ð) (ð) ð2 1  .

 

16. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ð·Ú¿Á�ÁÔ  ÙË�  f(x)=
dt

t

x

1 2

0

1

+

+

∫     , x ∈ R  .

 

17. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ð·Ú¿Á�ÁÔ  ÙË�  f(x)= ( )t e dtt

x

x2

∫ .

18. ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  Ûù-

Ó¿ÚÙËÛË�  f(x)=
t

e
dt x R

t

x

− ∈∫ 2

2

, .  ¶Ôù  Â�Ó·È  f  ÎÔ�ÏË  Î·È  ðÔù  ÎùÚÙ� ;



42

19. ¡·   �ÂÈ¯õ¤È  ÞÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
1

1

1

12

1

2

1

1

+
+

+∫ ∫t
dt

t
dt

x x

 ,  x>0  Â�Ó·È

ÛÙ·õÂÚ�  Î·È  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÙÈÌ�  ÙË� .
 
20. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ðÔù  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ¿  Î¿õÂ  x R∈

ÈÛ¯�ÂÈ :  f(x)= 2
1

+ ∫ f t dt
x

( )  .

 
21. ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÛùÓÂ¯��  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :    

e f t dt e e e f xt

·

x
x · x− − − −∫ = − −( ) ( )  , ÌÂ  ¯,· ∈ R  .

 

22. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ¢=[0,+ ∞ )  Î·È  G x x
f t dt x

f x

x

( )
( ) ,

( ) ,

=
>

=










∫1 0

0 0

0

Ó·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :
a) ∏  G(x)  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=0 .
b) ∞Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¯0=0  ÙÞÙÂ  Ë  G  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ

¢ .
 
23. ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÛùÓÂ¯�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  ¢=(0,+ ∞ )  ·Ó  ÁÈ¿  Î¿õÂ  x ¢∈

ÈÛ¯�ÂÈ :  x f x f t dt x
x

⋅ − = +∫( ) ( ) ln
1

2  .

 
24. ∞Ó  f  Â�Ó·È  Ì�·  ÛùÓÂ¯��  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�]  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ

ùð¿Ú¯ÂÈ  Á ∈ [·,�]  Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ :  f t dt f t dt
·

Á

Á

�

( ) ( )∫ ∫=  .

25. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�]  Î·È  ÈÛ¯�ÔùÓ  f(·)>0  Î·È

f t dt
·

�

( ) .∫ < 0  ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :

a) Àð¿Ú¯ÂÈ  ¯0 ∈ (·,�)  Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  f(x0)=0 .

b) Àð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈ =∫( , ) ( )· � ÙÂÙÔÈÔ �ÛÙÂ f t dt
·

Í

0  .
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26. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [0,1]  Î·È  ÈÛ¯�ÂÈ :

3 1
0

1

f x dx( )∫ = , Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈ [0,1]  Ù¤ÙÔÈÔ�  ÒÛÙÂ  f(Í)=Í2 .

 
27. ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÔ�Ó  Ù·  ÞÚÈ· :

 A= lim
x

x

ËÌ x
t ËÌt dt

→ +
⋅∫0 2

0

1
     ,     µ=

( )
lim
x

x

x
t dt

→ −
+ −















∫1 2

2

1

1

1
3 2           

°=

( )
lim

x

x

ËÌ t dt

x→ +

∫
0

0

3

2

              ,     ¢=
( )

lim
x

x

t dt

x→

+ −





−

∫
2

2

2

2

3 4 4

2
         .

 
28. ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  �ÂÓ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  ÛùÓÂ¯�  ð·Ú¿Á�ÁÔ  ÛÙÔ

�È¿ÛÙËÌ·  [0,5]  Î·È  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ :  ′ ≥ ∈f x x x( ) , [ , ]2 0 5   , f(5)=24
Î·È  f(0)=0 .

 

29. ∞Ó    f(x)=
x

x
x R

1+
∈,   ,  ÙÞÙÂ  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË :

h x
x x x

x x x
( )

ln( ) ,

ln( ) ,
=

+ − ≤

− + >







1 0

1 0
    Â�Ó·È  ·Ú¯ÈÎ�  ÙË�  f  .

 

30. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�]  Î·È  ÈÛ¯�ÂÈ : f x dx
·

�

( )∫ = 0  ,

·>0 .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ :

a) °È¿  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  h(x)= e f t dt x · �x

·

x
− ∫ ∈( ) , [ , ]   ÂÊ·ÚÌÞúÂÙ·È  ÙÔ

£.Rolle  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�]  .

b) Àð¿Ú¯ÂÈ  ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ  ¤Ó·  ÛËÌÂ�Ô  Í ∈ (·,�) :  f t dt f Í
·

Í

( ) ( )∫ =  .

 
 



44

√§√∫§∏�ø�∏
• ∫∞∆∞  ¶∞�∞°√¡∆∂�
• ª∂  ∞¡∆π∫∞∆∞�∆∞�∏

(∞§§∞°∏  ª∂∆∞µ§∏∆∏�)

1.  ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  ÙÈ�  ÛùÓõ�ÎÂ� :
a) ∂�Ó·È  ��Ô (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R .
b) ∏  ′′f   Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  R .
c) ′ =f (ð) ð  .

d) ( )f x f x ÛùÓx dx( ) ( ) ð .
ð

+ ′′ = −∫0

2

 ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  Ô  ·ÚÈõÌÞ�  ′f ( )0  .
 

2.  ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË    F(x)=

ln ,

,

ln( ) ,

t dt x

x

t dt x

x

x

1

1

0

1 1

0

∫

∫

>

=

− − <















−

   .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô

∞(0,1)  ÙË�  CF   Â�Ó·È  Á�ÓÈ·ÎÞ  ÛËÌÂ�Ô .
 
3.  ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ��Ô (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ [-·,·] , ·>0  Î·È  Ë  ′′f

Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [-·,·] .  ∞Ó  Â�Ó·È  ′ − = − −f · f ·( ) ( )   Î·È  Âð�  ðÏ¤ÔÓ

′ =f · f ·( ) ( )   ,  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ : x f x dx · f · f ·
·

·

⋅ ′′ = − − −
−∫ ( ) ( )( ( ) ( ))1  .

 
4.  H  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ��Ô  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ¿  Î¿õÂ  x R∈

ÈÛ¯�ÂÈ :  ′′ − =f x f x( ) ( )2 0  .  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÔÏÔÎÏ�Ú�Ì· : I f x ËÌxdx= ∫ ( )  .

 
5. H  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  [0,1].  ∞Ó  Â�Ó·È :

[ ]f x f x e dx fx( ) ( ) ( )+ ′ = ≠∫0

1

0 0  ,  ÙÞÙÂ  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ :
f

f e

( )

( )

1

0

2=   .

 

6.  ∞Ó   f(x)= ( )e ÛùÓx ËÌx dx xx
x

− + >∫0

0,   ,  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  lim ( )
x

f x
→+∞

.
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7.  ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ¿  Î¿õÂ  ¯ ∈ R   ÈÛ¯�ÂÈ :

f · x f · x �( ) ( )− + + = 2  .   ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ : f x dx ·�
·

( )
0

2

2∫ =  .

 
8.  √È  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f,g  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [-·,·] ,·>0 .  ∞Ó  Ë  f  Â�Ó·È

¿ÚÙÈ·  Î·È  Ë  g  ðÂÚÈÙÙ� ,  Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ :
xf x

·
dx

xg x

·

·

( )
( )1

0
+

=
−
∫  .

 
9.  ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=ln(1+ÂÊ¯)  , ¯ [ ]∈ 0 4, ð .  ∞ÊÔ�  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  f

Â�Ó·È  ·ÓÙÈÛÙÚ¤�ÈÌË  ÛÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ· Ó· �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ : f x dx f x dx( ) ( )
ðln

ð
ln

0

4 1

0

2 2

4∫ ∫+ =−  .

 
10. H  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  Î·È  ÁÓËÛ���  ÌÔÓÞùÔÓË  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [0,·]  Î·È

Â�Ó·È :  [ ]( )f · �0 0, [ , ]=  .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ : f t dt f t dt ·�
· �

( ) ( )
0

1

0∫ ∫+ =− .

 
11. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  Î·È  ·�ÍÔùÛ·  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�] .  ¡·  ·ðÔ-

�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ : ( ) ( ) ( ) ( )x · f x dx � x f x dx
·

�

·

�

− ≥ −∫ ∫  .

 
12. ·)  ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ¿ÚÙÈ·  Î·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [-·,·] ,  ·>0 Ó·

·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ :
f x dx

e
f x dx

Îx

·

·
·( )
( )

1 0+
=

−
∫ ∫  .

�)  ¡·  ùðÔÏÔÁ�ÛÂÙÂ  ÙÔ  ÔÏÔÎÏ�Ú�Ì·   π=
x

e
dx

x

2

2

1

1

1+
−
∫ .

13. ∂ÛÙ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË : F(x)= 
dt

t t t
x e

e

x

⋅ ⋅
>∫ ln ln(ln )

,
2

2   .  ¡· �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  lim ( )
x

F x
→+∞

.
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°∂¡π∫∂�
∞�∫∏�∂π�

1.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ðÔù  Â�Ó·È  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  Î·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ· (0,2)  Î·È

ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :   f(x)=( )
ð

x ÂÊ
x− ⋅1

2
 .  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  f .

 
2.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ðÔù  Â�Ó·È  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  Î·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ· (3,5)  Î·È

ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :  f(x)=
ËÌ x

x

( )−

+ −

4

9 52
  .  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  f .

 
3.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f , ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ  ( )f x x x( ) ln− ≤ −1 2

,  ÁÈ¿  Î¿õÂ

¯>0.  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  ÙË�  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË�  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�
ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=1 .

 
4.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=lnx .

a) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ø= ( )C x x x x ·f , , ,′ = =1   ÞðÔù

·>1 .
b) ∞Ó  ÙÔ  ·  ÌÂÙ·�¿ÏÏÂÙ·È  ÌÂ  ÚùõÌÞ  2 cm sec ,  Ó·  �ÚÂÈÙÂ  ÙÔ  ÚùõÌÞ

ÌÂÙ·�ÔÏ��  ÙÔù  ÂÌ�·�Ô�  ∂(ø)  ÞÙ·Ó  ·=e2 .
 
5.  ·) ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  lnx ≤ −x 1   ,  x>0

�)  ¡·  �ÚÂÈÙÂ  ÙËÓ  ÂÍ�Û�ÛË  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË� (Â)  ÙË�  Cf  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=·>1  ÌÂ
f(x)=lnx .
Á)  ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ø  ðÔù  ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÞ  ÙËÓ  Cf  ÙÔÓ
¿ÍÔÓ·  ′x x   Î·È  ÙËÓ  ð·Ú·ð¿Ó�  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  (Â) .
�)  ∞Ó  ÙÔ  ·  ÌÂÙ·�¿ÏÏÂÙ·È  ÌÂ  ÚùõÌÞ  2 cm sec  ,  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ÚùõÌÞ  ÌÂÙ·�ÔÏ��
ÙÔù  ÂÌ�·�Ô�  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ø  ÞÙ·Ó  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  (Â)  �È¤Ú¯ÂÙ·È  ·ðÞ  ÙËÓ  ·Ú¯�
Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó .

 
6.  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= e xx− ≥, 0   .  H  ÂùõÂ�·  �=·  ÌÂ  · ∈ (0,1)  Ù¤ÌÓÂÈ  ÙËÓ

Cf  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  �   Î·È  ÙÔÓ  ′� �   ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  µ .  ∫·Ù·ÛÎÂù¿úÔùÌÂ  ÙÔ  ÔÚ-õÔÁÒÓÈÔ
ð·Ú/ÌÔ  �µ√∞ .  ∞Ó  ÙÔ  ·  ÌÂÙ·�¿ÏÏÂÙ·È  ÌÂ  ÚùõÌÞ 2 cm sec  ,    Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ
ÚùõÌÞ  ÌÂÙ·�ÔÏ��  ÙÔù  ÂÌ�·�Ô�  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ø  ðÔù  ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙËÓ  Cf  ÙËÓ
ÂùõÂ�·  �=·  Î·È  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  √�  Î·Ù¿  ÙËÓ  ¯ÚÔÓÈÎ�  ÛÙÈÁÌ�  ðÔù  ÙÔ  ÔÚõÔÁÒÓÈÔ
�µ√∞  ¤¯ÂÈ  ÙÔ  Ì¤ÁÈÛÙÔ  ÂÌ�·�Þ .

 
7.  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  ÛùÓÂ¯Ô��  ÛÙÔ  R ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f ,  ·Ó  Â�Ó·È  ÁÓ�ÛÙÞ  ÞÙÈ :

f(x)= e dtt f t
x

−∫ ( )

0
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8.  £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  Î·È  ÛùÓÂ¯�  ÛÙÔ  R* ,  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ

f(x)= x f x x R2 ′ ∀ ∈( ) , *    Î·È   f(1)=
1996

e
 .

a) ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :   f(x)=1996
1

⋅
−

e x  .

b) ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :   
f x

x
dx e e

·

�

� ·( )
2

1 1
1996∫ = −





− −
 .

 

9.  ∂ÛÙ�  ∞=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

















 ,  � = lim
x

xe
→+∞

−   ,    Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g  ¤¯ÂÈ  ÛùÓÂ¯�  �Â�ÙÂ-ÚË

ð·Ú¿Á�ÁÔ  ÛÙÔ  (-2,2)  ,  g(�)= ′g ( )0   Î·È   ( )g ∞ g= ′( )1   .            

¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ : [ ]′′ − ⋅ =∫ g x g x e dxx

�

A

( ) ( ) 0  .

 
10. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [0,+ ∞)  Î·È  lim ( ( ))

x
x f x

→+∞
= 0 ,  ÙÞÙÂ  Ó·

�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :  lim ( )
x

x

x

f t dt
→+∞ ∫ =

2

22

0   .

11. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ��Ô (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f ,  ÌÂ ′′ <f x( ) 0  ÁÈ¿
Î¿õÂ  ¯ ∈ R .  ∞Ó   ·1 , ·2 , ·3 , ·4   Â�Ó·È  �È·�Ô¯ÈÎÔ�  ÞÚÔÈ  ÌÈ¿�  ÁÓËÛ���  ·�-ÍÔùÛ·�
·ÚÈõÌËÙÈÎ��  ðÚÔÞ�Ôù ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :    f(·1)+f(·4)<f(·2)+f(·3) .

 
12. ¡·  ÏùõÂ�  ÛÙÔ  R  Ë  ÂÍ�Û�ÛË : 6 5 4 3 0x x x x− − + =   .
 
13. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  (0,+ ∞ )  ÁÈ¿  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :

e f x e ËÌe xx x x⋅ − ≤ ∈ +∞( ) , ( , )2 0  .   ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ   lim ( )
x

f x
→+∞

= 2  .

14. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f(x)= x x Ó ¡Ó Ó2 2− ∈, *  .  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  ðÚ·ÁÌ·ÙÈ-ÎÞ�

·ÚÈõÌÞ�  Ï ,  ÒÛÙÂ  ÙÔ   
( )

lim
( )

x

f x Ï

x→

−
−1 6
1

  Ó·  Â�Ó·È  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÞ�  ·ÚÈõÌÞ�  Î·È  ÛÙË

ÛùÓ¤¯ÂÈ·  Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÞÚÈÔ .
 
15. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  e x xx − − − =2 1 0   ¤¯ÂÈ  ÙÔ  ðÔÏ�  ÙÚÂÈ� (3)  ðÚ·Á-

Ì·ÙÈÎ¤�  Ú�úÂ� .
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16. ∞Ó  ÔÈ  ·ÚÈõÌÔ�   · · · RÓ1 2, , ,K ∈   Î·È  � � � RÓ1 2, , , *K ∈ +   Î·È  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�Ù·È  Ë

Û¯¤ÛË :  · � · � · � · · · x Rx x
Ó Ó

x
Ó1 1 2 2 1 2+ + + ≥ + + + ∀ ∈L L ,  ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ:

� � �· ·
Ó
·Ó

1 2
1 2 1⋅ =L  .

 

17. ∞Ó   lim
( )

x

f x

x→

−
−

=
2

1

2
3   ,  Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÞÚÈÔ  :    lim

( )
x

Ó Óx f x

x→

−
−2

2

2
  .

 

18. ∂ÛÙ�  f  Ì�·  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  [0,1]  ÌÂ ÙËÓ  È�ÈÞÙËÙ·  1996 1
0

1

f x dx( )∫ = .      

¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ ùð¿Ú¯ÂÈ  ¯0 ∈ [0,1]  Ù¤ÙÔÈÔ�  ÒÛÙÂ   f(x0)= x0
1996   .

 
19. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ðÔù  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  ÙË  Û¯¤ÛË :

3 2 1
0

1

− + + ′ = +∫e f x x f x t dtx ( ) ( ) ( )  ,  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R  . ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ� ÙË�.

 
20. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ðÔÏù�ÓùÌÈÎ�  Î·È  Ô  �·õÌÞ�  ÙË�  Î·õÔÚ�úÂÙ·È  ·ðÞ  ÙËÓ

Ú��Ë  ÂÓÞ�  ú·ÚÈÔ� ,  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ë  ðÈõ·ÓÞÙËÙ·  ÙÔù  ÂÓ�Â¯ÔÌ¤ÓÔù

∞: lim
( )x

x x

f x→+∞

+ + =
3 2 1

0    .

 
21. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÈÛ¯�ÂÈ :

x f x e ËÌ x x Rx( ) ,+ ≤ + ∀ ∈1 2   ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  f(0)=3 .

 
22. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f(x)= e Î·È g x xx3 2 2+ =( ) ln   , ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ�  ÛÙ·

Û�ÓÔÏ·  R Î·È e* [ , ]1 4  .
a) ¡·  ÂÍÂÙ·ÛÙÂ�  ·Ó  ÔÚ�úÂÙ·È  Ë  ÛÓ¿ÚÙËÛË  h g f= o  .

b) ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ   lim
( )

x

h x ËÌ x

x→

− −
0

2 4
  .

 
23. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ :

f x y e f y e f x x y R Î·È fx y( ) ( ) ( ) , , ( )+ = + ∀ ∈ ′ =0 2 .

a) ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  f(0)=0  Î·È  f x e f x x Rx( ) ( ) ,3 3 2= ∀ ∈ .

b) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÞÚÈ· :  lim
( )

lim
( )

x x

f x

x
Î·È

f x

x→ →0 0

2

2
 .

c) ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë   ′f x( )  .
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24. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   ��Ô (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ R  ÁÈ·

ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ  [ ( ) ( )]f x f x
e

dx
x

− ′′ =∫ 1
1

0

1

  .  ∞Ó  Ë  f  ð·ÚÔùÛÈ¿úÂÈ  ÙÔðÈÎÞ

·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=0  Î·È  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ÙË�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÂÊ¿ðÙÂÙ·È  ÙÔù
¿ÍÔÓ·  ′x x   ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ª(1,0) ,  Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ .

 
25. ∂ÛÙ�  f,g : [0,1]→ R   ��Ô  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÒÛÙÂ  f(x) ≠ 0 , g x( ) ≠ 0

ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ (0,1)  Î·È  f(0)=g(1)=0 .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈ ( , )01 ,

ÒÛÙÂ   
′ + ′ =f Í

f Í

g Í

g Í

( )

( )

( )

( )
0   .

 
26. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= 2x - x2 .  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  ÂùõÂ�·�  ðÔù

ðÂÚÓ¿  ·ðÞ  ÙËÓ  ·Ú¯�  Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó  Î·È  Ë  ÔðÔ�·  ¯�Ú�úÂÈ  ÙÔ  ¯�Ú�Ô  ðÔù
ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÞ  ÙËÓ  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f  Î·È  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′x x   ÛÂ  ��Ô
ÈÛÔÂÌ�·�ÈÎ¿  ¯�Ú�· .

 

27. ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ  f x dx( )∫   ·Ó  Â�Ó·È  ÁÓ�ÛÙÞ  ÞÙÈ    f : (- ∞ , 3
2 ) → R  ,   ÌÂ

f x x( ) , ( , )≠ ∀ ∈ −∞0 3
2     Î·È    f(x)= 2 2

1

+ ∫ f t dt
x

( )  .

 
28. ·)  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ·Ó  ÌÈ·  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  ·�ÍÔùÛ·  ÛÙÔ  ∞,  ÙÞÙÂ

ÈÛ¯�ÂÈ  Ë  ÈÛÔ�ùÓ·Ì�·  f(x1)<f(x2) ⇔ < ∈x x x x ∞1 2 1 2( , )  . ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ·ÎÞÌ·  ÞÙÈ
·Ó  ÌÈ·  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  Êõ�ÓÔùÛ·  ÛÙÔ  ∞ ,  ÙÞÙÂ  ÈÛ¯�ÂÈ  Ë
ÈÛÔ�ùÓ·Ì�·  f(x1)<f(x2) ⇔ > ∈x x x x ∞1 2 1 2( , )          .                                     

�)  ¡·  ÏùõÂ�  ÛÙÔ  R  Ë  ·Ó�Û�ÛË :  e e xx x x2 1 1 2 0+ + +− + >  .
 
29. ¡·  ÏùõÂ�  Ë  ÂÍ�Û�ÛË :    ln( )x x x− + + − =1 6 02  , ¯>1 .

 

30. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=

( )

( )

e x x x

y ·
ÂÊ

y

·
x ·

x

y ·

− − ∈ +∞

− 





= ≠









→

ln , ( , )

lim
ð

,

1 0

2 2
0 0

 .

a) ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  · ,  ÒÛÙÂ  Ë  f  Ó·  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯�� .
b) °È·  ÙËÓ  ÙÈÌ�  ÙÔù  ·  ðÔù  õ·  �ÚÂõÂ�  Ó·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��  ðÚÔ�  ÙËÓ

ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ù·  ·ÎÚÞÙ·Ù· .

31. õÂ�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R  ,  ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  Â�Ó·È :

f Î·È x x f x f x x R( ) ( ) ( ) ,1 1 53 2 3 4= + + = ∀ ∈ .
¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË�  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�  f  ÛÙÔ
ÛËÌÂ�Ô  ª(1,1) .
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32. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R  ,  ÌÂ  ÙËÓ  ′f  ÛùÓÂ¯�  ÛÙÔ  R.

∞Ó  lim
( )

x

f x x

x→

′ − + =
0

2 2
2   ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ′f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ

¯0=0 .
 
33. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R* → R   ðÔù  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R* Î·È

ÈÛ¯�ÂÈ   x f x x f x x R Î·È f e f
e

′ = + ∀ ∈ = − =( ) ( ) ( ) , ( ) , ( )*1 1 1
1

 .  ¡·  �ÚÂõÂ�

ÙÔ lim ( )
x

f x
→ +0

 .

 

34. ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ    
e x

e
dx Î ∑

x

x

Î

x

+ + ∈∫
4

2

1

ð

,   ,  ·Ó  Â�Ó·È  ÁÓ�ÛÙÞ  ÞÙÈ :

lim
�

� � ËÌx
→+∞

+ − −



 =2 1 0  .

 

35. ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ    lim
ln

lnx

x

x e

x e

e · x→+∞

−
−

   .

 
36. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)= x x ·x � · � R4 32+ + + ∈, ,   ÁÈ·

ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ  f(x) ≥ f(1)  ,  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R .
a) ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ù·  ÛËÌÂ�·  Î·Ìð��  µ  Î·È  °  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�

ÙË�  f  Î·È  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ∞(1 , f(1) )   �ËÌÈÔùÚÁÔ�Ó   ÙÚ�Á�ÓÔ  ÌÂ  ÛÙ·õÂÚÞ  ÂÌ�·�Þ.
b) ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  � , ÒÛÙÂ  ÙÔ  ÙÚ�Á�ÓÔ  ∞µ°  Ó·  ¤¯ÂÈ  Î¤ÓÙÚÔ  �¿ÚÔù�  ÙÔ

ÛËÌÂ�Ô  (0.0) .
 

37. ∞Ó  g(x)= lim
( )

�

x � x�

� x
ËÌ

�→+∞

− + +
+

4 5 3 1

5

12

  ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g

ð·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ   ÂùõÂ�·  Ë  ÔðÔ�·  Â�Ó·È  �È¿ÌÂÛÔ�  ÙÔù  ÙÚÈÁÒÓÔù  ∞µ°  ÌÂ ∞(1,-1)  ,
µ(1,1)  Î·È  °(3,5) .

 
 
38. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓÂ¯��  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [0,+ ∞) .  £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  Ûù-

Ó¿ÚÙËÛË    g(x)=

1
0

0 0

0x
f t dt x

f x

x

( ) ,

( ) ,

∫ >

=










   .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :

a) ∏  g  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ¯0=0 .
b) ∞Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¯0=0  ÙÞÙÂ  Ë  g  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ

[ , )0 + ∞  .
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39. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   g(x)=

f x f

x
x

f x

( ) ( )
,

( ) ,

− ≠

′ =







0
0

0 0

  ,  ÞðÔù  Ë  f  Â�Ó·È  ÌÈ·

ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÛÙÔ  R ,  ÌÂ  ÛùÓÂ¯�  ÛÙÔ  R  ð·Ú¿Á�ÁÔ .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�

ÞÙÈ :   g(x)= ′∫ f x t dt( )
0

1

 .

 
40. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙË  ÛùÓÂ¯�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R  ,  ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :

lim
( )

x

f x x

x→

−
−

=
1

3

2 1
2  .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=1.

 
41. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=·¯3+ �¯2  ÌÂ  ·,� ∈ R* .

a) ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ·,�  ÒÛÙÂ  ÙÔ  �È¿ÁÚ·ÌÌ·  ÙË�  f  Ó·  ¤¯ÂÈ  ÛËÌÂ�Ô  Î·Ìð��
ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (1,2) .

b) ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  f  ÁÈ·  ÙÈ�  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  ·,�  ðÔù  õ·
�ÚÂõÔ�Ó.

c) ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ   f x dx f x dx
Ú

Ú

Ú

( ) ( )
1

1

1

2 19

4∫ ∫+ = −   ,  ÞðÔù  Ú1 , Ú2  ÔÈ  õ¤ÛÂÈ�  Ù�Ó

ÙÔðÈÎÔ�  ÂÏ¿¯ÈÛÙÔù  Î·È  ÙÔù  ÙÔðÈÎÔ�  Ì¤ÁÈÛÙÔù , ·ÓÙ�ÛÙÔÈ¯· .
 
42. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f : R→ R   ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ :

2 3 0 0 12′ + = =f x x f x Î·È f( ) ( ) ( )   .
a) ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  f .

b) ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ    f x dx( )
0

10

10∫ ≤  .

 

43. ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ    lim
( )x

x x

ËÌ x→

+ − +
−2

3

2

6 2

4
 .

44. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ÙÔ  �È¿ÁÚ·ÌÌ·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�    Ê(¯) = f(x) + ÛùÓ¯    ÞðÔù

x ∈ [ , ð ]0 4     ÛùÓ·ÓÙ¿   ÙÔÓ    ¿ÍÔÓ·    ′x x   .    ¢�ÓÂÙ·È   ÞÙÈ   Ë   ÛùÓ¿ÚÙËÛË

f R: [ , ð ]0 4 →    Â�Ó·È   ÛùÓÂ¯��   Î·È   ÞÙÈ    f x dx( )

ð

0

4 2

2∫ = −   .

 
45. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË    f(x)= ·x xe x+ −  .

a) ¡·  ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛÙÂ�  Ô  · ∈ R   ÒÛÙÂ  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f  Ó·  ¤¯ÂÈ
ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (0,f(0))  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ð·Ú/ÏË  ðÚÞ�  ÙËÓ  ÂùõÂ�·  2¯ -y +7 =0 .
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b) ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ÂùõÂ�·  y=x  Â�Ó·È  ðÏ¿ÁÈ·  ·Û�ÌðÙ�ÙË  ÙË�  ÁÚ·ÊÈÎ��
ð·Ú¿ÛÙ·ÛË�  ÙË�  f .

c) ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  Î·ÌðùÏÞÁÚ·ÌÌÔù  ¯�Ú�Ôù  ðÔù  ÔÚ�úÂÙ·È
·ðÞ  ÙËÓ  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f ,  ÙËÓ  ÂùõÂ�·  y=x  Î·È  ÙÈ�  ÂùõÂ�Â�  ¯=0
Î·È  ¯=Ï  ( Ï>0 ).

d) ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  lim ( )
Ï

∂ Ï
→+∞

 .

 
46. ¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��  ðÚÔ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÌÂ  Ù�ðÔ:

f x
x x

( ) = 





+ 





3

5

4

5
 Î·È  ÛÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  Ó·  ÏùõÂ�  Ë  ·Ó�Û�ÛË :

( ) ( )3 4 5 3 4 51 1 1 2 1 2 1 2 1x x x x x x− − − − − −+ < +  .

 
47. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : (1,+ ∞) → R   ðÔù  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (1,+ ∞)

Î·È  ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :  f(x)= − ′xf x
x

( )
ln

2
 .   ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :

a) ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË    g(x)=f(x)ln2x    Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚ�  ÛÙÔ  (1,+ ∞)  .
b) ∞Ó  f(e)=3 ,  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f .
c) ¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  Ë  f  ��  ðÚÞ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�· .

 
48. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : [1,4]→ R   Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  [1,4]. °È·  Î¿õÂ  ¯ ∈ [1,4]

ÈÛ¯�ÂÈ  ÞÙÈ    f(4x)=4f(x)    Î·È    f
25

100
1







=  .   ¡·  ·ðÔ�ÂÈÍÂÙÂ  ÞÙÈ   ùð¿Ú¯ÔùÓ

¯1,¯2,¯3 ∈ (1,4)  ÒÛÙÂ   ′ + ′ + ′ =f x f x f x( ) ( ) ( )1 2 3 12   .

49. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : (0,+ ∞) → R   ÌÂ  Ù�ðÔ  f(x)=
lnt

t
dt

x

1
2

+∫  .  ¡·  ðÚÔ-

Û�ÈÔÚÈÛÙÂ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË    h(x)=f(x)+ f
x

·Ó f
1 1

2
0













= .

50. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   ðÔù  Â�Ó·È  ��Ô (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÌÂ
′ > ′′f x f x( ) ( )   ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R .  ∞Ó  Ë  f  ð·ÚÔùÛÈ¿úÂÈ  ÁÈ·  ¯0=0  ÙÔðÈÎÞ  ·Î-ÚÞÙ·ÙÔ

ÙÔ  f(0)=0  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :
a) ∞Ó   ¯<0   ÙÞÙÂ   f(x)< ′f x( )  .
b) ∞Ó   ¯>0   ÙÞÙÂ   f(x)> ′f x( )  .

 
51. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f : R→ R   ðÔù  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ÙË�  ð·-

Ú¿ÛÙ·ÛË  ÛÙÚ¤ÊÂÈ  ÎÔ�Ï·  ¿Ó�  Î·È  ðÂÚÓ¿  ·ðÔ  ÙËÓ  ·Ú¯�  Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó .          ¡·

�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ∀ ∈x R   ÈÛ¯�ÂÈ : 3 4
3

4
f x f

x
( ) > 





.
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52. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�   f(x)= e Î·È g x x · � xx · � x2 3 2− + = − + +( ) ( ) ( )       ∞Ó  Ë
f  ð·ÚÔùÛÈ¿úÂÈ  ÙÔðÈÎÞ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯1=1   ÙÞÙÂ  Ë  g  ð·ÚÔù-ÛÈ¿úÂÈ

ÙÔðÈÎÞ  ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ  ÛÙÔ  ¯2= 2
3   Î·È  ÙÔðÈÎÞ  Ì¤ÁÈÛÙÔ  ÛÙÔ  ¯3= - 2

3  .

 
53. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R  .                                       ∞Ó

lim
( )

,
x

f x f
x

x
c c R

→

− 





= ∈
0

3
2

 ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ′ =f c( )0 3  .

 
54. ¢�ÓÔÓÙ·È  ÔÈ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f : R→ R  Î·È  g : R→ R   ÌÂ

g x( ) ≠ 0 , ∀ ∈x R .  ∞Ó  Ù·  ÛùÛÙ�Ì·Ù· : 
yf x wg x

yf x w g x

′ + ′ =

+ =







( ) ( )

( ) ( )

0

0
 ,  �¤¯ÔÓÙ·È  ÁÈ·  Î¿õÂ

¯ ∈ R   ÌÔÓ·�ÈÎ�  Ï�ÛË , Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë   h(x)=
f x

g x

( )

( )
   Â�Ó·È  1 -1 .

 

55. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :  
1

2 1

1

1 12

0
( )

,
Ó

π
Ó

·Ó π
x

x
dx

Ó
·

+
≤ ≤

+
=

+∫    Î·È  ·
ÂÊ ËÌx

ËÌ ÂÊxx
=

→
lim

( )

( )0

.
 

56.  ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ    lim
x t

x

x

x x e
dt

→ + − ∫1 4

1 1
4

  .

57. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË    f(x)= ln , ,
· �

ÌÂ x R · � Î·È · �
x x+ ∈ > ≠

2
0  .  ¡·

�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :
a) ∏  f  Â�Ó·È  ÎùÚÙ�  ÛÙÔ  R .
b) ∞Ó  f(x) ≥ ∀ ∈x x R,    ÙÞÙÂ  ·�=e2 .

 
58. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  �ùÔ (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·

ÈÛ¯�ÂÈ :    ( ) ( ) ( ) ( ) ,x f x x f x f x x R2 1 4 2 0+ ′′ + ′ + = ∀ ∈  .
a) ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  Ê : R→ R   ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�· Â�Ó·È :

Ê x x f x x f x( ) ( ) ( ) ( )= + + ′2 12  .
b) ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô Ù�ðÔ�  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  f  ·Ó  ÁÓ�Ú�úÔùÌÂ  ÞÙÈ  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�

ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f ,  ðÂÚÓ¿  ·ðÔ  ÙËÓ  ·Ú¯�  Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó  Î·È  ÞÙÈ  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË
ÙË�  ÛÙËÓ  ·Ú¯�  Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó  Â�Ó·È  Î¿õÂÙË  ÛÙËÓ  ÂùõÂ�· : x+2y-1=0 .

c) ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ðÔù  ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙËÓ  ÁÚ·ÊÈÎ�
ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f ,  ÙËÓ  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (0,0)  Î·È  ÙÈ�  ÂùõÂ�Â�
¯=2   Î·È   ¯=3 .
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59. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : (0,+ ∞) → R   ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ :

x f x x ËÌx ÛùÓx Î·È f ÛùÓ2 2 0 1′ = − − =(ln ) ( ) .    ¡·  ·ðÔ�ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Â�Ó·È :

f
ÛùÓe

e
(ð)

ð

ð
=

2
  .

 
60. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  �ùÔ (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→ R   ÁÈ·  ÙËÓ

ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :  f x f x x x2 28 0( ) ( )( )+ − + =  .  ¡·  �ÂÈ¯õÂÈ  ÞÙÈ  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÙË�  f  �ÂÓ  ¤¯ÂÈ  ÛËÌÂ�Ô  Î·Ìð�� .
 
61. ·)  ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f : R→ R   Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  Î·È  ′ + =f x f x( ) ( ) 0  ÙÞÙÂ

Â�Ó·È   f(x)= ce x−  ( c  ÛÙ·õÂÚ¿  ) .                                                                               
�)  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   g : (1,+ ∞ →) R   ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ  :

′ = − +
g x

g x x

x

x

x
( )

( )(ln )

ln

1
   ÌÂ   g(2)=0 .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  lim ( )

x
g x

→+∞
= 0  .

 

62. ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  
e

x

x

x

x

−
+

−
=

1

2

2
0

2

,  ¤¯ÂÈ  ÌÞÓÔ  ÌÈ·  Ú�ú·  ÛÙÔ  �È¿Û-

ÙËÌ·  (1,2)
 
63. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙÈ�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f,g : R→ R   ÁÈ·  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  ÈÛ¯�ÂÈ

′ ≠ ′ ∀ ∈f x g x x R( ) ( ) ,  .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ÔÈ  ÁÚ·ÊÈÎ¤�  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ�  Ù�Ó  f,g  �ÂÓ
ÌðÔÚÂ�  Ó·  ¤¯ÔùÓ  ðÂÚÈÛÛÞÙÂÚ·  ·ðÔ  ¤Ó·  ÎÔÈÓ¿  ÛËÌÂ�· .

 
64. ·)  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :  lnx2 ≤ −x2 1  .

�)  ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R R* →   �ùÔ (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË , ÁÈ·  ÙËÓ

ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÂÈ :  ′′ + + ′ =f x x f x x( ) ( ( )) ln2 21 .

Á)  ∞Ó  Ë  f  ð·ÚÔùÛÈ¿úÂÈ  ÙÔðÈÎÞ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ÛÙÔ  ¯0 ∈ R*  ,  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ÙÔ  ·Î-
ÚÞÙ·ÙÔ  ·ùÙÞ  Â�Ó·È  ÙÔðÈÎÞ  Ì¤ÁÈÛÙÔ .

 
65. ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ðÔù  ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙÈ� ð·Ú·�ÔÏ¤�  ¯=y2 ,

x=4y2  , (  y ≥  0  )  Î·È  ÙËÓ  ÂùõÂ�·   ¯=· ,  ÞðÔù  ·  Â�Ó·È  Ë  Î·Ù¿ÏÏËÏË  ÙÈÌ�  ÙË�

ÛùÓ¿ÚÙËÛË�   g(x)=
1 1

1 13

+ −
+ −

x

x
  ÒÛÙÂ  ·ùÙ�  Ó·  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  0.

 

66. ∞Ó  f  ÛùÓÂ¯��  ÌÂ  f t dt x ËÌõ x R
Ï

x

( ) ,∫ = − − ∀ ∈3 2 2  .

a) ¡·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ÙÈÌ¤�  Ù�Ó  Ï ∑ Î·È õ∈ ∈* ( ,ð)0  .
b) ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ÛÙ·õÂÚ�  ÛÙÔ  R .
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67. ∂ÛÙ�    f(x)=
x ËÌ

x
x

x

1
0

0 0

,

,

≠

=






  .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ¤Ó·  ÙÔùÏ¿¯ÈÛÙÔÓ

Í ∈ ( , )ð0 1
2   ÒÛÙÂ  ÛÊ

Í
Í

1 =  .

 
68. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f   ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R   ÒÛÙÂ  Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ :

( )′ ⋅ =∫ f x f x dx( ) ( )
1996

1

5

0  .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  ÂÍ�Û�ÛË  ′ =f x( ) 0   ¤¯ÂÈ  ÌÈ·  ÙÔù-

Ï¿¯ÈÛÙÔÓ   Ú�ú·  ÛÙÔ  (1,5) .
 

69. ∞Ó  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  ÌÂ    f(x)= ( )2
2

0

+∫ e dtt

f x( )

  ,  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ

f(x)=0  ,  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R .

70. ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ðÏ�õÔ�  Ù�Ó  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ  ÚÈúÒÓ  ÙË�  ÂÍ�Û�ÛË� :

e xx+ + + =1 2 4 0 .
 
71. ∂ÛÙ�  f,g  �ùÔ (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÛÙÔ  (0,+ ∞)  ÁÈ·  ÙÈ�

ÔðÔ�Â�  ÈÛ¯�ÂÈ :  ′′ = ′′ − ∀ ∈ +∞f x g x
x

x( ) ( ) , ( , )
1

0
2

 .   ∞Ó    f(1)=g(1)   Î·È

f(e)=1+g(e)   Ó·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ðÔù  ðÂÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙÈ�  Cf ,
Cg  Î·È  ÙÈ�  ÂùõÂ�Â�  ¯=1  ,  ¯=e  .

 
72. ∂ÛÙ�  f  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  ¯0=0  ÒÛÙÂ  Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ :

( )x f x f x x ËÌ x x R( ) ( ) ,
4

3 2+ = + ∀ ∈  .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË

ÛÙÔ  ¯0=0 .
 

73. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=
ln

, ( , )
x

e
x e

x
∈ + ∞  .

 ¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��  ðÚÔ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ó· �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  lim ( )
x

x

x

f t dt
→+∞

+

∫
1

 .

 
74. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ÛùÓ¿ÚÙËÛË   f(x)=( ) ,Ó x e Ó ¡x− ∈2 2

 .  ∞Ó  Ë  Cf  �ÂÓ  �¤¯ÂÙ·È
ÔÚÈúÞÓÙÈ·  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÛÂ  Î·Ó¤Ó·  ÛËÌÂ�Ô  ÙË� ,  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ë  Ì¤ÛË  ÙÈÌ�  ÙË�  f
ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [0,1] .
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75. ∞Ó  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ¤¯ÂÈ  ÛùÓÂ¯�  �Â�ÙÂÚË  ð·Ú¿Á�ÁÔ  ÛÙÔ  [0,1]  Î·È  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�

ÙÈ�  ðÚÔùðÔõ¤ÛÂÈ�  ÙÔù  £. Rolle  ÛÙÔ  [0,1]  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ   x f x dx f⋅ ′′ = ′∫ ( ) ( )
0

1

1 .

 
76. ∞Ó  F  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (0,+ ∞)  ÌÂ   F(x)>0  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ +∞( , )0 ,  F(1)=e  Î·È

2
0

′ = ∀ ∈ +∞F x

e

F x

x
x

x

( ) ( )
, ( , )  .  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  F .

 
77. ∞Ó  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R   ÈÛ¯�ÂÈ :  2f(x)+ f(-x)=x2+2x+3   Ó·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  f

Î·È  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  Cf  ÛÂ  Î¿õÂ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  �Ú�ÛÎÂÙ·È  Î¿-Ù�
·ðÔ  ÙËÓ  Cf .

 

78. ∂ÛÙ�  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R ÈÛ¯�ÂÈ  e f t dt Ï xx
x

+ − − ≥∫ ( )
0

2 1 0 . ¡·

�ÚÂõÂ�  Ô  Ï ∈ R   ·Ó  Â�Ó·È  ÁÓ�ÛÙÞ  ÞÙÈ  Ë  Cf  �È¤Ú¯ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙËÓ  ·Ú¯�  Ù�Ó
·ÍÞÓ�Ó .

79. ·)  ¡·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  g  ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ :

′ = + ∀ ∈ = =g x x e
g x

x
x R ÌÂ g Î·È g ex( )

( )
, ( ) ( )*2 2

0 0 1 .

�)  ¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  Ë  g  ��  ðÚÔ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�· , Ù·  ·ÎÚÞÙ·Ù·  Ù·  ÛËÌÂ�·  Î·Ì-
ð�� , Ù·  ÎÔ�Ï·  Î·È  Ó·  �ÚÂõÔ�Ó  ÔÈ  ·Û�ÌðÙ�ÙÂ�  ðÔù  �È·õ¤ÙÂÈ.
Á)  ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ðÔù  ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙËÓ  ÁÚ·ÊÈÎ�
ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  Cg , ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′x x   Î·È  ÙÈ�  ÂùõÂ�Â�  ¯=0 , ¯=Ï  ( Ï>0 ) . ∆¤ÏÔ�  Ó·
�ÚÂõÂ�  ÙÔ  lim ( )

Ï
∂ Ï

→−∞
 .

 

80. ¡·  �ÚÂõÂ�  ÙÔ  ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�   f(Ï)= x Ïx Ï dx2 2

0

3

4 3− +∫  , ÞðÔù  Ï

ð·Ú¿ÌÂÙÚÔ�  ÌÂ  Ï ∈ [ , ]01  .
 

81. ∞Ó  F(x)= f t dt Î·È f x x
x

( ) ( ) , ( , )
0

0 0∫ ′ > ∀ ∈ +∞   ÙÞÙÂ  Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :

a) ′ > ∀ ∈ +∞F x
F x

x
x( )

( )
, ( , )0   .

b) ( )e dt e e x Rt
x

x2 2

1

1

2∫ ≤ − ∀ ∈,  .

 
82. ∂Ó·  Ìð·ÏÞÓÈ  Â�Ó·È  39m  ð¿Ó�  ·ðÔ  ÙÔ  ¤�·ÊÔ�  Î·È  ·ÓÂ�·�ÓÂÈ  Î·Ù·ÎÞÚùÊ·  ÌÂ

ÛÙ·õÂÚ�  Ù·¯�ÙËÙ·  1m sec .  ∆ËÓ  ÛÙÈÁÌ�  ·ÎÚÈ�Ò�  ÂÎÂ�ÓË  ðÔù  ÙÔ  Ìð·ÏÞÓÈ  Â�Ó·È
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39m  ð¿Ó�  ·ðÔ  ÙÔ  ¤�·ÊÔ� ,  ¤Ó·  ·ùÙÔÎ�ÓËÙÔ  ðÂÚÓ¿  Î¿Ù�  ·ðÔ  ÙÔ  Ìð·ÏÞÓÈ  ÌÂ
ÛÙ·õÂÚ�  Ù·¯�ÙËÙ·  30 m sec  Î·Ù¿  Ì�ÎÔ�  ÂÓÞ�  �ÛÈÔù  �ÚÞÌÔù.     ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô
ÚùõÌÞ�  ÌÂÙ·�ÔÏ��  ÙË�  ·ðÞÛÙ·ÛË�  ·ùÙÔÎÈÓ�ÙÔù - Ìð·ÏÔÓÈÔ�  ÛÙÔ  ðÚÒÙÔ
�ÂùÙÂÚÞÏÂðÙÔ  ÙË�  Î�ÓËÛË� .

 
83. ∏  Î·Ìð�ÏË  ( C )  �Ú�ÛÎÂÙ·È  Î¿Ù�  ·ðÔ  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  Ù�Ó  ¯  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [·,�]. ∞Ó

Ë  ÂðÈÊ¿ÓÂÈ·  ðÔù  ÔÚ�úÂÙ·È  ·ðÔ  ÙËÓ  Î·Ìð�ÏË  ( C )  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  Ù�Ó  ¯  Î·È  ÙÈ�

ÂùõÂ�Â�  ¯=·  Î·È  ¯=�  ¤¯ÂÈ  ÂÌ�·�ÞÓ  ∂=
·

e

�

e· �

+ − +1 1
 ,  ÙÞÙÂ  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ë

ÂÍ�Û�ÛË  ÙË�  Î·Ìð�ÏË�  ( C ) : y=f(x)  Î·È  Ó·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ lim ( )
� ·

�

f x dx
→+∞ ∫  .

 
84. ∂ÛÙ�  f  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  ÌÂ  f(x)+ ′ = ∀ ∈f x x x R( ) ,  Î·È  lim ( )

x
f x

→
=

0
2 .  ¡·

�ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  f .

85. £Â�ÚÔ�ÌÂ  ÙËÓ  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : (0,+ ∞) → R  ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·

ÈÛ¯�ÔùÓ : x f x x f x x x⋅ ′ − =( ) ln ( ) ln2  ,  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯>0  Î·È  f(e)=e .
a) ¡·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  f .
b) ¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  Ë  f  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (0,+ ∞)   Î·È  Ó·  Á�ÓÂÈ  ÌÈ·  ðÚÞ¯ÂÈÚË

ÁÚ·ÊÈÎË  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË .
c) ¡·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ∂(·)  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ðÔù  ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙËÓ

f  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′x x   Î·È  ÙËÓ  ÂùõÂ�·  ¯=·  ÌÂ  0<·<1 e   Î·õÒ�  Î·È  ÙÔ

lim ( )
·
∂ ·

→0
.

 

86. ∂ÛÙ�  f  �ùÔ (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (0,+ ∞)  ÌÂ  ′ = +
f x

f x x

x
( )

( ) 2
  ÁÈ·

Î¿õÂ  ¯ ∈ +∞( , )0  .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  Cf   ÛÂ  Î¿õÂ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�
�Ú�ÛÎÂÙ·È  Î¿Ù�  ·ðÔ  ÙËÓ  Cf .

 
87. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→R   ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�·  ÈÛ¯�ÔùÓ :  lim ( )

x
f x Ì

→
= +

0
4 3   Î·È

x f x ËÌ x x x R( ) ,≥ + ∀ ∈3 5   Ó·  �ÚÂõÂ�  Ë  ÙÈÌ�  ÙÔù  Ì ∈ R  .

 
88. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→R   ÁÈ·  ÙËÓ  ÔðÔ�· : ( )lim ( )

x
x f x x x

→+∞
− + =2 3 23 4 2 .     ¡·

�ÚÂõÂ�  Ë  ·Û�ÌðÙ�ÙË  ÙË�  Cf  ÛÙÔ  + ∞  .
 
89. ∞Ó  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R   ÈÛ¯�ÂÈ  2f(x)+f(-x)=x2+2x+3  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  f  Î·È

Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  Cf  ÛÂ  Î¿õÂ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  �Ú�ÛÎÂÙ·È  Î¿Ù�  ·ðÔ
ÙËÓ  Cf .
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90. ∞Ó  F  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  (0,+ ∞ )  ÌÂ   x F x
x

F x( ) ( )= + − ′1
3   , ¯ ∈ +∞( ,0 )  Î·È  Ë

Cf  ðÂÚÓ¿  ·ðÔ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ª(1,1)  Ó·  �ÚÂõÂ�  Ô  Ù�ðÔ�  ÙË�  F  Î·È  Ù·  ÞÚÈ·

lim ( ) lim ( )
x x

F x Î·È x F x
→+∞ → +

′
0

3  .

 
91. ¡·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  ��  ðÚÔ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË :

f x ÛùÓ x ËÌ x x( ) , ( ,ð)= − − ∈1

2
2

1

2
2 0   .

 

92. ∞Ó   F(x)=
3 2

2

1 3x x x

x

+ ⋅+

 ,  Ó·  ÌÂÏÂÙËõÂ�  Ë  F  ��  ðÚÔ�  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È  Ó·

ÏùõÂ�  Ë  ·Ó�Û�ÛË  ( )3

2

3

2
2 2 2

2 2
3 6





− 





> + −
+x x

x x .

93. ∞Ó  f  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  (0,+ ∞ )  ÌÂ  ′ = ∀ ∈ +∞f x x( ) , ( , )3 2 0  , Ó·  �ÚÂõÂ�  Ô  ðÚ·-
ÁÌ·ÙÈÎÞ�  ·ÚÈõÌÞ�  ·  ÒÛÙÂ  Ë  Cf  Ó·  ðÂÚÓ¿  ·ðÔ  Ù·  ÛËÌÂ�·  ∞(8,15)  Î·È

µ · ·( , )1 2 3 2−  .

 

94. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  (0,+ ∞ )  ÌÂ f t dt x
x

( ) ln
2

3

2∫ =   ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯>0 . ¡·

�ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ÎÏ�ÛË  ÙË�  Cf  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ¯0=1 .
 
95. ∂ÛÙ�  ∞  ¤Ó·  ÂÓ�Â¯ÞÌÂÓÔ  ,  Ï ∈ R  Î·È  ·,�  Ë  ÂÏ¿¯ÈÛÙË  Î·È  Ë  Ì¤ÁÈÛÙË  ÙÈÌ�  ·Ó-

Ù�ÛÙÔÈ¯·  ðÔù  ÌðÔÚÂ�  Ó·  ð¿ÚÂÈ  ÙÔ  Ï .  ∞Ó  ÙÔ  Ï  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  ÙËÓ  ÂÍ�Û�ÛË :
P A P A Ï( ) ( )− + + = +2 1 2 9   Ó·  ùðÔÏÔÁÈÛÙÂ�  ÙÔ  ð·Ú·Î¿Ù�  ÔÏÔÎÏ�Ú�Ì·

( ) ( )I x x dx
·

�

= + +∫ 3 14 5
2 9

 .

 
96. ¢�ÓÔÓÙ·È  ÔÈ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�   f(x)= e ÌÂ · � R·x �+ ∈,   Î·È    g(x)=x2+x+1 .           ∞Ó

∞(1,y0)  Â�Ó·È  ÙÔ  ÎÔÈÓÞ  ÛËÌÂ�Ô  Ù�Ó  ÁÚ·ÊÈÎÒÓ  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂ�Ó  Ù�Ó  ÛùÓ·Ú-Ù�ÛÂ�Ó
( )f Î·È g1996      ÛÙÔ  ÔðÔ�Ô  ¤¯ÔùÓ  ÎÔÈÓ�  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË , Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ·,� .

 
97. ¶ÚÔÛ�ÈÔÚ�ÛÙÂ  ÙË  ÛùÓÂ¯�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Ë  ÔðÔ�·  ÈÎ·ÓÔðÔÈÂ�  ÙË  ÛùÓõ�ÎË :

f x
x

f t dt x
x

( ) ( ) ,= + >∫1
1

0
1

 .
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98. H  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  Î·È  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  [0,1]  Î·È  ÁÈ·  Î¿õÂ

¯ ∈ [0,1]  ÔÚ�úÔùÌÂ :  F(x)= f t dt f t dt
x x

( ) ( )
0 0

1

∫ ∫+
−

 .  ¡·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ :

a) Àð¿Ú¯ÂÈ  Í ∈ ( , )01   Ù¤ÙÔÈÔ  ÒÛÙÂ  f(Í)= f(1-Í) .

b) f t dt f t dt( ) ( )1
0

1

0

1

− =∫ ∫  .

 
99. ∞Ó  f  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  ÛÙÔ  R  ÌÂ  ′ > ∈f x x Ó ¡Ó( ) , *2  ÁÈ·  Î¿õÂ  x R∈  ,

Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÔÙÈ :   ·)  lim ( ) ) lim ( )
x x

f x � f x
→−∞ →+∞

= −∞ = +∞            Î·È  Á)  ∏

ÂÍ�Û�ÛË  f(x)=0  ¤¯ÂÈ  ·ÎÚÈ�Ò�  ÌÈ·  Ú�ú·  ÛÙÔ  R .
 
100. ∞Ó  ′′ < ∀ ∈ = =f x x Î·È f f( ) , [ , ] ( ) ( )0 0 3 1 2 0  ,  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  f(0)<0  Î·È   

f(3)<0 .
 
101. √È  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f,g  Â�Ó·È  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌÂ�  ÛÙÔ  R  ÌÂ  f(0)=Ïg(0) , Ï ≠ 0 .  ¡·

�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ÔÈ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  Ê(¯)= ( ) ( )f x Ï g x h x Ïf x g x( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
2 2 2

2+ =   ¤¯ÔùÓ

ÎÔÈÓÞ  ÛËÌÂ�Ô  ÌÂ  ÎÔÈÓ�  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË .
 
102. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R  ÌÂ  f(0)=0 , ′ =f ( )0 1  .  ∞Ó  ÁÈ·  Î¿õÂ

x R∈  ÈÛ¯�ÂÈ :  · f x · f x · f x · f x ËÌ x1 2 3 19962 3 1996 1996( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + + ≤L  ,  ÙÞÙÂ

Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ :  · · · ·1 2 3 19962 3 1996 1996+ + + + =L  .

 
103.  ·) ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�  Ê(¯)=¯lnx+x-2  ,  x>0  Î·È

Ó·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ¤¯ÂÈ  ÌÔÓ·�ÈÎ�  Ú�ú·  ÛÙÔ  �È¿ÛÙËÌ·  (0,+ ∞)  .
�)  ∞Ó  f(x)=lnx  ,  g(x)= -lnx  ,  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÂÌ�·�¿  Ù�Ó  ¯�Ú��Ó :

ø1= ( ) ( )C C x t Î·È ø C C x ·f g f g, , ( , ) , ,= ∈ = = >01 12   Î·È  ¤ðÂÈÙ·  Ó·

�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ùð¿Ú¯ÂÈ  ·>1  Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ Ó·  ÈÛ¯�ÂÈ : lim ( ) ( ) ( )
t

∂ ø ∂ ø ·
→ +

= + −
0

1 2 2 1 .

 
104. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  �ùÔ (2)  ÊÔÚ¤�  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÁÈ·  Î¿õÂ

x R∈   ÈÛ¯�ÂÈ :  f x e f x x e ·x x( ) ( )− ′ = + +−  .  ¡·  ·ðÔ�Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ :
a) ∞Ó  Í  Â�Ó·È  õ¤ÛË  ÛËÌÂ�Ôù  Î·Ìð��  ÙË�  f ,  ÙÞÙÂ  ùð¿Ú¯ÂÈ  �È¿ÛÙËÌ·

Î¤ÓÙÚÔù  Í  ÛÙÔ  ÔðÔ�Ô  Ë  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  ·�ÍÔùÛ· .
b) ∞Ó  ¯0  Â�Ó·È  ÎÚ�ÛÈÌÔ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  f , ÙÞÙÂ  Ë  f  ¤¯ÂÈ  ÛÙË  õ¤ÛË  ¯0  ÙÔðÈÎÞ

Ì¤ÁÈÛÙÔ  ÙÔ  ÔðÔ�Ô  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ .
 
105. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=·¯3- 6¯2+ 4¯ -1  ,  · ≠ 0  .

a) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÈ�  ÙÈÌ¤�  ÙÔù  ·  ÁÈ·  ÙÈ�  ÔðÔ�Â�  Ë  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  ·�ÍÔùÛ·
ÛÙÔ R.

b) °È·  ÙËÓ  ÌÈÎÚÞÙÂÚË  ÙÈÌ�  ðÔù  �Ú�Î·ÙÂ , Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  Û�ÓÔÏÔ  ÙÈÌÒÓ  ÙË�  f.
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c) ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ÁÈ·  Î¿õÂ  ÙÈÌ�  ÙÔù  · ∈ R*  Ë  Cf  ¤¯ÂÈ  ¤Ó·  ÛËÌÂ�Ô  Î·Ìð��

�(¯0,f(x0))  ÙÔ  ÔðÔ�Ô  �Ú�ÛÎÂÙ·È  ÛÙËÓ  ð·Ú·�ÔÏ�   �= ( )− −2 1
2

x   ÞÙ·Ó  ÙÔ  ·

�È·ÙÚ¤¯ÂÈ  ÙÔ R* .
 
106. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=2x3 -3x2 -12x+2 .  ¡·  ÌÂÏÂÙ�ÛÂÙÂ  ÙËÓ  ÌÔÓÔÙÔÓ�·  Î·È

Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  f  Î·È  ÛÙË  ÛùÓ¤¯ÂÈ·  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ðÏ�õÔ�
Ù�Ó  ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ  ÚÈúÒÓ  ÙË�  ÂÍ�Û�ÛË�   2x3 -3x2+2=12¯ .

 
107. ¢�ÓÔÓÙ·È  ÔÈ  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  f(x)= e g x x xx , ( ) = − 2  .  ∏  ÂùõÂ�·  ¯=·  ÎÞ�ÂÈ  ÙÈ�

ÁÚ·ÊÈÎ¤�  ð·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ�  Ù�Ó  f  Î·È  g  ÛÙ·  ÛËÌÂ�·  ∞  Î·È  µ . °È·  ðÔÈ¿  ÙÈÌ�  ÙÔù
· ∈ R   Ë  ·ðÞÛÙ·ÛË  Ù�Ó  ÛËÌÂ��Ó  Â�Ó·È  ÂÏ¿¯ÈÛÙË ;

108. ∞Ó  ·>0  Î·È  ∀   ¯ ∈ R   ÈÛ¯�ÂÈ : · ·x
x

+ +





≥3

2
2  , Ó·  �ÂÈ¯õÂ�  ÞÙÈ  ·=

1

2
.

109. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= e x Rx , ∈ .
a) ¡·  ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ  ·Ó  ÔÚ�úÂÙ·È  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  ÙË�  Cf  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  ∞(0,1).
b) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÈ�  ÂÍÈÛÒÛÂÈ�  Ù�Ó  ÂÊ·ðÙÔÌ¤Ó�Ó  ÙË�  Cf  ðÔù  �È¤Ú¯ÔÓÙ·È  ·ðÔ

ÙËÓ  ·Ú¯�  Ù�Ó  ·ÍÞÓ�Ó .
c) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ø  ðÔù  ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙËÓ  Cf  Î·È

ÙÈ�  ð·Ú·ð¿Ó�  ÂÊ·ðÙÞÌÂÓÂ� .
d) º¤ÚÓÔùÌÂ  ÙËÓ  ÂùõÂ�·   Â : �=·>1  Ë  ÔðÔ�·  ÎÞ�ÂÈ  ÙËÓ  Cf  ÛÙ·  ÛËÌÂ�·  µ

Î·È  ° .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ÔÈ  ÂÊ·ðÙÞÌÂÓÂ�  ÙË�  Cf  ÛÙ·  ÛËÌÂ�·  µ  Î·È  °
Ù¤ÌÓÔÓÙ·È  ÛÂ  ÛËÌÂ�Ô  ÙÔù  ¿ÍÔÓ·  ′y y  .

 
110. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)= ln ,x x > 0  .

a) ∂¯ÂÈ  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f  Á�ÓÈ·Î¿  ÛËÌÂ�· ;
b) ∏  ÂùõÂ�·  �=·>0  ÎÞ�ÂÈ  ÙËÓ  Cf ÛÙ·  ÛËÌÂ�·  ∞  Î·È  µ . ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë

ÂÊ·ðÙÞÌÂÓÂ�  ÙË�  Cf  ÛÙ·  ÛËÌÂ�·  ∞  Î·È  µ  Â�Ó·È  Î¿õÂÙÂ�  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ
ÛËÌÂ�Ô  ÙÔÌ��  ·ùÙÒÓ  ª(¯0,�0)  ÁÈ·  ÙÔ  ÔðÔ�Ô  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ÈÛ¯�ÂÈ :

( )x � ·0
2

0
2
1+ − =  .

 

111. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(x)=

x x

x
x

x

,

,

≠

=









0

0 0

  .

a) ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ÁÓËÛ���  ·�ÍÔùÛ·  ÛÙÔ  R .
b) ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  f  Â�Ó·È  ·ÓÙÈÛÙÚ¤�ÈÌË  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  f-1(x) .
c) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ø  ðÔù  ðÂÚÈÎÏÂ�ÂÙ·È  ·ðÔ  ÙËÓ

ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  f-1(x)  ÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·  ′x x   Î·È  ÙÈ�  ÂùõÂ�Â�  ¯= -1  Î·È
¯=2 .

d) ∂¯ÂÈ  Ë  ÁÚ·ÊÈÎ�  ð·Ú¿ÛÙ·ÛË  ÙË�  Cf  ÂÊ·ðÙÞÌÂÓË  ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  (0,0) ;
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112. ∞Ó  f(x)=lnx  ,  g(x)=x2lnx ,  ÙÞÙÂ :
a) ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ÔÈ  Cf ,Cg   ¤¯ÔùÓ  ÎÔÈÓ�  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË  (Â)  ÛÙÔ  ÎÔÈÓÞ  ÙÔù�

ÛËÌÂ�Ô  Î·È  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ÂÍ�Û�ÛË  ÙË�  ÎÔÈÓ��  ÂÊ·ðÙÔÌ¤ÓË� .
b) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ  ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ø= (  Cf  ,  Cg  , x=1  ,  x=·>1  ) .

 
113. °È·  ÙË  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f : R→R  ÈÛ¯�ÔùÓ : f(x+y)=f(x)+f(y)+2�xy+· , ¯,y ∈ R  ,

f(1)=4  Î·È  lim
( )

x

f x ·

x→

+ =
0

2  .

a) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÈ�  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ′f  Î·È  f .
b) ∞Ó  � ≠ 0  ,  Ó·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  Ë  f  ¤¯ÂÈ  ¤Ó·  ÙÔðÈÎÞ  ·ÎÚÞÙ·ÙÔ  ÛÙË  õ¤ÛË  ¯0.

  c)  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  (¯0,f(x0))  �Ú�ÛÎÂÙ·È  ÛÙËÓ  Î·Ìð�ÏË  �=¯+2+
1

x
.

 114. ¢�ÓÂÙ·È  Ë  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f(¯)=
� x x

x x

− <

≥







,

ln ,

1

1
 .

a) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  � ∈ R ,  ¤ÙÛÈ  ÒÛÙÂ  Ë  f  Ó·  Â�Ó·È  ÛùÓÂ¯�� .
b) °È·  ÙËÓ  ÙÈÌ�  ÙÔù  �  ðÔù  �Ú�Î·ÙÂ Ó·  ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ  ·Ó  Ë  Cf  ¤¯ÂÈ  ÂÊ·ðÙÞÌÂÓË

ÛÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ÙË�  (1,0) ,  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù·  ÙÔðÈÎ¿  ·ÎÚÞÙ·Ù·  ÙË�  f  Î·È  ÙÔ  ÂÌ�·�ÞÓ

ÙÔù  ¯�Ú�Ôù  ø= (  Cf ,  ′x x  ,  x=
1

e
  ,  x=2  ) .

 
115. ∂ÛÙ�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  ÛùÓÂ¯��  ÛÙÔ  R .

a) ¡· �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ð·Ú¿Á�ÁÔ  ÙË�  ÛùÓ¿ÚÙËÛË�   h(x)= f t dt x R
x

x

( ) ,

2

∫ ∈ .

b) ∞Ó  ÁÈ·  Î¿õÂ  ¯ ∈ R  ÈÛ¯�ÂÈ : f t dt x ·x ·
x

x

( )

2

2 1∫ ≤ − + −  .  ¡·  �Â�ÍÂÙÂ  ÞÙÈ

f(1)+2=· .
 

116. ∏  ÛùÓ¿ÚÙËÛË  f  Â�Ó·È  ÔÚÈÛÌ¤ÓË  ÛÙÔ  R  Î·È  ÈÛ¯�ÂÈ lim
( )

x

f x x

x→

−
−

=
2

2

2 4
3  , Ó·  �ÚÂ�ÙÂ

ÙÔ  ÞÚÈÔ : lim
( ) ( )

x

f x f x

x→

+ + −
−2

5 5

2
 .

 
117. ∂ÛÙ�  f g  ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�  ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ�  ÛÙÔ  R .  ∞Ó  f  ð·Ú·Á�Á�ÛÈÌË  ÛÙÔ  ¯0=0 ,

lim
( )

lim
( )

x x

f x

ËÌx
Î·È

g x

x→ →
= =

0 0
2 4  ,  Ó·  �ÚÂ�ÙÂ  Ù· :  ·)  f(0) ,    � )  ′f ( )0     Î·È

Á)  lim
( )

( ) ( )x

x g x ËÌx

f x g x x→

−
−0

2

2
 .

 
118. ·) ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙËÓ  ÂÍ�Û�ÛË  ÙÔù  Î�ÎÏÔù  ðÔù  ¤¯ÂÈ  ÙÔ  Î¤ÓÙÚÔ  ÙÔù  ÛÙÔÓ  ¿ÍÔÓ·

′x x  ,  ÂÊ¿ðÙÂÙ·È  ÙÔù  ′y y   Î·È  ðÂÚÓ¿ÂÈ  ·ðÔ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ∞(1, 3 ) .
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�)  ∂Ó·  ÎÈÓËÙÞ  ÎÈÓÂ�Ù·È  ÛÙËÓ  ðÂÚÈÊ¤ÚÂÈ·  ÙÔù  ð·Ú·ð¿Ó�  Î�ÎÏÔù .  ∫·õÒ�  ðÂ-
ÚÓ¿ÂÈ  ·ðÔ  ÙÔ  ÛËÌÂ�Ô  ∞  Ë  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË  ¯  ·ùÍ¿ÓÂÙ·È  ÌÂ  ÚùõÌÞ  4  ÌÔÓ¿�Â�
ÙÔ  �ÂùÙÂÚÞÏÂðÙÔ .  ¡·  �ÚÂ�ÙÂ  ÙÔ  ÚùõÌÞ  ÌÂÙ·�ÔÏ��  ÙË�  ÛùÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË�  y  ÙË
¯ÚÔÓÈÎ�  ÛÙÈÁÌ�  ðÔù  ÙÔ  ÎÈÓËÙÞ  ðÂÚÓ¿ÂÈ  ·ðÔ  ÙÔ  ∞ .
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