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ΜΕΛΕΤΗ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
• ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ - ΑΚΡΟΤΑΤΑ 
• ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ - ΣΗΜΕΙΑ  ΚΑΜΠΗΣ 
• ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ 
• ΚΑΝΟΝΑΣ  DE L’ HOSPITAL 
 
1. Να  εξεταστεί  η  µονοτονία  των  συναρτήσεων : 

i) f1(x)= 





 −

2
3xlnx2   ,   f2(x)= 4xx2 2 −     ,    f3(x)=

2x1+α   µε  0<α<1 . 

ii) f1(x)= xx3x2 +−    ,   f2(x)= 
   ,    f




>

≤−

1x,xlnx
1x,exe

2

x

3(x)=  . xx

2. Να  µελετήσετε  την  µονοτονία  της  συνάρτησης : f(x)= 1
13
12

13
5 xx

−





+






   και  κατόπιν  να  

αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση :   έχει  µοναδική  ρίζα  την  x=2 . 5 12 13x x+ = x

3. Για  ποιες  τιµές  του  λ∈  η  συνάρτηση  f(x)=R
x1
xλ 2

+
+1    είναι  γνησίως  φθίνουσα  στα  διαστήµατα  

του  πεδίου  ορισµού  της ;  

4. Να  βρεθούν  τα  διαστήµατα  µονοτονίας  της  συνάρτησης  f(x)= ( ) 1x
x

e1x −− . 

5. Αν  x  ,  να  δειχθεί  ότι :     ηµx∈ +R 6
xx

3

−≥   .  

6. Αν  x>0  ,  να  αποδειχθεί  ότι :   
2

xx1e
2

x ++>  . 

7. Να  λυθεί  η  εξίσωση :  4 - lnx = 2x(x+1) . 

8. Να  δειχθεί  ότι :  ln(x+1)>
1x

x
+

 ,  γιά  κάθε  x>0 . 

9. Να  µελετηθεί  ως  προς  την  µονοτονία  η  συνάρτηση :  f(x)=
x1
x1

+

−
 . 

10. α)  Να  δείξετε  ότι  η  συνάρτηση  f  µε  f(x)=
x

xηµ  ,  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  διάστηµα    

                  ( ]2
π,0  .                                                                                          

            β)  Αν  α,β ( ]2
π,0∈   και  α<β  να  δειχθεί  οτι :  

β
α

2
π

ηµβ
ηµα

β
α

⋅<<    . 

11. Έστω  συνάρτηση  f  συνεχής  στο  [0,+ )  και  παραγωγίσιµη  στο  (0,+ )  µε    γνησίως     ∞ ∞ ′f
            αύξουσα  στο  διάστηµα  (0,+ ) .  Επίσης  ισχύει  ακόµη  f(0)=0  Να  αποδείξετε  ότι  η      ∞

            συνάρτηση  φ(χ)= fx

x

( ) ,  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  διάστηµα  (0,+ ∞ ) . 

12. Αν  α>β>0 ,  να  αποδείξετε  οτι :   
β1
α1βα

+
+

>−e   . 

13. Να  λυθούν  οι  εξισώσεις :   α)   lnx - x + 1 = 0    και     β)   . x e ex x⋅ + =1

14. Να  βρεθούν  τα  τοπικά  ακρότατα  των  συναρτήσεων : 
i) f1(x)= x3 - 6x2 + 9x - 2        ,         f2(x)=3x4 - 20x3 + 48x2 - 48x - 3 . 
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ii) f1(x)= x− 2                        ,         f2(x)=   . 




>−
≤+
2x,x15
2x,x31 2

iii) f1(x)=








<<





 −+

≤<−−

πx0,1
2
xxσυν3

0xπ,
2
xxηµ


         ,      f2(x)=ηµx2  ,  χ>0 . 

iv) f1(x)= π)2,0(x,
e

xσυνxηµ
x ∈

−       ,            f2(x)=  , µε  x>0  . xx

v) f1(x)= 2xx3 −                       ,                         f2(x)= 2x4x −   . 

15. Να  βρεθούν  τα  ακρότατα  της  συνάρτησης     f(x) = *
ν

x

Ννκαι0x,
x
e

∈>  

16. Να  βρεθούν  οι  τιµές  των  α ,β   ώστε  η  συνάρτηση  f  µε  τύπο :       ∈R 2xβxαx)x(f 23 +++=
             να  έχει  στα  σηµεία  x1 = 2  και  x2 = -1  τοπικά  ακρότατα  τα  οποία  και  να  βρεθούν . 

17. Να  βρεθούν  τα  ακρότατα  της  συνάρτησης  f(x)=
x
xln  ,  όπου  x   και  να  συγκριθούν  οι    ∈ +R

*

             αριθµοί     και   . πe eπ
18. α)  Να  βρεθούν  τα  τοπικά  ακρότατα  της  f  µε  f(x)=  ,   x>0   και   ( )x xx x

1
1− −

            β)  Αν  α,β∈   µε  α+β=1 ,  να  δείξετε  οτι  +R
*

2
1βα βα ≥⋅  . 

19. Για  ποια  τιµή  του  θετικού  αριθµού  α  η  µέγιστη  τιµή  της  συνάρτησης  f  µε  τύπο :      
             f(x)=  µε  x>0  γίνεται  ελάχιστη ;   xα2αex −

20. Έστω  συνάρτηση  f  τρεις (3)   φορές  παραγωγίσιµη  στο  R  και  για  κάθε    ισχύει :    x R∈
            ( )xf x x f x e x′′ + ′ = − −( ) ( )3 1

2  .  Να  δείξετε  ότι : 
i) Αν  η  f  έχει  τοπικό  ακρότατο  στο  σηµείο  χ0 ≠ 0  τότε  το  ακρότατο  αυτό  είναι    

                   ελάχιστο . 
ii) Αν  η  f  έχει  τοπικό  ακρότατο  στο  σηµείο  χ0=0  τότε  αυτό  είναι  µέγιστο  ή  ελάχιστο ;  

21. Η  εφαπτοµένη  στο  σηµείο  x=α , ( α>0 )  της  καµπύλης  f(x) = x2 - 3  τέµνει  τον  άξονα      ′xx

            στο  Α   και  τον  άξονα    στο  Β.  Να  δείξετε  οτι :    (AOB)=′y y ( 22α3
α4
1

+ )

1

 .  Πότε  το       

            (ΑΟΒ)  γίνεται  ελάχιστο ; 
    
22. Σε  κύκλο  (Ο,R)  να  εγγράψετε  ορθογώνιο  µε  µέγιστο  εµβαδόν . 
 
23. Από  όλους  τους  ρόµβους  µε  πλευρά  α  να  βρεθεί  αυτός  που  έχει  το  µεγαλύτερο  εµβαδόν. 
 
24. Έστω  C  η  γραφική  παράσταση  της  συνάρτησης  f(x)=  µε  χ .             Να  βρείτε  το     e x− 2

∈R
             ορθογώνιο  παραλληλόγραµµο  µε  το  µέγιστο  εµβαδόν  που  δύο  κορυφές  του  είναι  πάνω   
             στον  άξονα    και  οι  άλλες  δύο  είναι  σηµεία  της  C . ′xx
 
25. ∆ύο  διάδροµοι  πλάτους  α  και  β  αντίστοιχα  τέµνονται  κάθετα . Ποιο  είναι  το  µεγαλύτερο    
            δυνατό  µήκος  µιας  σκάλας  που  µπορεί ,  µεταφερόµενη  οριζόντια  να  στρίψει  τη  γωνία ; 
 
26. Να  προσδιοριστούν  τα  διαστήµατα  όπου  οι  συναρτήσεις :                                
             f1(x)=    και   fx x x x4 3 28 18 12− + + + 2(x)=   στρέφουν  τα  κοίλα  άνω  ή  κάτω . 2x xxηµe +−
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27. Να  βρεθούν  τα  σηµεία  καµπής  των  συναρτήσεων : 

i) f1(x)=x4 -12x2 + 1 = 1      ,      f2(x)= xe
x          ,      f3(x)= 3 2x    . 

ii) f1(x)=




<−

≥

0x,x

0x,x
3

3
       ,     f2(x)=

1x
x
2

3

−
   ,      f3(x)= 2x

1

e
2
1 −

 . 

28. Να  αποδειχθεί  ότι  τα  σηµεία  καµπής  της  συνάρτησης  f(x) = 3x5 - 10x3+ 15x    είναι    
            συνευθειακά  και  να  βρεθεί  η  εξίσωση  ευθείας  των  σηµείων  καµπής . 
29. Να  αποδείξετε  ότι  η  εφαπτοµένη  της  γραφικής  παράστασης  C  της  συνάρτησης     

             f(x)= 1x
2
3xx 234 −+−   στο  οποιοδήποτε  σηµείο  της  Μ ,  δεν  έχει  άλλο  κοινό  σηµείο  µε  τη    

             C ,   εκτός  από  το  Μ . 

30. Να  βρείτε  τα  α,β∈   ώστε  η  γραφική  παράσταση  της  συνάρτησης  f  µε  τύπο  f(x)=R
βx

xα
2 +

,    

             να  έχει  σηµείο  καµπής  το  








3
3,3Μ  . 

31. Να  βρείτε  την  τιµή  του  λ  για  την  οποία  το  σηµείο  xo=2  είναι  θέση  σηµείου  καµπής  της    
            συνάρτησης  f(x)= ( ) 2223 λ1xλxλλx +++−−   . 

32. Να  βρείτε  τις  τιµές  των  α, β, γ   για  τις  οποίες  η  συνάρτηση  f  µε  τύπο   ∈R

            f(x)=   έχει στο σηµείο   xγxβxαx 23 +++ o = -1  τοπικό  ακρότατο και σηµείο καµπής το (2 , -2)  

33. Να  βρείτε  την  τιµή  του  α  για  την  οποία  η  συνάρτηση  f  µε  τύπο :                 
            f(x)=   είναι  κυρτή  στο  R . 1xx2xαx 234 −+++
34. Να  αποδείξετε  ότι  τα  σηµεία  καµπής  της  γραφικής  παράστασης  της  συνάρτησης  f  µε    

             f(x)=xηµχ  ανήκουν  στην  καµπύλη  y x

x
2

2

2

4

4
=

+
   . 

35. Έστω  συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη  στο  (α,β) .  Αν   είναι    00 xxµε,)β,α(x,x ≠∈∀
             ,  να  δείξετε  οτι  η  f  στρέφει  τα  κοίλα  άνω  στο  (α,β) . 0)xx)(x(f)x(f)x(f 000 >−′−−
 
36. Έστω  η  συνάρτηση  f  µε  f(x)= . βx12xαx 23 +++

i) Να  βρείτε  την  τιµή  του  α  για  την  οποία  η  γραφική  παράσταση  της  f  να  έχει  σηµείο 
καµπής  µε  οριζόντια  εφαπτοµένη . 

ii) Για  ποια  τιµή  του  β  το  σηµείο καµπής  βρίσκεται  πάνω  στον  άξονα xx; ′
 
37. Οι  συναρτήσεις  f,g  είναι  δύο (2)  φορές  παραγωγίσιµες  στο  R . Αν  για  κάθε  x ∈   ισχύει    R
             ,  να  δειχθεί  ότι  η  συνάρτηση  fog  είναι  κυρτή  στο  R . ′ >f x( ) 0

 
38. ∆ίνεται  συνάρτηση  f  δύο (2)  φορές  παραγωγίσιµη  στο  ∆ .  Να  δειχθεί  ότι  µεταξύ  δύο     
             τοπικών  ακρότατων  της  f  υπάρχει  ένα  σηµείο  καµπής  της  γραφικής  παράστασης  της  f . 
 
39. Να  βρεθούν  οι  ασύµπτωτες  των  γρ.  παραστάσεων  των  συναρτήσεων : 

i) f1(x)=
x

xηµ      ,       f2(x)=
x
1µη      ,        f3(x)= x x2 1+ + − x . 
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ii) f1(x)=
xx

x

+

−

2

12
    ,     f2(x)=










>
+

<

0x,
x

1x2

0x,
x

xηµ

2

2

   ,  f3(x)= x x

x

2 1

1

−
−

  µε  χ>1 

40. Να  βρείτε  τις  τιµές  των  α,β  γιά  τις  οποίες  η  ευθεία   y = 2x +1  είναι  ασύµπτωτη  της      

             γραφικής  παράστασης  της  f(x)=
1x3

γxβxα 2

−
++  . 

 
41. Να  βρείτε  τις  τιµές  των  α,β  γιά  τις  οποίες  η  γρ. παράσταση  της  συνάρτησης    
            f(x)= βxα5x2x 2 +−++    έχει την ευθεία  y=2x+1  πλάγια ασύµπτωτη στην περιοχή του  +  . ∞

42. Να  βρείτε  τα  α,β∈  γιά  τα  οποία  είναι :R 0
2x

1xx2βxαlim
2

x
=








+

−+
−+

−∞→
.   

43. Να  βρεθεί  το  α  ώστε  η  γρ. παράσταση  της  f(x)=∈R
2x

7x)1α(x 2

−
++−   να  έχει  ασύµπτωτη     

            την  ευθεία  y = x - 2  στην  περιοχή  του  + . ∞

44. Να  βρείτε  τις  τιµές  των  α,β  ώστε  η  συνάρτηση  f(x)=
αx
12xβ 2

+
+   να  έχει  τοπικό  ακρότατο    

             στο  xo = 2  και  η  ευθεία  x = -2  να  είναι κατακόρυφη  ασύµπτωτη  της  γρ. παράστασης της  f . 
 

45. Να  γίνει  η  µελέτη  και  η  γραφική  παράσταση  των  συναρτήσεων : 

i) f1(x)=x+ 2x
4    ,    f2(x)=συν2x - 2συνx   µε χ∈     ,    f[ π2,0 ] 3(x)= x x2 2−   

ii) f1(x)= 2 2x x−   ,     f2(x)= 1 1
2x x

+     ,     f3(x)= x

x

2

1+
  ,   f4(x)= x

x

3

2 1−
  . 

 

46. Να  υπολογιστούν  τα  όρια :   α)  







−

+→ xεφ
1

x
1lim

0x
    β) ( )x1x

x
eelim

2

−+

+∞→
 

        γ) 

















−

+∞→
1exlim x

1

x
   ,       δ)  1x

1

1x
xlim −

→
         ,        ε)  . xηµ

0x
xlim

+→

 

47. Να  βρεθεί  η  τιµή  του  α   ώστε  η  συνάρτηση  f(x)=∈R 2

xxα

x
xee −−   να  έχει  στο  xo = 0  όριο      

            πραγµατικό  αριθµό .    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 


