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ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ   ROLLE  και  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ 

       ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ  του  ΘΕΩΡ.  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ 
1. Εφαρµόζεται  το  θεώρηµα  του  Rolle  γιά  την  συνάρτηση  f(x)= ( )1  στο  διάστηµα  

[0,2] ; 
1

23− −x

 

2. Εστω   συνάρτηση   f(x)=   .  Να  οριστούν  οι  πραγµατικοί  αριθµοί  α,β,γ  

ώστε  να  εφαρµόζεται  το  θεώρηµα  του  Rolle  στο  διάστηµα    [-2,2] . 




>++

≤+

1x,1xγx
1x,βxα

2

 
3. Να  δείξετε  οτι  η  εξίσωση  8x3-12x2-6x+5=0  έχει  ακριβώς  µία  πραγµατική  ρίζα  στο  

διάστηµα  (0,1) 
 
4. Να  δείξετε  οτι  η  εξίσωση    έχει  µόνο  µία  πραγµατική  ρίζα . e xx = +1
 
5. Να  δείξετε  οτι  γιά  κάθε  λ∈  η  εξίσωση  xR 3 – 3x+ λ=0  δεν  µπορεί  να  έχει  δύο  πραγµατικές  

ρίζες  στο  διάστηµα  (0,1) . 
 
6. Να  αποδείξετε  οτι  η  εξίσωση   x5+ αx3+ βx+ γ = 0 ( )Rγ,Rβ,α * ∈∈ +   έχει  ακριβώς  µία  

πραγµατική  ρίζα . 
 
7. Εστω  η  συνάρτηση  f  συνεχής  στο  [α,β]  και  παραγωγίσιµη  στο  (α,β).          Να  δειχθεί  οτι :  

Γιά  την  συνάρηση   G(x)= ( )     εφαρµόζεται  το  θεώρηµα  του  Rolle  στο  [α,β]  

και  στη  συνέχεια  οτι  υπάρχει  ξ (α,β)  τέτοιο  ώστε  να  ισχύει :  

( ) ( )xfeβxαx −−

∈ ( )
ξβ

1
ξα

1ξf
−

+
−

=′   . 

 
8. Εστω  συνάρτηση  f  συνεχής  στο  διάστηµα  [-α,α] , α>0  και  δύο  φορές  παραγωγίσιµη  στο     

(-α,α) .  Εάν  είναι  f(0)=f(α)=f(-α)  να  δειχθεί  οτι  υπάρχει  ένα  τουλάχιστο   ξ∈  :  
 . 

)α,α(−
( ) 0ξf =′′

 

9. Εστω   f,g  συναρτήσεις  συνεχείς  στο  διάστηµα  ]
2
π,0[   και  παραγωγίσιµες  στο  στο  διάστηµα 

)
2
π,0(  .  Αν  είναι   g(0)= 








2
πf  ,  να  αποδειχθεί  οτι  γιά  την  συνάρτηση :  

F(x)=   εφαρµόζεται  το  θεώρηµα  του  Rolle  στο [0,xσυν)x(gxηµ)x(f ⋅+⋅
2
π ]  και  στη  

συνέχεια  οτι ( )εφξ)ξ(f)ξ(g)ξ(g)ξ ′−=′+(f:)
2
π,0(ξ∈∃ . 

 
 
10. Εστω   f,g  συναρτήσεις  συνεχείς  στο  διάστηµα  [α,β]  και  παραγωγίσιµες  στο  (α,β)  .  Αν  

είναι   g(x)  ,x∈  ,   , x∈   και  επι  πλέον  ισχύει :   
 , να  αποδειχθεί  οτι  υπάρχει  ξ∈ (α,β)  τέτοιος  ώστε  να  ισχύει :  

≠ 0
g)α ⋅

]β,α[
0=

′ ≠g x( ) 0 ]β,α[
)β((f)α(g)β(f −⋅

)ξ(g
)ξ(f

)ξ(g
)ξ(f
=

′
′

  . 
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11. Να  βρείτε  πόσες  ρίζες  έχει  η  παράγωγος  της  συνάρτησης  f  µε  τύπο :  f(x)=x(x-1)(x+1)(x-2)  
και  σε  ποια  διαστήµατα  ανήκουν . 

 
12. Μία  συνάρτηση  f  είναι  συνεχής  στο  διάστηµα  [α,β]  και  παραγωγίσιµη  στο  (α,β).           

Έστω  επίσης  η  συνάρτηση  g  µε  g(x)=   όπου  κ   και  επίσης  :  g(α)=g(β) .  Να  
αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξ (α,β) :   . 

)x(fe xκ ⋅−

)ξ(fκ
∈R

∈ )ξ(f =′
 
13. Αν  η  παράγωγος   µιας  συνάρτησης  f  είναι  γνησίως  αύξουσα  να  δείξετε  ότι η  εφαπτοµένη  

σε  κάθε  σηµείο  του  γραφήµατος  της  f  δεν  έχει  µε  το  γράφηµα  της  f  άλλο  κοινό  σηµείο . 
′f

 
14. Μεταξύ  δύο  διαδοχικών  ριζών  ρ1 , ρ2   της  πρώτης  παραγώγου  µιας  συνάρτησης  f  που  

πληροί  τις  συνθήκες  του  Θ.Rolle  ,  υπάρχει  το  πολύ  µία  ρίζα της  συνάρτησης . 
 
15. α)  Έστω  η  συνάρτηση  f  δυο  φορές  παραγωγίσιµη  στο  R  µε   για  κάθε  x∈ .  Να  

αποδειχθεί  οτι  η  συνάρτηση  f  έχει  το  πολύ  δύο  ρίζες .     β)  Να  αποδείξετε  ότι  η  εξίσωση :  
′′ ≠f x( ) 0 R

1x3x
6
1e 3x +−=    έχει  το  πολύ  δύο  πραγµατικές  ρίζες . 

 
16. Έστω  συνάρτηση  f  δύο  φορές  παραγωγίσιµη  στο  διάστηµα  [α,β] ,   0<α<β µε  f(α)=f(β)=0  

και   . )β,α(x,0)x(f ∈≠′′
i) Να  αποδειχθεί  οτι  η  εξίσωση    έχει  µοναδική  ρίζα  στο  διάστηµα  (α,β) . x f x fx⋅ ′ − =( ) ( ) 0

ii) Να  αποδειχθεί  οτι  η  εφαπτοµένη  στο  σηµείο  (xo , f(xo) )   διέρχεται  από  την  αρχή  των  
αξόνων . 

 
17. Έστω  συνάρτηση  f : [α,β]→   συνεχής  στο  [α,β]  παραγωγίσιµη  στο  (α,β)   και  f(α)=f(β)=0 .  

Να  αποδείξετε  οτι  : 
R

i) Γιά  την  συνάρτηση  g  µε  g(x)= ]β,α[c,
cx
)x(f

∉
−

  υπάρχει  xo∈(α,β)   τέτοιο  ώστε  

. ′ =g x( )0 0

ii) Υπάρχει  χ0∈(α,β)  τέτοιο  ώστε  η  εφαπτοµένη  της  γραφικής  παράστασης  της  f  στο  
σηµείο  Μ(xo, f(xo))  να  διέρχεται  από  το  σηµείο  (c,0) . 

 
 

 
18. Να  εξεταστεί  αν  ισχύει  το  θεώρηµα  Μέσης  τιµής  για  την  συνάρτηση   f  µε  τύπο  : f(x)= lnx   

στο  διάστηµα  [1, e] . 
 
19. Να  βρεθεί  το  σηµείο  στο  οποίο  η  εφαπτοµένη  του  διαγράµµατος  της  συνάρτησης             

f :[-1, 2]   µε  τύπο  f(x) = x→ R 3  είναι  παράλληλη  της  χορδής  που  περνάει  από  τα  σηµεία  
Α(-1, 1)  και  Β(2, 8) . 

 
20. Να  επαληθεύσετε  το  Θ.Μ.Τ.  στο  διάστηµα  [-2, 5]  γιά  την  συνάρτηση   f  µε  τύπο  :  

f(x)=






∈
+

−∈+

]5,1(x,
4

7x
]1,2[x,3x
  . 

 
21. Έστω  συνάρτηση  f  συνεχής  στο  [α,β]  και  παραγωγίσιµη  στο  (α,β)  µε  f(α)=β   και  f(β)=α .  

Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  ξ∈(α,β)  τέτοιο  ώστε  η  εφαπτοµένη  στο  σηµείο  (ξ, f(ξ))  να  
είναι  κάθετη  στην  ευθεία  y = x . 
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22. Εστω  συνάρτηση   g   συνεχής  στο  [-α, α] ,  α>0  δύο  φορές  παραγωγίσιµη  στο  (-α, α) .  Εάν  

είναι   g(0)=
2

)β(g)α(g +  ,  να  αποδειχθεί  οτι   τέτοιο  ώστε   . )α,α(ξ −∈∃ 0)ξ(g =′′

 

23. ∆ίνεται  η  συνάρτηση  f(x)= .Να  αποδειχθεί  ότι  εφαρµόζεται  το  Θ.Μ.Τ.  

στο  διάστηµα  [0, 2] . Να  βρεθεί  σηµείο  Μ  στη  γραφική  παράσταση  της  f   όπου  η  
εφαπτοµένη  της  να  είναι  παράλληλη  προς  την  ευθεία  που  διέρχεται  από  τα  σηµεία  Α(0, 1)  
και  Β(2, 4) . 

1

2 1

2+ ≤
>





x x

x x

,

,

1

 
24. Έστω  συνάρτηση  f  δύο  φορές  παραγωγίσιµη  στο  διάστηµα  [1, 3].  Αν  είναι  2f(2)=f(1)+f(3)   

να  αποδειχθεί  ότι  υπάρχει  σηµείο  xo∈ (1, 3)  τέτοιο  ώστε  να  ισχύει :   . ′′ =f x( )0 0

 
25. Έστω  συνάρτηση  f  συνεχής  στο  διάστηµα  [1, 4]  παραγωγίσιµη  στο  (1, 4)  και    γνησίως  

φθίνουσα  στο  (1, 4).  Να  συγκρίνετε  τους  αριθµούς  :          f(2)+f(3)  και  f(1)+f(4) . 
′f

 
26. Έστω  συνάρτηση  f  συνεχής  στο  διάστηµα  [1, 3]  και  παραγωγίσιµη  στο (1,3)  Αν  είναι  

f
f

()
( )

1
3

3
1= =

f

 ,  να  αποδειχθεί  οτι  υπάρχουν  σηµεία  α,β (1,3)  µε  1<α<2<β<3  τέτοια  ώστε  

να  ισχύει :   . 

∈

2)β(f)α( =′+′
 
27. Μία  συνάρτηση  f  είναι  συνεχής  στο  [α, β] ,  παραγωγίσιµη  στο  (α, β)  και  ισχύει   f(α)=f(β) .  

Να  αποδειχθεί  οτι  υπάρχουν  x1 , x2∈ (α, β)  τέτοια  ώστε  να  ισχύει :    . ′ + ′ =f x f x( ) ( )1 2 0

 
28. Έστω  συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη  στο  R  µε  f   .  Να  δειχθεί  ότι  η  

συνάρτηση   g x   είναι  σταθερή  στο  R . Αν  f(0)=4  να  βρεθεί  ο  τύπος  της  g . 
Rx,)x(f2)x( ∈∀−=′

f x f x( ) ( ) ( )= + −2 2

 
29. Έστω  f,g  συναρτήσεις  δύο  φορές  παραγωγίσιµες  στο  R  γιά  τις  οποίες  ισχύει :  

  και  f(0)=g(0) .  Να  δειχθεί  ότι : ′′ = ′′ ∀ ∈f x g x x R( ) ( ),

i) Υπάρχει  σταθερά  c  τέτοια  ώστε  γιά  κάθε  x∈  να  ισχύει :  f(x)-g(x)=cx R
ii) Αν  ρ1,ρ2  µε  ρ1<0<ρ2  είναι  ρίζες  της  g   τότε  η  f  έχει  µία  τουλάχιστον  ρίζα  στο  [ρ1, ρ2]  

. 
 
30. Να  προσδιοριστεί  συνάρτηση  f  γιά  την  οποία  ισχύουν :   και  f(0)= f(2)= 2 . ′′ =f x x x R( ) ,6 ∈

1

 
31. Μία  συνάρτηση  g  είναι  παραγωγίσιµη  στο  R  και  ικανοποιεί  τις  συνθήκες : 

  και  g(1)=1 . Υπολογίστε  τον  αριθµό  g(π) . Rx,xσυνxηµ)e(g x ∈+=′
 
32. Έστω  συνάρτηση  f : R→   µε   .  Αν  η  f  είναι  παραγωγίσιµη  

στο  x
+R
* fx y fx fy x y R( ) ( ) ( ), ,+ = ⋅ ∀ ∈

o=0  µε   ,  να  δειχθεί  ότι  είναι  παραγωγίσιµη  στο  R  µε     για  κάθε  
x∈  και  στη  συνέχεια  να  βρείτε  την  f. 

′ =f( )0 ′ =f x fx( ) ( )

R
 
33. ∆ίνεται  η  συνάρτηση  f : R   τέτοια  ώστε  να  είναι :→ R ( )fx fy x y( ) ( )− ≤ − 2  για  κάθε  x,y∈  .  

Να  δείξετε  ότι  η  f  είναι  σταθερή  στο  R . 
R

 
34. Έστω  συνάρτηση  f  ορισµένη  στο  R  δύο  φορές  παραγωγίσιµη  στο  R  και  η  οποία  

ικανοποιεί  τις  σχέσεις :  (   και  επί-σης  . )fx f x f x f x x R( ) ( ) ( ) ( ),− ′ = ′ ⋅ ′′ ∈2
2 f f( ) ( )0 0= ′ = 0
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i) Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  σταθερά , c   τέτοια  ώστε  να  είναι :               
 . 

∈R
( ) ( ) Rx,ec)x(f)x(f x22 ∈⋅=′+

ii) Να  αποδείξετε  οτι  η  συνάρτηση  f  είναι  σταθερή  συνάρτηση . 
 
35. Να  προσδιοριστεί  η  συνάρτηση  g  γιά  την  οποία  ισχύουν :                           







−∈⋅=⋅+⋅′

2
π,

2
πx,xσυν)x(gxηµ)x(gxσυν)x(g  και  g(0)=1992 . 

 
36. Έστω  συνάρτηση  f  δύο  φορές  παραγωγίσιµη  στο  R  µε , χ R ′′ + =f x fx( ) ( ) 0 ∈

i) Αν  ,  να  αποδειχθεί  οτι  η  συνάρτηση  g   η  οποία  έχει  τύπο : 
  είναι  σταθερή  συνάρτηση  στο  R  και  στη  συνέχεια  ότι  και  

η  f  είναι  σταθερή  συνάρτηση  στο  R . 

f f( ) ( )0 0= ′ =

( ) (fx f x( ) ( )= + ′

0

1

2

)g x x R( ) , ∈2 2

ii) Αν  f(0)=α,  f   να  δειχθεί  οτι :    . β)0( =′ xηµβxσυνα)x(f ⋅+⋅=
 
37. Έστω  συνάρτηση  f : R→   η  οποία  ικανοποιεί  τις  συνθήκες :  και 

   γιά  κάθε  α,β  .  Να  αποδείξετε  οτι  η  f  είναι  
παραγωγίσιµη  στο  R  και  έπειτα  να  βρείτε  τον  τύπο  της  f . 

R

eβ2 ⋅
′ =f( )0

1ηµβα)β(f)α(f)βα(f α −⋅−++=+ ∈R

 
38. Εστω  συνάρτηση  ορισµένη  στο  R  και  γιά  κάθε  α,β  ισχύει :  f(α+β)=f(α)+f(β) .  Να  

αποδειχθεί  οτι : 
∈R

i) f(0)=0 
ii) f(-x)= - f(x) 
iii) f(νx)=νf(x) 
iv) Αν  η  f  είναι  παραγωγίσιµη  στο  xo=0  µε   ,  τότε  η  f  είναι  παραγωγίσιµη  στο  R  

και  έπειτα  να  βρείτε  τον  τύπο  της  f .   
′ =f( )0

 
39. Έστω  συνάρτηση  f  ορισµένη  στο  διάστηµα  (0, +∞ )  και την  οποία  ισχύει :  

f(αβ)=αf(β)+βf(α)  για  κάθε  α,β∈(0, +∞ ) .  Να  δειχθεί  οτι : 
i)  f()1 0=
ii) Αν  η  f  είναι  παραγωγίσιµη  στο  xo=1  µε    τότε να  δειχθεί  οτι  η  f  είναι  

παραγωγίσιµη  στο  (0, +∞ )  και  γιά  κάθε  χ>0  ισχύει :     και  έπειτα  
να  προσδιοριστεί  η  συνάρτηση  f . 

′ =f()1 1996

x f x fx x⋅ ′ − = ⋅( ) ( ) 1996

 
40. Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση  f  µε  f(x)=x - συνχ ,  έχει  µοναδική  ρίζα  στο  διάστηµα  









4
π,

6
π   την  χ0  και  κατόπιν  να  δείξετε  ότι  υπάρχει  ένας  αριθµός   ξ 








4
π,x 0∈ ,  τέτοιος  ώστε  

να  είναι :   ( )ξfx
4
π

4
πf 0 ′






 −=






  . 

 
41. Να  βρείτε  τη  συνάρτηση  f  που  είναι  δύο  φορές  παραγωγίσιµη  στο  R   γιά  την  οποία  

ισχύουν :

+
*

′′ = ′ =f x x f( ) , ()2 1
2

3
  και  f(4)=8 . 

 

42. Αν  0<β
2
πα <≤   να  δείξετε  οτι :

ασυν
βαεφβεφα

βσυν
βα

22

−
≤−≤

−  . 

 
 
 


