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Μαθηματικά    Τάξη: Γ΄ 
   Δράμα 07 Απριλίου 2019 

Θέμα Α          
Α1. 

 

Ζςτω f ςυνάρτθςθ οριςμζνθ ςτο διάςτθμα Δ με ςυνεχι παράγωγο ςτο Δ και δυο 
φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο εςωτερικό του Δ. Αν α,β με α<β ςτοιχεία του Δ και Α  
ο αρικμόσ που ορίηεται από τθ ςχζςθ f(β)=f(α)+f΄(α)(β-α)+Α(β-α)2, να αποδείξετε 

ότι υπάρχει ξ(α,β) τζτοιο ώςτε Α = 
 
2

f 
. 

 

Α2. Ζςτω f , οριςμζνθ και δφο φορζσ παραγωγίςιμθ  ςτο *0,1+ με 
f(0) = f(1) = 0  και   1 xf  για κάκε χ[0,1]. 

Δείξτε ότι ιςχφει  
8

1
xf  για κάκε χ[0,1]. 

 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΗ  ΛΥΣΗ 
Α1. Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ h(x)=f(x)+f΄(x)(β-x)+ A(β-x)2, x∈*α,β+.  

Η h είναι  ςυνεχισ  ςτο *α,β+ και παραγωγίςιμθ ςτο (α,β). Επίςθσ  
h(α)= f(α)+f΄(α)(β-α)+Α(β-α)2=f(β) και h(β)=f(β). Επομζνωσ ςφμφωνα με το  
κ.Rolle κα υπάρχει ζνασ τουλάχιςτον   ,  τζτοιοσ ώςτε h΄(ξ)=0. 

Όμωσ h΄(x)=f΄(χ)+f΄΄(x)(β-x)-f΄(x)-2A(β-x)= f΄΄(x)(β-x)-2A(β-x). 

 Ζτςι από τθν h΄(ξ)=0  και επειδι ξ<β προκφπτει ότι Α = 
 
2

f 
 

Α2. Για α=0 και β=x από το (Α1) ερώτθμα ζχουμε για Δ=*0,1+:  f(x)=f(0)+f΄(0)x+
 
2

f 
x2 

με ξ∈(0,x).  (1)  Αφοφ f(0)=0=f(1) κα ζχουμε f΄(0)+ 
 
2

f 
=0  και ςυνεπώσ ,f(x)= -

 
2

f 
 x+

 
2

f 
 x2  ι  f(x)= 

 
2

f 
 (-x+ x2)  οπότε  |f(x)|= 

 
2

f 
|x-x2|≤

2

1
x(1-x).  (2) 

Αν g(x)= 
 

 
x(1-x) τότε g΄(x)= 

 

 
(1-2x). Η παράγωγοσ g΄(x) μθδενίηεται για x= 

 
  και είναι 

g΄(x)>0 για 0<x< 

 
 και g΄(x)<0 για  

 
<x<1. Ζτςι θ g παρουςιάηει μζγιςτο ςτθ κζςθ x= 

 
  

και είναι g(x)≤g( 

 
)= 

 
  για κάκε x∈*0,1+.  Άρα από τθν (2) |f(x)| 

 

 
  για κάκε x∈[0,1]. 

Θέμα Β 
Ζςτω θ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ   με  για κάκε  για τθν 

οποία ιςχφει     1ln  xff . 
 

Β1. Να δειχκεί ότι θ f(x) είναι 1-1. 
 

Β2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει α>0 ώςτε   aaxaxf ln1  για κάκε . 

Β3. 
Να υπολογιςτεί το       


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Β4. Να βρείτε πόςεσ ςυναρτιςεισ f υπάρχουν, αν  
2

3
1 f . 

 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΗ  ΛΥΣΗ 
Β1)   Αφοφ )'( 0f x  ςτο R  άρα είναι αφξουςα οπότε είναι 1-1. 

Β2)   Αφοφ f είναι 1-1 άρα ζχουμε,  

    ( )     ( )    ( )      ( )   ( )      ( )    (1)  

θ οποία ζχει αντίςτροφθ τθν    ( )  
   

    ( )
.  Για χ=1 ζχουμε ότι    ( )  

   

    ( )
        ( )    ( ) και αν κζςουμε       ( ) κα είναι    ( )  

    οπότε θ ςχζςθ (1) γίνεται  ( )            
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Άρα     
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Β4)   Αν  ( )  
 

 
  τότε   ( )                  

 

 
   

Θζτω  ( )         
 

 
 με ΠΟ=(0,   ) και παραγωγίςιμθ ωσ πράξεισ 

παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων με   ( )               που ζχει κρίςιμο 
ςθμείο για x=1.Για x>1 ζχουμε   ( )    και για x<1 ζχουμε   ( )    οπότε ςτο 

χ=1 παρουςιάηει μζγιςτο. Ζχουμε ότι    
    

       
 

 
  

 

 
 γιατί 

   
    

        
    

   
 

 

    
    

 

 

 
 

  

    
    

    . Ακόμθ    
    

  

     
 

 
     γιατί    

    
          

    
 (     )    (  )  

   

Οπότε όταν x<1 τότε  
 

 
  ( )  

 

 
 άρα  ( )    ζχει μοναδικι ρίηα. 

Και για x>1 τότε f(x)∈  (   
 

 
) άρα και εδώ ζχουμε μια ακόμα ρίηα οπότε θ 

εξίςωςθ ζχει δυο ρίηεσ ακριβώσ άρα υπάρχουν μόνο 2 ςυναρτιςεισ. 
 


