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Θέμα Α  

 
Δίνονται οι ςυναρτιςεισ : 

 RRf :  παραγωγίςιμθ, με   RRf    για τθν οποία ιςχφει: 

    )(1)()(2019673)(1)(2 242 xfxfxfxxfxf   (1)  για κάκε Rx . 

 Rg  ]2,2[:  δφο φορζσ παραγωγίςιμθ, τζτοια ώςτε.  

             03)()(  xgxgf  για κάκε  2,2x και g(0) = 0. 

Α1. Να λυκεί θ εξίςωςθ  0)( xf . 

Α2. 
Να δείξετε ότι υπάρχει θ 1f  και ότι θ εξίςωςθ 
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β.    Δφο τουλάχιςτον ρίηεσ αντίκετεσ. 
Α3. 

Να υπολογιςτεί το όριο  





































x

x x
fx

1
1lim . 

Α4. Να δείξετε ότι θ g είναι άρτια και ότι υπάρχει ζνα τουλάχιςτον   1,0  τζτοιο 

ώςτε:   2g2)2(g . 
 

 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
Α1. Η εξίςωςθ (1)  γίνεται:         xfxfxfxxfxf 353 20196732)(2  

       201967333 35 xxfxfxf  
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Α2. Από τθ ςχζςθ       201967333 35  xxfxfxf   

με παραγώγιςθ  ζχουμε αντίςτοιχα, 

           673395 24 xfxfxfxfxf  
 

        673395 24 xfxfxf   
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Επομζνωσ θ f είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο R, άρα είναι 1-1, οπότε ορίηεται θ  
1f . 



 

α.     Ζχουμε ιςοδφναμα   
 












 
 3

1

1
ln1

x

ex
f

x

  

 

 
 


























 
 3

1

1
ln1 f

x

ex
ff

x
 

0
1

1
ln 



 

x

ex x

.
 

Ζςτω θ ςυνάρτθςθ  
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       h     03ln2 2  e    γιατί   22 313 ee   ιςχφει. 

Οπότε    02
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β.    Αν χ0 είναι θ ρίηα του προθγοφμενου ερωτιματοσ κα ιςχφει  h(x0) = 0.  

Αρκεί να ιςχφει  h(-x0) = 0. Ζχουμε ιςοδφναμα. 

h(-x0) = 0   
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  00  xh  που ιςχφει. 

Α3. 
Για το όριο 
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Α4. 

Ιςχφει   03)()(  xgxgf    33)()( fxgxgf   

    33
11:




xgxg
f

    0 xgxg    xgxg   

     xgxg     cxgxg   και για χ = 0 προκφπτει c = 0. 

Άρα     xgxg   και Dg=[-2,2]. Άρα g είναι άρτια. 
 
 
 
 
 



 

 
1οσ τρόποσ. 

Για τθ ςυνάρτθςθ       xgxgx  22  ζχουμε: 

   είναι ςυνεχισ ςτο *0,1+ 

   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0,1) και μάλιςτα      222 gxgxk   

     010    
Άρα ςφμφωνα με το κεώρθμα Rolle υπάρχει  1,0  τζτοιο ώςτε 

  0    2g2)2(g . 
2οσ τρόποσ. 
Για τθ ςυνάρτθςθ g΄ ζχουμε 

 g΄ ςυνεχισ ςτο *0,2+ 

 g΄ είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0,2) αφοφ θ g είναι δφο φορζσ παραγωγίςιμθ 

άρα από Θ.Μ.Τ  υπάρχει  2,00 x  ζτςι ώςτε  
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Θέμα Β  

 
 
 
B1. 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   0,
2 2

2
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Να αποδείξετε ότι το ςφνολο τιμών Β τθσ g είναι ίδιο για κάκε 0c . 

 

B2. Για τθν ςυνάρτθςθ RRf :   ιςχφουν οι ιδιότθτεσ:  

 Η ςυνάρτθςθ     xxf 2  για κάκε Rx και  

   xxf 2  είναι ακζραιοσ για κάκε Rx . Να αποδείξετε ότι: 
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ii)    xxff 4  για κάκε Rx . 
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iv) Η  f δεν είναι ςυνεχισ ςτο R. 
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B2. 

Με gmin= g(0) = 0, και τo 
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το ςφνολο τιμών από τον παραπάνω πίνακα είναι Β=*0,
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i)  Αφοφ  (x) 2xf B   και      xfxff 2 Β  για κάκε Rx ,  ζχουμε: 
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ii) άρα από τθν ςχζςθ (1)  ζχουμε ότι ( (x)) 4 x 0f f   άρα 

 ( (x)) 4xf f   για κάκε Rx . 
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όμωσ 2 (x) 4xf   είναι ακζραιοσ για κάκε Rx  άρα για 1
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Ζςτω ότι θ f(x) είναι ςυνεχισ ςτο R. Αφοφ 0)
4

1
()

16

1
( ff από κεώρθμα Bolzano 

υπάρχει xo 









4

1
,

16

1
   ώςτε f(xo)=0. Αφοφ (x) 2xf  είναι ακζραιοσ για κάκε Rx  
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2xo Z









8

1
,

2

1
   . 

Άρα θ f δεν είναι ςυνεχισ ςτο R. 
 


