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Πρόλογοσ 

΢το άρκρο αυτό κα δοφμε πωσ διαμορφϊνονται κάποιεσ ζννοιεσ όπωσ το εςωτερικό 

γινόμενο διανυςμάτων, οι ςυνκικεσ κακετότθτασ και παραλλθλίασ διανυςμάτων 

και ευκειϊν, ο ςυντελεςτισ διευκφνςεωσ διανφςματοσ και ευκείασ, όταν οι ςχετικζσ 

ζννοιεσ είναι εκφραςμζνεσ όχι ωσ προσ ζνα ορκοκανονικό, αλλά ωσ προσ ζνα 

πλαγιογϊνιο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων. Ειδικότερα κα μελετθκοφν δυο διαφορετικά 

αλλά ςτενά ςυνδεδεμζνα ςυςτιματα ςυντεταγμζνων, οι ανταλλοίωτεσ και οι 

ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ ωσ προσ ζνα πλαγιογϊνιο ςφςτθμα. 

Ωσ μια απλι εφαρμογι των ιδεϊν που κα αναπτυχκοφν ςτο άρκρο, κα δοκεί και μια 

ερμθνεία του επονομαηόμενου πλζον κεωριματοσ του Κοφτρα. 

 

 

Γιώργοσ Καςαπίδησ 

Δράμα 1/1/2019 
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Συντεταγμζνεσ ωσ προσ ζνα πλαγιογώνιο ςφςτημα ςυντεταγμζνων 

΢το επίπεδο κεωροφμε ζνα (πλαγιογϊνιο) ςφςτθμα ςυντεταγμζνων xOy. 

 

΢χιμα 1 

Αν Γ είναι ζνα ςθμείο του επιπζδου, τότε θ κζςθ του ωσ προσ το ςφςτθμα xOy 

μπορεί να κακοριςτεί με πολλοφσ τρόπουσ. ΢υνικωσ όμωσ κάνουμε χριςθ δυο 

ςυγκεκριμζνων τρόπων, οι οποίοι και καταλιγουν ςτον οριςμό δυο διαφορετικϊν 

ςυςτθμάτων ςυντεταγμζνων τα οποία ςχετίηονται ςτενά. 

Α.  Ανταλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ  

Ζςτω  ⃗  το διάνυςμα με αρχι το ςθμείο Ο (αρχι ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων) και 

πζρασ το ςθμείο Γ. Ζςτω επίςθσ  ⃗    ⃗   τα μοναδιαία διανφςματα των αξόνων. Από 

το ςθμείο Γ φζρνουμε παράλληλεσ προσ τουσ άξονεσ ςυντεταγμζνων. 

 

΢χιμα 2 
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Αν θ παράλλθλθ προσ τον άξονα y, τζμνει τον άξονα x, ςτο ςθμείο με τετμθμζνθ x1, 

ενϊ θ παράλλθλθ προσ τον άξονα x τζμνει τον y-άξονα ςτο ςθμείο με ζνδειξθ y1, 

τότε το ηεφγοσ των πραγματικϊν αρικμϊν (x1,y1) λζμε ότι είναι οι ανταλλοίωτεσ 

ςυντεταγμζνεσ του διανφςματοσ  ⃗⃗ . Ιςχφει θ ςχζςθ  ⃗⃗     ⃗      ⃗  . (1) ΢τθν 

περίπτωςθ αυτι λζμε επίςθσ ότι το ςθμείο Γ ζχει ανταλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ 

(x1,y1) και γράφουμε Γ(x1,y1). 

Β. Συναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ  

Από το ςθμείο Γ φζρνουμε κάθετεσ πάνω ςτουσ άξονεσ του ςυςτιματοσ 

ςυντεταγμζνων. 

 

΢χιμα 3 

Αν θ κάκετθ από το Γ προσ τον χ-άξονα τον τζμνει ςτο ςθμείο με τετμθμζνθ x’1, ενϊ 

θ κάκετθ προσ τον y-άξονα τον τζμνει ςτο ςθμείο με τετμθμζνθ  y’1 , τότε λζμε ότι το 

ηεφγοσ πραγματικϊν αρικμϊν (x’1,y’1) είναι οι ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ του 

διανφςματοσ  ⃗⃗  κακϊσ και του ςθμείου Γ. ΢υνικωσ το γεγονόσ αυτό το ςθμειϊνουμε 

και πάλι ωσ Γ(x’1,y’1). Ζνα εφλογο ερϊτθμα ςτθν περίπτωςθ αυτι είναι αν υφίςταται 

κάποια ςχζςθ ςαν τθν (1). Προφανϊσ ςτθν περίπτωςθ αυτι  ⃗⃗      ⃗       ⃗  . Πωσ 

ςυνδζονται λοιπόν οι ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ του  ⃗⃗  με το ίδιο το διάνυςμα; 

Η δυϊκή βάςη τησ {  ⃗    ⃗  } 

Αναφορικά με τθν βάςθ {  ⃗    ⃗  } του ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων, ορίηουμε ζνα νζο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων x’Oy’ του οποίου οι άξονεσ είναι κάκετοι πάνω ςτουσ 

άξονεσ του xOy και τα μοναδιαία διανφςματα των αξόνων {  ⃗      ⃗⃗  ⃗
 } ορίηονται μζςω 

των ςχζςεων      ⃗⃗     
  όπου   

  είναι το δ του Kronecker, και ιςοφται με 0 όταν i j 

ενϊ   
 =1 όταν i=j. Σο ςφςτθμα των διανυςμάτων {  ⃗      ⃗⃗  ⃗

 } λζμε ότι αποτελεί τθν 

δυϊκι βάςθ τθσ {  ⃗    ⃗  }. 
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΢χιμα 4 

Ζτςι ςτο ςχιμα 4 ζχουμε       ⃗⃗  ,       ⃗⃗  ,      ⃗⃗    ,      ⃗⃗    . Λόγω των δυο 

τελευταίων ςχζςεων, γενικά τα μοναδιαία διανφςματα των αξόνων των δυο 

ςυςτθμάτων δεν ζχουν γενικά το ίδιο μικοσ. (Ιςχφει ότι |  ⃗⃗⃗  
 |  

 

  ⃗      
 και 

|  ⃗⃗⃗  
 |  

 

  ⃗      
). Μετρϊντασ όμωσ με βάςθ τα οριςκζντα διανφςματα  ⃗      ⃗⃗  ⃗

  του 

δυϊκοφ ςυςτιματοσ, οι ανταλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ του διανφςματοσ  ⃗  ωσ προσ 

τθν δυϊκι βάςθ είναι το ηεφγοσ (x1’,y1’)  των ςυναλλοίωτων ςυντεταγμζνων ωσ προσ 

τθ βάςθ {  ⃗    ⃗  }. Βεβαίωσ κα ιςχφει θ ςχζςθ  ⃗⃗       ⃗⃗⃗  
       ⃗⃗⃗  

   (2). 

Παρατήρηςη 1: Θ ορολογία ανταλλοίωτεσ ι ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ ενόσ 

διανφςματοσ ζχει να κάνει με τον τρόπο όπου οι ςυντεταγμζνεσ αυτζσ 

μεταςχθματίηονται όταν τισ εκφράηουμε ωσ προσ ζνα άλλο κατάλλθλο ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων, και δεν κα μασ απαςχολιςει ςτο ςυγκεκριμζνο άρκρο. Οι 

ενδιαφερόμενοι μποροφν να ςυμβουλευτοφν οποιοδιποτε βιβλίο τανυςτικοφ 

λογιςμοφ για να μελετιςουν τισ λεπτομζρειεσ.  ΢το άρκρο αυτό επίςθσ δεν κα 

κάνουμε χριςθ του κλαςικοφ τρόπου ςυμβολιςμοφ ανταλλοίωτων και 

ςυναλλοίωτων ςυντεταγμζνων. 

Παρατήρηςη 2:  Είναι φανερό ότι όταν το ςφςτθμα των αξόνων, είναι ορκογϊνιο 

(ω=900), τότε οι ανταλλοίωτεσ και οι ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου Γ 

ταυτίηονται. 
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Η ςχζςη μεταξφ ανταλλοίωτων και ςυναλλοίωτων ςυντεταγμζνων 

Θεωροφμε ζνα πλαγιογϊνιο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων ςτο επίπεδο και ασ είναι ω θ 

γωνία που ςχθματίηουν οι άξονεσ του ςυςτιματοσ. (00<ω<1800). 

 

΢χιμα 5 

Είναι πολφ εφκολο να δοφμε ότι x’1-x1=y1ςυνω και y’1-y1=x1ςυνω, οπότε κα ζχουμε 

τελικά x’1=x1+ y1ςυνω  και  y’1 = x1ςυνω+y1  (3) 

Μποροφμε επίςθσ να βροφμε τθν παραπάνω ςχζςθ μζςω των ςχζςεων (1), (2) και 

του γεγονότοσ ότι  

 

Εςωτερικό γινόμενο διανυςμάτων 

΢τον διανυςματικό χϊρο Δ των διανυςμάτων του επιπζδου δοκζντων δυο 

διανυςμάτων  ⃗⃗  και  ⃗  είναι γνωςτό ότι ορίηεται μεταξφ τουσ μια πράξθ που τθν 

αποκαλοφμε εςωτερικό γινόμενο  ⃗⃗ ∙ ⃗  μέσω της σχέσης  ⃗⃗ ∙ ⃗    ⃗⃗  | ⃗ |σ  θ  όπο  θ η 

γω ί  τω  δι   σμάτω   ⃗⃗  και  ⃗ . Θ πράξθ αυτι ωσ γνωςτόν ικανοποιεί τισ 

παρακάτω ιδιότθτεσ: 

1.   ⃗⃗ ∙ ⃗ = ⃗ ∙ ⃗⃗  

2.  (  ⃗⃗ ) ∙  ⃗   ⃗⃗ ∙ (  ⃗ )   ( ⃗⃗ ∙  ⃗ ), για λ∈ℝ 

3.   ⃗⃗ ∙ ( ⃗  γ⃗ )   ⃗⃗ ∙  ⃗   ⃗⃗ ∙ γ⃗  

4.   ⃗⃗ ∙  ⃗⃗    ⃗⃗     , όπου θ ιςότθτα ιςχφει ακριβϊσ όταν  ⃗⃗   ⃗ . 

5.  Για τα μοναδιαία διανφςματα των αξόνων  ⃗ ,     ιςχφει  ⃗    ,      ,  ⃗     σ  ω. 
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Είναι γνωςτό ότι αν τα διανφςματα  ⃗⃗   ⃗  ζχουν ςυντεταγμζνεσ  ⃗⃗ =(x1,y1),  ⃗ =(x2,y2) ωσ 

προσ ζνα ορκοκανονικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, τότε το εςωτερικό τουσ γινόμενο 

δίνεται από τθν ςχζςθ  ⃗⃗ ∙ ⃗ =x1x2+y1y2. Σι ςυμβαίνει όμωσ όταν το ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων δεν είναι ορκοκανονικό; Ζςτω λοιπόν ότι ωσ προσ το πλαγιογϊνιο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων xOy του οποίου οι άξονεσ ςχθματίηουν γωνία ω, τα 

διανφςματα  ⃗⃗   ⃗  δίνονται μζςω των ανταλλοίωτων ςυντεταγμζνων τουσ από τισ  

ςχζςεισ   =x1  +y1   και  ⃗ =x2 ⃗ +y2  . Σότε  ⃗⃗ ∙ ⃗ =( x1  +y1  )∙( x2  +y2  ). Με χριςθ των 

ιδιοτιτων 1-4 βρίςκουμε:  

 ⃗⃗ ∙ ⃗⃗ =x1x2  ⃗  +(x1y2+y1x2)  ⃗    +y1y2    =x1x2+y1y2+(x1y2+y1x2)ςυνω  (4)  

Ζχουμε δει ότι  ⃗⃗ ∙ ⃗ =x1x2+y1y2+(x1y2+y1x2)ςυνω. Απ’ τθν άλλθ κάνοντασ χριςθ των 

ςχζςεων (3) παρατθροφμε ότι θ παράςταςθ x1x’2+y1y’2= x1x2+y1y2+(x1y2+y1x2)ςυνω. 

Άρα αν κάνουμε χριςθ ταυτόχρονα ανταλλοίωτων και ςυναλλοίωτων 

ςυντεταγμζνων ο τφποσ του εςωτερικοφ γινομζνου παίρνει τθ ευκολομνθμόνευτθ 

«κλαςικι» μορφι: 

  ⃗⃗ ∙ ⃗⃗ = x1x’2+y1y’2=x’1x2+y’1y2.  (5) 
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Σνντελεςτήσ διευθφνςεωσ διανφςματοσ ωσ προσ ζνα πλαγιογώνιο ςφςτημα. 

Είναι φανερό ότι θ διεφκυνςθ ενόσ διανφςματοσ  ⃗⃗ , μπορεί να κακοριςτεί πλιρωσ 

από τθ γωνία κ που ςχθματίηει το διάνυςμα με τον άξονα των χ-ςυντεταγμζνων. 

 

΢χιμα 6 

Σο ερϊτθμα που προκφπτει είναι πωσ ςχετίηεται θ γωνία κ με τισ ςυντεταγμζνεσ του 

διανφςματοσ. Είναι γνωςτό ότι αν θ γωνία ω είναι ορκι και το ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων ορκοκανονικό, τότε με τθν προχπόκεςθ ότι το διάνυςμα δεν είναι 

παράλλθλο ςτον y-άξονα και οι ςυντεταγμζνεσ του είναι (x1,y1), τότε 
  

  
 ε θ. Σι 

γίνεται όμωσ όταν θ γωνία ω των αξόνων δεν είναι ορκι; Αν υποκζςουμε ότι το 

διάνυςμα  ⃗⃗  ζχει ανταλλοίωτεσ ςυνιςτϊςεσ (x1,y1). 

 

΢χιμα 7 

Από τον νόμο των θμιτόνων ςτο τρίγωνο ΟΑΚ προκφπτει  
  

  
 

   

  (   )
.  
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Ο ίδιοσ τφποσ ιςχφει ακόμθ κι αν θ γωνία κ είναι αμβλεία. 

 

΢χιμα 8 

Είναι φανερό ότι ο παραπάνω τφποσ ιςχφει με τθν προχπόκεςθ ότι το διάνυςμα  ⃗⃗  

δεν είναι παράλλθλο ςτον άξονα y, δθλ. κ ω π ω. Σον λόγο 
  

  
 

   

  (   )
  (6) κα 

τον ςυμβολίηουμε με λ(κ) ι   ⃗⃗ , και κα τον ονομάηουμε ανταλλοίωτη κλίςη ι 

ανταλλοίωτο ςυντελεςτή διεφθυνςησ του διανφςματοσ. 

Θ ςυνάρτθςθ λ είναι μια π-περιοδικι ςυνάρτθςθ που θ γραφικι τθσ παράςταςθ 

μοιάηει πολφ με αυτιν τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ εφχ. 

 

΢χιμα 9 

Επειδι μασ ενδιαφζρουν τιμζσ τθσ γωνίασ κ για τισ οποίεσ 0≤κ<2π, θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ λ κα ζχει τθ μορφι: 
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΢χιμα 10 

Ιςχφει λ(κ1)=λ(κ2) ⟺ κ1=κ2 ι κ2=π+κ1 πράγμα που ςθμαίνει ότι τα αντίςτοιχα 

διανφςματα κα είναι παράλλθλα. Δθλαδι ζχουμε τθν ςυνκικθ παραλλθλίασ 

διανυςμάτων:  ⃗⃗  //  ⃗⃗  ⟺   ⃗⃗    ⃗⃗ . (7) (Με τθν προχπόκεςθ ότι ορίηονται οι 

αντίςτοιχοι ανταλλοίωτοι ςυντελεςτζσ διεφκυνςθσ). 

Αν τϊρα κεωριςουμε ότι το διάνυςμα  ⃗⃗  παριςτάνεται μζςω των ςυναλλοίωτων 

ςυνιςτωςϊν του (x’1,y’1), τότε ο λόγοσ 
   

   
=
   (   )

    
  (8) καλείται ςυναλλοίωτη κλίςη 

του  ⃗⃗  και ςυμβολίηεται με κ(κ) ι   ⃗⃗ . Θ ςυνάρτθςθ κ είναι μια επίςθσ π- περιοδικι 

ςυνάρτθςθ με γραφικι παράςταςθ όπωσ φαίνεται παρακάτω: 

 

΢χιμα 11 
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Ειδικά για 0≤κ<2π, θ γραφικι παράςταςθ τθσ κ κα ζχει τθ μορφι: 

 

΢χιμα 12 

Ιςχφει κ(κ1)=κ(κ2) ⟺ κ1=κ2 ι κ2=π+κ1 πράγμα που ςθμαίνει ότι τα αντίςτοιχα 

διανφςματα κα είναι παράλλθλα. Δθλαδι ζχουμε τθν ςυνκικθ παραλλθλίασ 

διανυςμάτων:  ⃗⃗  //  ⃗⃗  ⟺   ⃗⃗    ⃗⃗ . (9) (Με τθν προχπόκεςθ ότι ορίηονται οι 

αντίςτοιχοι ςυναλλοίωτοι ςυντελεςτζσ διεφκυνςθσ). 

΢τθν παρακάτω εικόνα βλζπουμε ταυτόχρονα τισ γραφικζσ παραςτάςεισ των 

ςυναρτιςεων λ, κ, και εφ για τθν τιμι ω=2,8. 

 

΢χιμα 13 

Λαμβάνοντασ υπόψθ τισ ςχζςεισ που ςυνδζουν τισ ανταλλοίωτεσ με τισ 

ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ, βρίςκουμε τθ ςχζςθ που ζχουν μεταξφ τουσ θ 

ςυναλλοίωτθ με τθν ανταλλοίωτθ κλίςθ ενόσ διανφςματοσ. 

΢υγκεκριμζνα:    
      

       
.  (10) 
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Συνθήκεσ παραλληλίασ και καθετότητασ διανυςμάτων 

Α. Συνθήκη παραλληλίασ 

Όπωσ είδαμε όταν ορίηονται οι ςυντελεςτζσ διεφκυνςθσ, ζχουμε   ⃗⃗  //  ⃗⃗  ⟺   ⃗⃗    ⃗⃗  

⟺ 
  

  
 

  

  
 ⟺ x1y2=x2y1 ⟺ x1y2-x2y1=0 ⟺ det( ⃗⃗   ⃗⃗ )   . Θ τελευταία ςυνκικθ είναι 

εφκολο να δοφμε ότι ιςχφει ςε κάκε περίπτωςθ ακόμθ κι αν δεν ορίηονται οι 

ςυντελεςτζσ διεφκυνςθσ. Ώςτε γενικά   ⃗⃗  //  ⃗⃗  ⟺ det( ⃗⃗   ⃗⃗ )   .  (11) 

Αν D ςυμβολίηει τθν ορίηουςα των διανυςμάτων  ⃗⃗   ⃗  ςυναρτιςει των ανταλλοίωτων 

ςυντεταγμζνων τουσ και Dϋ θ ορίηουςα των διανυςμάτων  ⃗⃗   ⃗  ςυναρτιςει των 

ςυναλλοίωτων ςυντεταγμζνων τουσ, τότε D΄=(1-ςυνω)D. Ζτςι D=0 ⟺ Dϋ=0.  

Άρα  ⃗⃗  //  ⃗⃗  ⟺   ⃗⃗    ⃗⃗   ⟺   ⃗⃗    ⃗⃗  και γενικά   ⃗⃗  //  ⃗⃗  ⟺ D=0 ⟺ D΄=0.  (12) 

 

Β. Συνθήκη καθετότητασ 

Είναι γνωςτό ότι τα διανφςματα  ⃗⃗   ⃗  είναι κάκετα αν και μόνο αν το εςωτερικό τουσ 

γινόμενο ιςοφται με μθδζν. Δθλαδι  ⃗⃗    ⃗⃗  ⟺  ⃗⃗ ∙  ⃗⃗   . (13) Ζτςι κάνοντασ χριςθ 

των τφπων που βρικαμε παραπάνω για το εςωτερικό γινόμενο ζχουμε:  

 ⃗⃗   ⃗⃗  ⇔ x1x2+y1y2+(x1y2+y1x2)ςυνω=0 (14) όπου (x1,y1), (x2,y2) οι ανταλλοίωτεσ 

ςυνιςτϊςεσ των διανυςμάτων. 

Επίςθσ  ⃗⃗   ⃗⃗  ⇔ x1x’2+y1y’2=x’1x2+y’1y2=0  (15) με ταυτόχρονθ χριςθ ςυναλλοίωτων 

και ανταλλοίωτων ςυντεταγμζνων. 

Αν τα διανφςματα δεν είναι παράλλθλα προσ τον ψ-άξονα, οι τελευταίεσ ιςότθτεσ 

δίνουν τισ ςυνκικεσ:   ⃗⃗   ⃗⃗  ⇔   ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗    .  (16) 

Με όρουσ μόνο ανταλλοίωτων ςυντελεςτϊν διευκφνςεωσ ζχουμε: 

   ⃗⃗   ⃗⃗  ⇔     ⃗⃗   ⃗⃗  (  ⃗⃗    ⃗⃗ )       .  (17) 
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Εξίςωςη ευθείασ ωσ προσ πλαγιογώνιο ςφςτημα αναφοράσ 

Εξίςωςη ευθείασ που περνάει από δοθζν ςημείο Ι και είναι παράλληλη ςτο 

διάνυςμα  ⃗⃗ . 

Ζςτω Ι(x0,y0) και λ ο ανταλλοίωτοσ ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ του δ⃗  το οποίο είναι 

παράλλθλο ςτθν (ε). Σο τυχαίο ςθμείο Ρ(x,y) ανικει ςτθν ευκεία (ε) αν και μόνο αν 

ιςχφει   ⃗⃗  ⃗//δ⃗ . 

 

΢χιμα 14 

Θα είναι    ⃗⃗⃗⃗   
 ⃗⃗ 
 ⟺ 

    

    
   ⟺ y-y0=λ(x-x0). (18) 

Αν κάνουμε χρήςη ςυναλλοίωτων ςυντεταγμζνων και αν P(x’,y’), I(x’0,y’0) είναι οι 

ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων Ρ και Ι αντίςτοιχα και κ ο ςυναλλοίωτοσ 

ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ του διανφςματοσ  δ⃗ , τότε εφκολα διαπιςτϊνουμε κάνοντασ 

χριςθ των ςχζςεων που ςυνδζουν τα δυο είδθ ςυντεταγμζνων, ότι θ εξίςωςθ τθσ 

ευκείασ παίρνει τθ μορφι y’-y’0=κ(x’-x’0). (19) Είναι προφανισ θ πλιρθσ αναλογία 

μεταξφ των δυο τελευταίων εξιςϊςεων. 
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Μια τελική παρατήρηςη (Θεώρημα Κοφτρα) 

 

΢χιμα 15 

Ωσ «κεϊρθμα Κοφτρα» ςε κάποιεσ ιςτοςελίδεσ1 αναφζρεται θ πρόταςθ που 

αναφορικά με το ςχιμα 15 δθλϊνει ότι οι ευκείεσ ΜΝ και ΑΒ είναι κάκετεσ αν και 

μόνο αν ιςχφει 
  

  
 

  

  
. ΢φμφωνα με όςα ειπϊκθκαν παραπάνω για τισ 

ανταλλοίωτεσ και τισ ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ, είναι πολφ εφκολο να δοφμε ότι 

θ ςυνκικθ του κεωριματοσ δεν είναι τίποτα άλλο παρά μια ερμθνεία του τφπου 

(15) ι του τφπου (16) που εκφράηει τθν κακετότθτα διανυςμάτων ι ευκειϊν με 

ταυτόχρονθ  χριςθ ανταλλοίωτων και ςυναλλοίωτων ςυντεταγμζνων. Πράγματι αν 

ΟΑ=α, ΟΒ=β ,ΟΗ=η ,ΟΕ=ε, ΟD=d ,OC=c, τότε οι ςυναλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ του 

διανφςματοσ   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   είναι (η-ε,d-c), ενϊ οι ανταλλοίωτεσ ςυντεταγμζνεσ του 

διανφςματοσ   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ είναι (-β,α). Ζτςι   ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ⟺   ⃗⃗⃗⃗  ⃗∙  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =0 ⟺ - (ζ-ε)  (d-c)=0 ⟺  

-O ∙ΕΖ Ο ∙CD=0 ⟺ 
  

  
 

  

  
. 

                                                             
1 https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=181451=8  
http://www.cut-the-knot.org/m/Geometry/StathisKoutras.shtml  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=181451=8
http://www.cut-the-knot.org/m/Geometry/StathisKoutras.shtml

