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Εύπεζη Πςθαγοπείυν ηπιάδυν με σπήζη ακεπαίυν ηος Gauss 
 

  ΢ηελ παξάγξαθν απηή ζα ιύζνπκε ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο ησλ Ππζαγνξείσλ 
ηξηάδσλ κε ρξήζε ησλ αθεξαίσλ ηνπ Gauss, δειαδή ησλ αξηζκώλ ηνπ ζπλόινπ 

 [ ]   [√  ]                 . ΢ε έλα άιιν άξζξν ζα δνύκε αλαιπηηθά ηηο 

ηδηόηεηεο απηνύ ηνπ αξηζκεηηθνύ δαθηπιίνπ. Εδώ ζα ζεσξήζνπκε γλσζηά θάπνηα 
βαζηθά απνηειέζκαηα γηα ην  [ ]. 
  Οη «αθέξαηνη» ηνπ  [ ] έρνπλ ηε κνξθή α+βi κε α,β    . Νόξκα ηνπ αξηζκνύ α+βi 

νλνκάδνπκε ηνλ αξηζκό Ν(α+βi)=α2+β2. Η λόξκα έρεη ηελ πνιιαπιαζηαζηηθή 
ηδηόηεηα: Ν(Ζ1Ζ2)=Ν(Ζ1)Ν(Ζ2) γηα θάζε Ζ1 ,Ζ2    [ ]. Είλαη θαλεξό όηη ε λόξκα ελόο 

ζηνηρείνπ ηνπ  [ ] είλαη πάληνηε έλαο ζπλεζηζκέλνο αθέξαηνο ηνπ  . 
  Σα αληηζηξέςηκα ζηνηρεία ηνπ δαθηπιίνπ  [ ] ηα νλνκάδνπκε θαη κνλάδεο ηνπ 

δαθηπιίνπ. Πνιύ εύθνια πξνθύπηεη όηη ην ζηνηρείν α+βi είλαη κνλάδα ηνπ  [ ] αλ θαη 
κόλν αλ Ν(α+βi)=1. Έηζη πξνθύπηεη όηη νη κνλάδεο ηνπ  [ ] είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ 

ζπλόινπ {-1,+1,i,-i}. Η δηαηξεηόηεηα ζην δαθηύιην Gauss νξίδεηαη όπσο θαη ζηνπο 

ζπλήζεηο αθεξαίνπο. Δειαδή z/w  w=z t γηα θάπνην t    [ ]   Αλ δπν αξηζκνί z, w 
ηνπ  [ ] αιιεινδηαηξνύληαη ηόηε ππάξρεη κνλάδα u ώζηε w=zu.  
Αλ z/w ηόηε ιόγσ ηεο πνιιαπιαζηαζηηθήο ηδηόηεηαο ηεο λόξκαο ζα είλαη N(z)/N(w). 
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  Έλαο αξηζκόο ξ    [ ] θαιείηαη πξώηνο, όηαλ ν ξ δελ είλαη κνλάδα θαη από ηελ 

αλάιπζε ξ=αβ κε α,β    [ ], πξνθύπηεη όηη είηε ν α είηε ν β είλαη κνλάδα. Αλ γηα ηνλ 

πξώην αξηζκό ξ ηζρύεη ξ/zw ηόηε ξ/z ή ξ/w. 
  Ο δαθηύιηνο  [ ] είλαη δαθηύιηνο κε κνλνζήκαληε αλάιπζε. Απηό ζεκαίλεη όηη θάζε 

κε κεδεληθό ζηνηρείν πνπ δελ είλαη κνλάδα γξάθεηαη σο γηλόκελν πξώησλ αξηζκώλ 
ηνπ δαθηπιίνπ, θαη απηή ε αλάιπζε ζε γηλόκελν πξώησλ είλαη κνλαδηθή κε ηελ εμήο 

έλλνηα. 
  Αλ α=α1α2 …αθ θαη α=β1β2 …βι είλαη δπν αλαιύζεηο ηνπ α ζε γηλόκελν πξώησλ 
αξηζκώλ ηόηε θ=ι θαη γηα θάζε j, ππάξρεη κνλάδα uj , έηζη ώζηε αj =uj βj.   
 
Το ππόβλημα: 

 
 
  Όπσο ήδε έρνπκε δεί κπνξνύκε λα ππνζέζνπκε όηη ρ άξηηνο, ς πεξηηηόο, σ πεξηηηόο. 
Έρνπκε ινηπόλ (ρ+ςi)(ρ-ςi)=σ2 (1). Θα δείμνπκε όηη νη ρ+ςi, ρ-ςi είλαη πξώηνη 

κεηαμύ ηνπο. Πξάγκαηη αλ ν πξώηνο ξ δηαηξεί ηνπο ρ+ςi, ρ-ςi ηόηε ξ/2ρ θαη ξ/2ςi. 
Από ηελ ζρέζε ξ/2ρ έρνπκε ξ/2 ή ξ/ρ. Αλ ξ/ρ ηόηε αθνύ επίζεο ξ/ρ+ςi ζα είρακε ξ/ςi 
θαη αθνύ i είλαη κνλάδα ζα έπξεπε ξ/ς άηνπν αθνύ ρ˄ς=1. Μέλεη ινηπόλ ε 

πεξίπησζε ξ/2. Σόηε Ν(ξ)/Ν(2) άξα Ν(ξ)/4 νπόηε Ν(ξ)=2 ή 4. (Δελ κπνξεί λα είλαη 
Ν(ξ)=1 γηαηί ν ξ είλαη πξώηνο). Σώξα όκσο αθνύ ξ/σ ζα είλαη Ν(ξ)/Ν(σ) δειαδή  
Ν(ξ)/σ2. Απηό ζεκαίλεη όηη ν σ ζα έπξεπε λα είλαη άξηηνο αξηζκόο, πξάγκα άηνπν. 
Έηζη δείμακε  όηη νη ρ+ςi, ρ-ςi είλαη πξώηνη κεηαμύ ηνπο. 
   Από ηελ (1) πξνθύπηεη πσο πξέπεη λα ππάξρνπλ αθέξαηνη α,β     έηζη ώζηε λα 

ηζρύεη ρ+ςi=u(α+βi)2, όπνπ u κνλάδα ηνπ  [ ].  
 Αλ u=1 βξίζθνπκε ρ=α2-β2, ς=2αβ αδύλαηε αθνύ ν ς ππνηέζεθε πεξηηηόο. 

  
 Αλ u=-1 ηόηε ρ+ςi=-1(α+βi)2=(β-αi)2. Άξα ρ=β2-α2, ς=-2αβ αδύλαηε. 

 
 Αλ u=i ηόηε ρ+ςi=i(α+βi)2=-2αβ+i(α2-β2), έηζη ρ=-2αβ, ς=α2-β2 (2). 

 
 Αλ u=-i ηόηε ρ+ςi=-i(α+βi)2 θη έηζη ρ=2αβ, ς=β2-α2 (3). 

   
Από ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο (2),(3) πξνθύπηεη πσο γεληθά ππάξρνπλ αθέξαηνη θ,ι     
έηζη ώζηε λα είλαη ρ=2θι, ς=θ2-ι2. Φπζηθά ηόηε σ=θ2+ι2. Πξνθαλώο πξέπεη θ˄ι=1 

θαη νη θ,ι αληζόηηκνη mod2, δειαδή ν έλαο άξηηνο θαη ν άιινο πεξηηηόο. 
  Καηαιήγνπκε επνκέλσο ζην εμήο ζπκπέξαζκα: 
 
Οι λύζειρ ηηρ εξίζυζηρ σ2+τ2=υ2 με σ,τ,υ>0 και σ˄τ=1 δίνονηαι από ηιρ ζσέζειρ 

σ=2κλ, τ=κ2-λ2, υ=κ2+λ2 όπος κ˄λ=1, κ>λ, κ,λ ανιζόηιμοι mod2. 
 
 

Να λυθεί η Διουαντική εξίσωση χ2 +ψ2 =ω2 με χ˄ψ=1 και χ,ψ,ω>0. 


