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  Είναι αδφνατον μια κυβική δφναμη να γραφεί ωσ άθροιςμα δυο κυβικών δυνάμεων 

ή μια τζταρτη δφναμη να γραφεί ωσ άθροιςμα δφο τζταρτων δυνάμεων και γενικά 

οποιαδήποτε δφναμη μεγαλφτερη του τετραγώνου είναι αδφνατον να γραφεί ωσ 

άθροιςμα ίδιων δυνάμεων. Έχω μια πραγματικά υπζροχη απόδειξη τησ πρόταςησ, 

που όμωσ δε χωρά ς’ ζνα τόςο ςτενό περιθώριο. 

 

Pierre de Fermat 1601-1665 

Το θεώρημα του Fermat για Ν=3 και Ν=4 
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  Όπσο είδακε ζε πξνεγνύκελν άξζξν, ην δύζθνιν ζεκείν γηα ηελ απόδεημε ηνπ 
ζεσξήκαηνο Fermat γηα ηνλ εθζέηε 3, ήηαλ ε απόδεημε ηνπ παξαθάησ ιήκκαηνο: 

 
   Γηα ηελ απόδεημε ηνπ ιήκκαηνο ζηα πιαίζηα ηεο Αιγεβξηθήο Θεσξίαο Αξηζκώλ, ζα 

δνπιέςνπκε ζην δαθηύιην       όπνπ δ3 είλαη ε θπβηθή ξίδα ηεο κνλάδαο δ3= 
   √  

 
 

=    
  

 
     

  

 
. 

Είλαη       = { α+βδ3 / α,β ∊   }. Πνιύ εύθνια θαίλεηαη όηη   √         . Ιζρύεη 

βέβαηα όηη δ3
3=1, δ3

2+δ3+1=0,   ̅    
 . Αλ w=α+βδ3 είλαη αξηζκόο ηνπ δαθηπιίνπ 

      νξίδνπκε σο λόξκα ηνπ αξηζκνύ ηνλ αξηζκό Ν(w)=  ̅=α2-αβ+β2. Πξνθαλώο 

Ν(w) ∊   θαη ηζρύεη ε πνιιαπιαζηαζηηθή ηδηόηεηα: Ν(zw)=N(z)N(w). 
  Σα αληηζηξέςηκα ζηνηρεία ηνπ δαθηπιίνπ       θαινύληαη θαη κνλάδεο. Έηζη αλ u 
είλαη κηα κνλάδα ζα πξέπεη λα ππάξρεη θάπνην άιιν ζηνηρείν ηνπ       ώζηε uu΄=1. 

Παίξλνληαο λόξκεο πξνθύπηεη Ν(u)N(u΄)=Ν(1)=1. Άξα ζα πξέπεη Ν(u)=1             

α2-αβ+β2=1   
 

 
   

   

 
  . Αθνύ ινηπόλ ζα πξέπεη 

   

 
≤1 ζα είλαη β=0 ή β=1 ή 

β=-1 θαη αληηζηνίρσο νη ηηκέο ηνπ α ζα είλαη α=±1, α=0 ή α=1, α=0 ή α=-1. Έηζη 

ηειηθά πξνθύπηεη όηη ην ζύλνιν ησλ κνλάδσλ ηνπ δαθηπιίνπ       είλαη ην ζύλνιν 
U={±1,±δ3,±δ3

2}. ΢ηα παξαθάησ γηα ηππνγξαθηθνύο ιόγνπο ζα ζπκβνιίδνπκε ηελ 

ηξίηε ξίδα ηεο κνλάδαο   , απιά σο δ. Έηζη ζα είλαη δ= 
   √  

 
, νπόηε √  =2δ+1. 

  Από ηε ζρέζε α2+3β2=ζ3  έρνπκε (α+β+2βδ)(α-β-2δβ)=ζ3 (1). Αλ ν πξώηνο αξηζκόο 
π δηαηξνύζε θαη ηνπο δπν παξάγνληεο ζην αξηζηεξό κέινο ηεο (1) ηόηε ζα είρακε π/2α 

θαη π/2β+4βδ    π/2β(1+2δ)   π/2β ή π/1+2δ. 
 Αλ π/2α θαη π/2β ηόηε αθνύ α˄β=1 ζα είλαη π/2, άξα Ν(π)/Ν(2)=4. Έηζη είηε 

Ν(π)=1 άηνπν αθνύ έλαο πξώηνο δελ κπνξεί λα είλαη κνλάδα, είηε Ν(π)=2, 
είηε Ν(π)=4. Όκσο δεδνκέλνπ όηη π/ζ3 ζα είρακε Ν(π)/Ν(ζ3)=ζ6 δειαδή ν 

αξηζκόο ζ6 άξα θαη ν ζ, ζα ήηαλ άξηηνο ην νπνίν είλαη άηνπν. 
 Αλ π/1+2δ ηόηε Ν(π)/Ν(1+2δ). Ν(1+2δ)=(1+2δ)(1+2 )̅=1+2(δ+  )̅+4δ =̅         

1-2+4=3. Έηζη ζα είρακε Ν(π)=3. Επεηδή Ν(π)/ζ3   3/ζ3   3/ζ. Άξα 3/α2   
3/α   9/α2 θαη αθνύ 9/ζ3 ζα είρακε ηειηθά 9/3β2 δειαδή 3/β, άηνπν. 
 

  Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη (α+β+2βδ)˄(α-β-2βδ)=1 νπόηε θαζέλαο από ηνπο 
παξάγνληεο ηνπ ζ3 ζηελ ηζόηεηα (1) ζα πξέπεη λα είλαη ηέιεηνο θύβνο. Έηζη ζα 

ππάξρεη κνλάδα u ∊ U έηζη ώζηε α+β+2βδ=u(ρ+ςδ)3 κε ρ,ς ∊  .  (2) 
Θα είλαη ινηπόλ α+β+2βδ=u{ρ3+ς3-3ρς2+(3ρ2ς-3ρς2)δ}  (3). 

 Αλ u=1, ηόηε α+β=ρ3+ς3-3ρς2  (4)  θαη 2β=3ρ2ς-3ρς2  (5).  Αθνύ α˄β=1 θαη 
α βmod2 ζα πξέπεη α+β πεξηηηόο θαη ρ˄ς=1. Λύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ  

 
 

Λήμμα 1 (Euler):  Αν για τοσς ακέραιοσς αριθμούς α,β με α˄β=1,α≠βmod2, 
ιστύει  α2+3β2=σ3  τότε σπάρτοσν ακέραιοι t,w με t˄w=1,t≠w mod2, ώστε:  
α=t(t2-9w2), β=3w(t2-w2), σ=t2+3w2. 

http://users.sch.gr/geokasap/site/images/nth/fermat34.pdf
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(4),(5) βξίζθνπκε          
        

 
,    

        

 
  (7). Οη αξηζκνί ρ,ς δελ 

κπνξεί λα είλαη θαη νη δπν άξηηνη αθνύ α˄β=1. 
 

  Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

 i) Οη ρ,ς είλαη πεξηηηνί. Θέηνπκε {
      
        (8). Είλαη πνιύ απιό λα 

δηαπηζηώζνπκε όηη ην ζύζηεκα (8) κε αγλώζηνπο t,w έρεη πάληα ιύζε ζηνπο 

αθέξαηνπο αξηζκνύο. Aληηθαζηζηώληαο ζηελ (7) βξίζθνπκε ηειηθά α=t(t2-9w2) 
θαη β=3w(t2-w2). (9) 

ii)  Αλ ν ρ είλαη άξηηνο θαη ν ς πεξηηηόο ζέηνπκε {
     

         
  (10), νπόηε 

αληηθαζηζηώληαο ζηηο (7) βξίζθνπκε α=t(t2-w2)  θαη β=w(t2-9w2)  (11). 

iii)  Αλ ν ς είλαη άξηηνο θαη ν ρ πεξηηηόο ζέηνπκε  {
      
      (12) θαη από 

ηηο (7) θαη πάιη βξίζθνπκε α=t(t2-w2)  θαη β=w(t2-9w2)  (13). 
΢ε θάζε πεξίπησζε ινηπόλ ππάξρνπλ αθέξαηνη t,w ώζηε α=t(t2-w2)  θαη 
β=w(t2-9w2)  . Από ηελ εμίζσζε α2+3β2=ζ3 πξνθύπηεη ηόηε ζ=t2+3w2. 

 Αλ u=-1, νκνίσο βξίζθνπκε –α=t(t2-9w2) θαη -β=3w(t2-w2) νπόηε ζέηνληαο 
T=-t, W=-w θαη πάιη ζα είλαη α=Σ(Σ2-9W2), β=3W(T2-W2), ζ=Σ2+3W2. 

 Αλ u=δ.  Σόηε α+β+2βδ=δ(ρ3+ς3-3ρς2)+3ρς(ρ-ς)δ2=  
                                   =-3ρς(ρ-ς)+δ[ρ3+ς3-3ρς2-3ρς(ρ-ς)] θη επνκέλσο ζα 

έρνπκε α+β=-3ρς(ρ-ς), δειαδή έλαο πεξηηηόο αξηζκόο ηζνύηαη κε έλαλ άξηην, 
άηνπν. 

 Αλ u=-δ, παξνκνίσο θαηαιήγνπκε ζε άηνπν. 
 Αλ u=δ2, ηόηε α+β+2βδ=ρ3+ς3-3ρς2(-δ-1)+3ρς(ρ-ς)= 

= ρ3+ς3-3ρς2+3ρς(ρ-ς)+(-ρ3-ς3+3ρς2)δ  

νπόηε {
                       

                (14). Αλ ηώξα νη αθέξαηνη 

ρ,ς ήηαλ ηαπηόρξνλα άξηηνη, από ηελ (14) ζα πξνέθππηε όηη 2/α θαη 2/β, 

άηνπν. Έηζη από ηελ δεύηεξε ηζόηεηα ησλ (14) πξνθύπηεη ην άηνπν: 
άξηηνο=πεξηηηόο. 

 Αλ u=-δ2, νκνίσο θαηαιήγνπκε ζε άηνπν. 
 
  Από όια ηα πξνεγνύκελα πξνθύπηεη ηειηθά όηη αλ α2+3β2=ζ3, α˄β=1, ζ πεξηηηόο, 

ηόηε ππάξρνπλ αθέξαηνη t,w έηζη ώζηε α=t(t2-9w2), β=3w(t2-w2), ζ=t2+3w2. 
Επηπιένλ γηα ηνπο t,w έρνπκε t˄w= , t κε δηαξεηόο κε ην 3 θαη t       . 
 
 
  ΢ε επόκελν άξζξν ζα δώζνπκε θαη άιιε κηα ιύζε ηνπ ζεσξήκαηνο Fermat γηα ηηο 
πεξηπηώζεηο Ν=3 θαη Ν=4 ζηα πιαίζηα ηεο αιγεβξηθήο ζεσξίαο αξηζκώλ. Μάιηζηα 

γηα ηελ πεξίπησζε Ν=3 δελ ζα επηθαιεζηνύκε ην ιήκκα ηνπ Euler. 
 


