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13. Στο  θέμα  (12)  δείξτε  επιπλέον  ότι  αν  α  φυσικός  αριθμός  με  α>0 
και α=αnpn+αn–1pn–1+…+α1p+α0 με 0≤αi<p είναι η ανάλυση του α στη βάση p, 

τότε

Στη συνέχεια να δειχτεί ότι η ακριβής δύναμη pm του πρώτου p, η οποία διαιρεί 

τον αριθμό  ισούται με το άθροισμα των “κρατούμενων” κατά τον 

υπολογισμό  του αθροίσματος a+b στη βάση p.

Απόδειξη
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  Το 1852 ο Kummer χρησιμοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσμα του Legendre, 
κατάφερε να υπολογίσει την ακριβή δύναμη pm του p που διαιρεί το διωνυμικό 

συντελεστή (a+ba )=
(a+b)!
a ! b!

 όπου a≥1, b≥1.

  Έστω

a=a0+a1 p+...+at p
t

b=b0+b1 p+...+bt p
t όπου 0≤ai≤ p−1 , 0≤bi≤ p−1 και αt ή b t≠0

Θέτουμε S a=∑
i=0

t

ai , S b=∑
i=0

t

bi τα αθροίσματα των p-αδικών ψηφίων των 

αριθμών α,b. Έστω επίσης c i , 0≤ci≤ p−1, και ε i=0 ή 1 οριζόμενα ως 
εξής:
      a0+b0=ε0 p+c0

ε0+a1+b1=ε1 p+c1

ε1+a2+b2=ε2 p+c2

               .
               .
               .
εt−1+at+b t=εt p+c t

Πολλαπλασιάζοντας αυτές τις εξισώσεις αντίστοιχα με 1, p , p2 , ... και 
προσθέτοντας τις προκύπτουσες σχέσεις λαμβάνουμε

a+b+ε0 p+ε1 p
2
+...+ εt−1 p

t
=ε0 p+ ε1 p

2
+...+εt p

t+1
+c0+c1 p+ ...+ct p

t

Έτσι, a+b=c0+c1 p+...+ct p
t
+ε t p

t+1
και αυτή είναι η παράσταση του 

αθροίσματος α+b στη βάση p.
  Προσθέτοντας τώρα τις παραπάνω σχέσεις κατά μέλη, βρίσκουμε
S a+S b+(ε0+ε1+ ...+ε t−1)=(ε0+ ε1+ ε2+ ...+εt ) p+S a+b−εt

Από το αποτέλεσμα του Legendre θα έχουμε τελικά
( p−1)m=(a+b)−S a+b−a+Sa−b+S b=( p−1)(ε0+ε1+...+ εt) ο.ε.δ.
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