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 Φανταςτείτε ότι μπαίνετε ςε μια αίκουςα 

διδαςκαλίασ και βλζπετε ότι κάποιοι μακθτζσ 

είναι όρκιοι. Κοιτϊντασ προςεκτικά 

διαπιςτϊνετε ότι δεν υπάρχουν διακζςιμεσ 

καρζκλεσ για να κακίςουν οι μακθτζσ. 

Ρροφανϊσ βγάηετε ςτθ ςτιγμι το ςυμπζραςμα 

ότι οι καρζκλεσ είναι λιγότερεσ από τουσ 

μακθτζσ. Ράτε ςτθν αποκικθ του ςχολείου και 

γυρίηετε φζρνοντασ μια ςτοίβα καρζκλεσ τισ 

οποίεσ τοποκετείτε ςτθν αίκουςα και καλείται 

τουσ όρκιουσ μακθτζσ να κακίςουν. Βλζπετε 

τϊρα ότι αφοφ όλοι ζχουν κακίςει, κάποιεσ 

καρζκλεσ περιςςεφουν.  Σκζφτεςτε πωσ ζχετε 

φζρει περιςςότερεσ καρζκλεσ απ’ όςεσ 

χρειάηονταν ςτθν πραγματικότθτα, και τϊρα το 

πλικοσ των καρεκλϊν είναι μεγαλφτερο από το  

πλικοσ των μακθτϊν. Απομακρφνετε λοιπόν τισ 

παραπανίςιεσ καρζκλεσ από τθν αίκουςα. Τϊρα 

πια είςτε ςίγουροι ότι αφοφ κάκε μακθτισ 

κάκετε ςε ζνα κάκιςμα, και δεν υπάρχουν οφτε 

όρκιοι μακθτζσ, οφτε πλεονάηουςεσ καρζκλεσ 

το πλικοσ των μακθτϊν είναι ίςο με το πλικοσ 

των καρεκλϊν, ακόμα κι αν δεν γνωρίηετε ποιο 

είναι το πλικοσ αυτό. 

  Αυτι τθν απλι ιδζα πιρε ο George Cantor 

(Κάντορ), και κεϊρθςε ότι είναι θ βάςθ για να 

μπορζςει κάποιοσ να ςυγκρίνει το πλικοσ των 

ςτοιχείων που ζχουν δυο ςφνολα, 

καταλιγοντασ ςτον εξισ οριςμό: 

  Ζςτω δυο ςφνολα Α και Β. Θα λζμε ότι το 

ςφνολο Α ζχει τον ίδιο πλθθάριθμο (πλικοσ 

ςτοιχείων) με το ςφνολο Β αν και μόνο αν 

υπάρχει μια αμφιμονότιμθ ςυνάρτθςθ του Α 

επί του Β. (Bijection) 

  Ο όροσ αμφιμονότιμθ δθλϊνει τθν ιδιότθτα 
που ςτο ςχολικό βιβλίο εκφράηουμε ωσ  
ςυνάρτθςθ «1-1».  
Μια ςυνάρτθςθ καλείται ςυνάρτθςθ 
“ζνα προσ ζνα” (Injection) 
όταν ςε διαφορετικά ςτοιχεία του Α 
αντιςτοιχοφν διαφορετικά ςτοιχεία του Β. 
Δθλαδι f είναι 1-1 όταν για κάκε χ1,χ2∊Α, 
 χ1≠χ2 ⟺f(χ1)≠f(χ2) ι f(χ1)=f(χ2)⟺χ1=χ2 
 
 
 
 
 
 

Η ςυνάρτθςθ f: Α→ Β λζγεται επί (Surjection) 
του ςυνόλου Β όταν για το ςφνολο τιμϊν τθσ 
ιςχφει f(Α)=Β.  
 
 

                                                                                                                   

Σχιμα βϋ 

 

 

Στα παραπάνω διαγράμματα Venn θ πρϊτθ 

ςυνάρτθςθ f:X-->Y είναι επί του ςυνόλου Y, θ 

δεφτερθ ςυνάρτθςθ g: X-->Y είναι «1-1» 

(αφμιμονότιμθ), ενϊ θ τρίτθ είναι ταυτοχρόνωσ 

και αμφιμονότιμθ και επί. Ρροφανϊσ ςε αυτι 

τθν τελευταία περίπτωςθ όπωσ διαπιςτϊνουμε 

τα ςτοιχεία των δυο ςυνόλων είναι απολφτωσ 

ηευγαρωμζνα και δεν περιςςεφει κανζνα 

ςτοιχείο από κάποιο ςφνολο που να μθν ζχει 

ζνα και μοναδικό «ζτερον ιμιςυ». Ζτςι κα 

ςυμφωνοφςαμε με τον Κάντορ ότι ςτθν 

περίπτωςθ αυτι τα ςφνολα X και Υ ζχουν τον 

ίδιο πλθθάριθμο. (Το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων). 

Συνεχίηοντασ τον οριςμό του ο Κάντορ ορίηει ότι 

το ςφνολο Α ζχει μικρότερο πλθθάριθμο από το 

ςφνολο Β, όταν το Α ζχει τον ίδιο πλθκάρικμο 

με ζνα υποςφνολο του Β, αλλά το Β δεν ζχει τον 

ίδιο πλθκάρικμο με κανζνα υποςφνολο του Α. 

Για παράδειγμα Αν Α={1,2,3,4,5} και 

Β={3,5,7,9,11,13,17} και Γ={3,5,7,9,11} τότε το Γ 

είναι ζνα (γνιςιο) υποςφνολο του Β και το Α 

ζχει τον ίδιο πλθκάρικμο με το Γ. Ζτςι 

μποροφμε να ποφμε ότι ο πλθκάρικμοσ του Α 

είναι μικρότεροσ από τον πλθκάρικμο του Β. 

  Θα μου πείτε καλά όλα αυτά, αλλά δεν είναι 

ςχεδόν τετριμμζνα, προφανι και τελείωσ 

ςυμβιβαςτά με βαςικζσ μασ διαιςκιςεισ για τα 

ςφνολα; Η απάντθςθ είναι ότι πράγματι αυτό 

ςυμβαίνει όταν τα εμπλεκόμενα ςφνολα είναι 

πεπεραςμζνα. Τι γίνεται όμωσ όταν τα ςφνολα 

που ςυγκρίνουμε είναι απειροςφνολα; 
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  Θεωροφμε το ςφνολο Ν={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,…} 

όλων των φυςικϊν αρικμϊν, και το υποςφνολό 

του Α={0,2,4,6,8,…} που αποτελείται από όλουσ 

τουσ άρτιουσ (ηυγοφσ) αρικμοφσ. Ροιο από τα 

δυο ςφνολα ζχει τον μικρότερο πλθκάρικμο; 

(Σταματιςτε το διάβαςμα και ςκεφκείτε το 

λίγο). Ίςωσ ςκεφτικατε κάπωσ ζτςι: Το ςφνολο 

Α είναι ζνα γνιςιο υποςφνολο του Ν. Πλα τα 

ςτοιχεία του Α ανικουν ςτο ςφνολο Ν αλλά το Ν 

περιζχει επιπλζον και όλουσ τουσ μονοφσ 

αρικμοφσ οι οποίοι δεν ανικουν ςτο Α. Άρα ο 

πλθκάρικμοσ του Ν είναι μεγαλφτεροσ από 

αυτόν του Α. Σωςτά; Αν κάνατε τισ 

προθγοφμενεσ ςκζψεισ τότε βγάλατε το 

ςυμπζραςμα ότι το Ν ζχει μεγαλφτερο 

πλθκάρικμο από το Α, γιατί μια βαςικι 

διαίςκθςθ ςασ λζει ότι «το όλον ζχει 

περιςςότερα ςτοιχεία από ζνα μζροσ του» μια 

διαίςκθςθ πζρα για πζρα αλθκινι για όλα τα 

πεπεραςμζνα ςφνολα που γνωρίηετε. Ωςτόςο 

λίγο νωρίτερα επίςθσ δεχτικατε ότι ο οριςμόσ 

του Κάντορ για τθν ιςότθτα δυο πλθκαρίκμων 

ςυλλαμβάνει επακριβϊσ τθν βαςικι μασ 

αντίλθψθ για το πότε δυο ςφνολα ζχουν το ίδιο 

πλικοσ ςτοιχείων. Σφμφωνα με τον οριςμό του 

Κάντορ δυο ςφνολα ζχουν τον ίδιο πλθκάρικμο 

όταν υπάρχει οριςμζνθ μεταξφ τουσ μια 

ςυνάρτθςθ που είναι «1-1» και επί. Μπορεί ο 

οριςμόσ αυτόσ  να μασ οδθγεί ςε διαφορετικι 

εκτίμθςθ για τθν ςφγκριςθ των πλθκαρίκμων 

των ςυνόλων Ν και Α; 

  Θεωριςτε τθ ςυνάρτθςθ f:N-->A θ οποία 

ορίηεται με τον απλό τφπο  f(x)=2x για κάκε 

φυςικό αρικμό χ . Αυτι θ ςυνάρτθςθ είναι «1-

1» αφοφ αν f(x1)=f(x2) τότε 2x1=2x2 επομζνωσ 

x1=x2. Επίςθσ θ f είναι και επί του Α, αφοφ αν α 

είναι ζνασ άρτιοσ φυςικόσ αρικμό, τότε α=2κ για 

κάποιον φυςικό αρικμό κ, δθλαδι f(κ)=α. Άρα 

τα ςτοιχεία των ςυνόλων Ν και Α μποροφν να 

ηευγαρωκοφν μεταξφ τουσ μζςω τθσ 

ςυνάρτθςθσ f, με ζναν και μοναδικό τρόπο 

δίχωσ να μείνει κάποιο ςτοιχείο χωρίσ το 

ηευγάρι του. Σφμφωνα λοιπόν με τον οριςμό 

του Κάντορ τα ςφνολα Ν και Α ζχουν το ίδιο 

πλικοσ ςτοιχείων! Με άλλα λόγια οι βαςικζσ 

διαιςκιςεισ που ζχουμε για τα πεπεραςμζνα 

ςφνολα, δεν αλθκεφουν για τα απειροςφνολα! 

   Τα αςτζρια μου, οι μακθτζσ τθσ Γϋτάξθσ, 

μποροφν άνετα να αποδείξουν ότι θ ςυνάρτθςθ  

f: (0,1)-->R με τφπο  ( )  
    

 (   )
  είναι «1-1» 

και επί. Κατά κανόνα μετά τθν απόδειξθ του 

προθγοφμενου ιςχυριςμοφ, ςτο ερϊτθμα ποιο 

ςφνολο από τα δυο, το διάςτθμα (0,1) ι το 

ςφνολο R όλων των πραγματικϊν αρικμϊν ζχει 

περιςςότερα ςτοιχεία, θ απάντθςθ που παίρνω 

είναι ότι το ςφνολο R ζχει περιςςότερα 

ςτοιχεία, αφοφ το (0,1) είναι ζνα γνιςιο 

υποςφνολο του R. Τι ζχουμε όμωσ να ποφμε 

τϊρα υπό το πρίςμα του οριςμοφ του Κάντορ; 

Αφοφ θ f  είναι «1-1» και επί, τα ςφνολα (0,1) 

και R ζχουν το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων! 

Απίςτευτο; Με γεωμετρικοφσ όρουσ είναι ςαν 

να λζμε ότι ζνα ευκφγραμμο τμιμα με μικοσ 1, 

ζχει το ίδιο πλικοσ ςτοιχείων με ολόκλθρθ τθν 

ευκεία που ζχει άπειρο μικοσ!  

  Για ςτακείτε όμωσ λίγο! Αφοφ το ςφνολο (0,1) 

ζχει άπειρα ςτοιχεία, και το ςφνολο R ζχει 

άπειρα ςτοιχεία δεν είναι λογικό να ζχουν και 

τα δυο το ίδιο άπειρο πλικοσ ςτοιχείων; Το ίδιο 

και το ςφνολο Α των άρτιων αρικμϊν και το 

ςφνολο όλων των φυςικϊν αρικμϊν που ζχουν 

επίςθσ το κακζνα άπειρα ςτοιχεία, κα ζχουν 

μεταξφ τουσ το ίδιο άπειρο πλικοσ ςτοιχείων. 

Σκεπτόμενοι ζτςι, όλα τα απειροςφνολα κα 

πρζπει να ζχουν τον ίδιο πλθκάρικμο αφοφ όλα 

είναι απειροςφνολα. Ζτςι το ςφνολο Ν των 

φυςικϊν αρικμϊν και το διάςτθμα (0,1) κα 

πρζπει να ζχουν τον ίδιο πλθκάρικμο. 

Δυςτυχϊσ, ο Κάντορ ζδειξε ότι για άλλθ μια 

φορά το άπειρο δεν ςυμβιβάηεται με κάποιεσ 

πεποικιςεισ μασ που τισ κεωροφμε 

αδιαμφιςβιτθτεσ.  Συγκεκριμζνα απζδειξε ότι 

δεν υπάρχει μόνο ζνα «είδοσ» απείρου, αλλά 

μια διαβάκμιςθ απείρων που ξεκινάει με το πιο 

μικρό άπειρο που είναι αυτό των φυςικϊν 

αρικμϊν, και ςυνεχίηει ανοδικά χωρίσ 

ςταματθμό. Στο άρκρο αυτό κα δϊςουμε τθν 

απόδειξθ του γεγονότοσ ότι ο πλθκάρικμοσ του 

ςυνόλου των φυςικϊν αρικμϊν είναι αυςτθρά 

μικρότεροσ από τον πλθκάρικμο των 

πραγματικϊν αρικμϊν του διαςτιματοσ (0,1). 

Αυτι θ απόδειξθ είναι  μορφι μιασ μεκόδου 

που ςιμερα ονομάηεται «διαγώνιο επιχείρθμα 

Κάντορ». 
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Θεώρθμα Cantor.  

Το ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν του 

διαςτιματοσ (0,1) ζχει πλθκάρικμο μεγαλφτερο 

από τον πλθκάρικμο του ςυνόλου Ν των 

φυςικϊν αρικμϊν. 

απόδειξθ 

Το ςφνολο Α= {
 

   
    }  (   ) άρα ο 

πλθκάρικμοσ του Α κα είναι μικρότεροσ ι ίςοσ 

από τον πλθκάρικμο του (0,1). Θα υποκζςουμε 

ότι τα ςφνολα Ν και (0,1) ζχουν ίςουσ 

πλθκαρίκμουσ και κα καταλιξουμε ςε άτοπο. 

Αφοφ λοιπόν υποκζτουμε ότι το Ν και το (0,1) 

ζχουν τον ίδιο πλθκάρικμο, κα υπάρχει μεταξφ 

τουσ οριςμζνθ μια ςυνάρτθςθ f: Ν(0,1) που 

κα είναι ζνα προσ ζνα και επί. Ασ ςυμβολίςουμε 

για απλότθτα τθν τιμι f(ν) τθσ f ςτο φυςικό 

αρικμό ν με fν. Αυτό ςθμαίνει ότι θ ακολουκία 

των αρικμϊν f1,f2,f3,… καλφπτει όλο το 

διάςτθμα (0,1), με άλλα λόγια κάκε αρικμόσ χ 

του διαςτιματοσ (0,1) ιςοφται με τθν τιμι χ=fκ  

για κάποιον φυςικό αρικμό κ. 

Ξζρουμε ότι κάκε αρικμόσ του (0,1) ζχει μια 

μοναδικι δεκαδικι αναπαράςταςθ εκτόσ από 

τουσ αρικμοφσ τθσ μορφισ 
 

   
 που ζχουν δυο 

δεκαδικά αναπτφγματα. Ζνα με άπειρα 

μθδενικά και ζνα με άπειρα εννιάρια. Για 

παράδειγμα 
 

    
=0,007000… ι 

 

    
=0,0069999…. Αν ςυμφωνιςουμε να 

χρθςιμοποιοφμε μόνο αναπτφγματα με άπειρα 

εννιάρια τότε μποροφμε να ποφμε ότι ςε κάκε 

αρικμό του (0,1) αντιςτοιχεί ζνα μοναδικό 

δεκαδικό ανάπτυγμα. Ζτςι μποροφμε να 

γράψουμε τα παρακάτω: 

f1=0,f11f12f13…f1n… 

f2=0,f21f22f23…f2n… 

f3=0,f31f32f33…f3n… 

…………………………. 

fn=0,fn1fn2fn3…fnn… 

Θεωροφμε τον αρικμό δ=0,δ1δ2δ3…δν… όπου τα 

ψθφία δi επιλζγονται ζτςι ϊςτε δi=4 αν fii 4 και 

δi=5 αν fii=4. Τότε ο αρικμόσ δ ανικει ςτο 

διάςτθμα (0,1) όμωσ δεν μπορεί να ταυτίηεται 

με κανζναν από τουσ αρικμοφσ f1,f2,f3,…αφοφ 

διαφζρει από κακζνα τουσ ςτο i-ςτο δεκαδικό 

ψθφίο. Επίςθσ ο δ δεν ζχει τθν μορφι 
 

   
. Ζτςι 

ο δ είναι αρικμόσ του (0,1) που δεν ταυτίηεται 

με κανζναν από τουσ f1,f2,f3,… γεγονόσ που 

αντιφάςκει με τθν αρχικι μασ υπόκεςθ.  

Άρα ο πλθκάρικμοσ του (0,1) είναι αυςτθρά 

μεγαλφτεροσ από τον πλθκάρικμο του Ν. 

Τον πλθκάρικμο του διαςτιματοσ (0,1) άρα και 

του ςυνόλου R των πραγματικϊν αρικμϊν, τον 

ονομάηουμε «δφναμθ του ςυνεχοφσ». Το 

ερϊτθμα του αν υπάρχουν πλθκάρικμοι 

ανάμεςα ςτον πλθκάρικμο του Ν και αυτόν του 

ςυνεχοφσ, ζχει μείνει ςτθν ιςτορία των 

Μακθματικϊν, ωσ το πρόβλθμα του ςυνεχοφσ. 

Ο Κάντορ ολοκλιρωςε τισ αποδείξεισ του μζςα 

ςτο χρονικό διάςτθμα από το 1874 μζχρι το 

1897. Αυτό που «ανακάλυψε» τον άφθςε τόςο 

εμβρόντθτο ϊςτε να γράψει ς’ ζνα φίλο του      

«το βλζπω με τα μάτια μου και δεν το 

πιςτεφω!» Η πολεμικι που δζχτθκε το ζργο του 

Cantor ιταν οξεία. Ο ίδιοσ προσ το τζλοσ τθσ 

ηωισ του, ζπαςχε περιοδικά από διανοθτικζσ 

κρίςεισ και νευρϊςεισ. Για πολλοφσ κεωρικθκε 

ότι αυτό ιταν το αντίτιμο που πλιρωνε ο 

ανκρϊπινοσ νουσ ειςβάλλοντασ για πρϊτθ 

φορά ςτο επικίνδυνο βαςίλειο του άπειρου και 

τθσ ολότθτασ. Ζνασ από τουσ μεγάλουσ 

υποςτθρικτζσ τθσ κεωρίασ του Cantor, υπιρξε 

και ο ξακουςτόσ μακθματικόσ David Hilbert, ο 

οποίοσ υπεραςπιηόμενοσ το ζργο του Κάντορ 

γράφει «κανείσ δεν πρόκειται  να μασ ςτεριςει 

τον παράδειςο που δθμιοφργθςε ο Cantor για 

μασ». 
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