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    Στην παρούσα εργασία µελετούµε κάποιες ιδιότητες που έχει η µεσοκάθετος 
πάνω στην διχοτόµο ενός τριγώνου. Γι’ αυτήν την ευθεία θα χρησιµοποιήσουµε 
τον δόκιµο όρο διχοκάθετος. Τέλος θα δούµε µια αξιοσηµείωτη σύνδεση της 
διχοκαθέτου  µε την συµµετροδιάµεσο του τριγώνου. 
 
Ορισµός:   
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ Την µεσοκάθετο της διχοτόµου δα  θα την ονοµάζουµε 
διχοκάθετο του τριγώνου και θα την συµβολίζουµε χα. 
Παρόµοια ορίζονται και οι διχοκάθετοι χβ και χγ που αντιστοιχούν στις 
διχοτόµους δβ και δγ του τριγώνου. 

 
Σχ.1 

Πρόταση 1  Έστω Α∆ η διχοτόµος τριγώνου ΑΒΓ. Αν η διχοκάθετος της Α∆ 
τέµνει τις πλευρές ΑΒ , ΑΓ του τριγώνου στα σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα, να 

αποδειχτεί ότι 1
ΑΕ ΑΖ

+ =
ΑΒ ΑΓ

. Να εκφραστεί επίσης το ΑΕ συναρτήσει των 

πλευρών του τριγώνου.  
Απόδειξη 
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Σχ.2 

   Το τετράπλευρο ΑΕ∆Ζ είναι ρόµβος γιατί οι διαγώνιοί του τέµνονται κάθετα 
και η Α∆ διχοτοµεί την γωνία Α. 
   Άρα  ΑΕ//∆Ζ   ,   Ε∆//ΑΖ  και ΑΕ=Ε∆=∆Ζ=ΖΑ 

   Αφού ∆Ζ//ΑΒ απο το θεώρηµα του Θαλή έχουµε:  ΑΖ Β∆
=

ΑΓ ΒΓ
  (1) επίσης  

              Ε∆//ΑΓ εποµένως ΑΕ ∆Γ
=

ΑΒ ΒΓ
  (2).  Απο τις (1),(2) µε πρόσθεση κατά 

µέλη προκύπτει :  1
ΑΖ ΑΕ Β∆ + ∆Γ ΒΓ

+ = = =
ΑΓ ΑΒ ΒΓ ΒΓ

. 

   Τώρα εφόσον ΑΖ=ΑΕ απο την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι: 

    1 1
( ) 1ΑΕ + =
ΑΒ ΑΓ

 οπότε βγ

β γ

ΑΒ⋅ΑΓ
ΑΕ = ⇔ ΑΕ =

ΑΒ+ ΑΓ +
. 

 
Πρόταση 2  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε � ɵB > Γ . Η διχοκάθετος χα τέµνει την ΒΓ στο 
Η. Να αποδειχτεί οτι: 

   α) 
2 2

αβγ

β γ
ΗΑ =

−
   β)  

2

2 2

αγ

β γ
ΗΒ =

−
  γ)  

2

2 2

αβ

β γ
ΗΓ =

−
   δ)  ΗΑ2=ΗΒ·ΗΓ 

   ε)  η ΗΑ εφάπτεται του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ στο Α. 
 
Απόδειξη 
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Σχ.3 

Ισχύει ΑΗ=Η∆, εποµένως � � �
�
ɵ
�
� ɵ

2 2
HA

Α Α
∆ = Η∆Α⇒ΗΑΒ+ = Γ + ⇒ΗΑΒ = Γ  

Για τα τρίγωνα ΑΗΒ,ΑΒΓ έχουµε:  ( )

( )

ΑΗΒ ΗΒ⋅ΒΑ ΗΒ
= =

ΑΒΓ ΒΑ⋅ΒΓ ΒΓ
 διότι � � 0180ΗΒΑ+ΑΒΓ =  

( )

( )

ΑΗΒ ΗΑ⋅ΑΒ
=

ΑΒΓ ΒΓ ⋅ΑΓ
 διότι � ɵΗΒΑ = Γ  

Άρα γ

β

ΗΒ ΗΑ⋅ΑΒ ΑΒ ΗΒ ΑΒ
= ⇔ ΗΒ = ΗΑ⋅ ⇔ = =

ΒΓ ΒΓ ⋅ΑΓ ΑΓ ΗΑ ΑΓ
 εποµένως  

2 2

αγ
γ

γ γ αβγβ γ

β γ β γ β γ β γ

⋅
ΗΒ Β∆ ⋅ +

= ⇔ ΗΒ = ⇔ ΗΒ = ⇔ ΗΒ =
Β∆ − − − −

 

2

2 2 2 2

αγ αγ αβγ

β γ β γ β γ
ΗΑ = Η∆ = ΗΒ+Β∆ = + =

− + −
 

2 2

2 2 2 2

αγ αβ
α

β γ β γ
ΗΓ = ΗΒ+ΒΓ = + =

− −
 

Είναι 
2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

( )

( ) ( )

αβ αγ αβγ

β γ β γ
ΗΒ⋅ΗΓ = = = ΗΑ

− −
 (∆ηλ. το ΗΑ είναι ο γεωµετρικός 

µέσος των ΗΒ,ΗΓ). Λόγω της συνθήκης ΗΑ2=ΗΒ·ΗΓ από γνωστό θεώρηµα 
προκύπτει ότι η ΗΑ εφάπτεται στο περιγεγραµµένο κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ 
στο Α. 
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Θεώρηµα 1  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε � � ɵΑ > Β > Γ . Οι διχοκάθετοι χα, χβ, χγ  τέµνουν 
τις πλευρές α , β, γ  σε σηµεία συνευθειακά. 
Απόδειξη 
 

 
Σχ.4 

  Ας είναι Κα,Κβ,Κγ τα σηµεία τοµής των χα,χβ,χγ µε τις α,β,γ αντίστοιχα. 
Σύµφωνα µε την πρόταση 2 έχουµε: 
 

2 2
,α

αβγ

β γ
Κ Α =

−
   

2

2 2α

αγ

β γ
Κ Β =

−
,   

2

2 2α

αβ

β γ
Κ Γ =

−
 

 
2

2 2β

βγ

α γ
Κ Α =

−
,   

2 2β

αβγ

α γ
Κ Β =

−
,   

2

2 2β

βα

α γ
Κ Γ =

−
 

 
2

2 2γ

γβ

α β
Κ Α =

−
,   

2

2 2γ

γα

α β
Κ Β =

−
,   

2 2γ

αβγ

α β
Κ Γ =

−
 

 

Παρατηρούµε τώρα ότι 
2 2 2

2 2 2
1

α β γ

α β γ

αγ βα γβ

αβ βγ γα

ΒΚ ΓΚ ΑΚ − − −
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = −

Κ Γ Κ Α Κ Β
 άρα σύµφωνα µε 

το αντίστροφο του θεωρήµατος Μενελάου , τα Κα , Κβ , Κγ είναι συνευθειακά. 
 
 Παρατήρηση: Αν Α΄,Β΄,Γ΄ είναι τα σηµεία τοµής των εφαπτοµένων του 
περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου στα Β,Γ,Α τότε κατά το θεώρηµα 
Desarques οι ΑΑ1,ΒΒ1,ΓΓ1 συντρέχουν. 
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Θεώρηµα 2  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε � ɵΒ > Γ . Η διχοκάθετος χα τέµνει τις 
ΑΒ,ΒΓ,ΓΑ στα σηµεία Ε,Κ,Ζ αντίστοιχα. Αν Ο είναι η τοµή των ΒΖ, ΕΓ και Λ η 
τοµή της ΑΟ µε την ΒΓ, τότε: 
α)  τα σηµεία Κ,Λ είναι συζυγή αρµονικά των Β,Γ 
β)   η ΑΛ είναι η εσωτερική συµµετροδιάµεσος του τριγώνου ΑΒΓ. 
γ)   η ΚΑ είναι η εξωτερική συµµετροδιάµεσος του τριγώνου ΑΒΓ. 
 Απόδειξη 
 

 
Σχ.5 

α)  Από την πρόταση 2 έχουµε: 
2

2

γ

β

ΚΒ
=

ΚΓ
 (1) ενώ από την πρόταση 1 έχουµε: 

βγ

β γ
ΑΕ = ΑΖ =

+
 (2)  και 

2β

β γ
ΓΖ =

+
  ,  

2γ

β γ
ΒΕ =

+
 

Οι ΒΖ,ΕΓ,ΑΓ συντρέχουν στο Ο , οπότε από το θεώρηµα Ceva παίρνουµε: 
2

2
1

γ

β

ΛΒ ΖΓ ΕΑ ΛΒ ΕΒ ΛΒ
⋅ ⋅ = ⇒ = ⇒ =

ΛΓ ΖΑ ΕΒ ΛΓ ΖΓ ΛΓ
 (3) 

Από τις (1),(3) προκύπτει ότι ΚΒ ΛΒ
=

ΚΓ ΛΓ
  δηλαδή τα Κ,Λ είναι συζυγή      

αρµονικά των Β,Γ. 
 

β)  Συµµετροδιάµεσος  (εσωτερική) λέγεται το συµµετρικό της διαµέσου ως προς 
την διχοτόµο της αντίστοιχης γωνίας του τριγώνου. Κάθε σηµείο της 
συµµετροδιαµέσου απέχει από τις πλευρές του τριγώνου , αποστάσεις ανάλογες 
προς αυτές. Αν Α΄ είναι η τοµή της συµµετροδιαµέσου που αντιστοιχεί στο Α µε 

την ΒΓ, τότε είναι γνωστό ότι 
2

2

΄

΄

γ

β

Α Β
=

Α Γ
 (4) 
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  Από τις (3),(4) προκύπτει ότι ΄

΄

Α Β ΛΒ
=

Α Γ ΛΓ
 οπότε λόγω της µοναδικότητας του 

σηµείου της εσωτερικής διαίρεσης ενός τµήµατος σε δοσµένο λόγο, από την 
τελευταία σχέση προκύπτει ότι ΄Α ≡ Λ δηλαδή η ΑΛ είναι συµµετριδιάµεσος του 
τριγώνου ΑΒΓ. 
 
γ)  Εξωτερική συµµετροδιάµεσος που αντιστοιχεί στο Α, ως γνωστόν είναι η 
εφαπτοµένη του περιγεγραµµένου κύκλου του ΑΒΓ στο Α. (κάθε σηµείο της 
εξωτερικής συµµετριδιαµέσου στο Α έχει την ιδιότητα να απέχει από τις πλευρές 
ΑΒ,ΑΓ αποστάσεις ανάλογες προς αυτές). 
   Στην πρόταση 2 όµως αποδείξαµε ότι η ΚΑ είναι εφαπτοµένη του 
περιγεγραµµένου κύκλου του ΑΒΓ στο Α κι έτσι προκύπτει το ζητούµενο. 
 
Παρατηρήσεις: 

1. Το θεώρηµα 1 είναι µια γνωστή πρόταση στο πλαίσιο της θεωρίας των 
συµµετροδιαµέσων. Εκεί όµως τα σηµεία Κα , Κβ , Κγ λαµβάνονται ως 
τοµές των πλευρών του εφαπτοµενικού τριγώνου µε τις ΒΓ , ΑΓ , ΑΒ 
αντίστοιχα. 

2. Σύµφωνα µε τα παραπάνω προκύπτει ότι η εξωτερική συµµετροδιάµεσος 
στο Α, η διχοκάθετος χα και η πλευρά ΒΓ συντρέχουν σε σηµείο Κα που 
ανήκει στην Απολλώνια περιφέρεια του ΑΒΓ προς τις κορυφές Β και Γ. 

3. Το σηµείο Κα οπου η εφαπτοµένη του περιγεγραµµένου κύκλου στο Α 
τέµνει την ΒΓ, ισαπέχει από τα άκρα της διχοτόµου Α∆.  

 

 
Σχ.6 


