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“Σηε ζεσξία ησλ εμηζώζεσλ εμέηαζα ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ νη εμηζώζεηο είλαη 

δπλαηόλ λα επηιπζνύλ κε ξηδηθά. Απηό κνπ έδσζε ηελ επθαηξία λα αλαπηύμσ 

πιεξέζηεξα ηε ζεσξία θαη λα πεξηγξάςσ όινπο ηνπο δπλαηνύο κεηαζρεκαηηζκνύο 

κηαο εμίζσζεο νη νπνίνη είλαη απνδεθηνί αθόκε θαη όηαλ απηή είλαη αδύλαηνλ λα 

επηιπζεί κε ξηδηθά.” 

                                                                                               Evariste Galois 

             “Πξαγκαηεία πεξί ησλ ζπλζεθώλ γηα ηελ επίιπζε εμηζώζεσλ κε ξηδηθά.” 

 

    1. Εμηζώζεηο πξώηνπ βαζκνύ 
 

  Μηα εμίζσζε πξώηνπ βαζκνύ είλαη ηεο κνξθήο αρ=β (1)  κε α,β   

θαη α≠0. (ην  ζπκβνιίδεη θάπνην ζώκα, όπσο ην  ην  ή ην ). Ζ 

πξσηνβάζκηα εμίζσζε έρεη πάληνηε κηα θαη κνλαδηθή ιύζε ε νπνία 

επίζεο αλήθεη ζην  θαη δίλεηαη από ηνλ ηύπν 





 . 

 

    2. Εμηζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ 

 

  Οη εμηζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ έρνπλ ηε κνξθή αρ
2
+βρ+γ=0 (2.1) κε 

α,β,γ  , α≠0. 

Αλ ρ1,ρ2 ζπκβνιίδεη ηηο ξίδεο ηεο  (2) ηόηε όπσο είλαη γλσζηό ηζρύεη  

               ρ1+ρ2= 



  

               ρ1ρ2= 



                  (2.2) 

  Αλ κπνξνύκε λα ιύζνπκε ην παξαπάλσ ζύζηεκα κπνξνύκε θαη λα 

εθθξάζνπκε ηηο ξίδεο ηεο (2.1) ζπλαξηήζεη ησλ ζπληειεζηώλ ηεο 

α,β,γ. 

  Μηα πξνζπάζεηα λα ιύζνπκε ην ζύζηεκα κε ηε κέζνδν 

αληηθαηάζηαζεο καο νδεγεί θαη πάιη ζηελ αξρηθή εμίζσζε (2). Δδώ 

ζα δώζνπκε κηα ιύζε πνπ λα είλαη ζρεηηθή κε ηελ ζεσξία Galois, 

ζηελ νπνία θεληξηθό ξόιν παίδεη ε έλλνηα ηεο ζπκκεηξίαο. 

  Οη εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (2.2) είλαη ζπκκεηξηθέο. Με απηό 

ελλννύκε πσο ελαιιάζζνληαο ηηο ξίδεο ρ1,ρ2 κεηαμύ ηνπο , δειαδή 

θάλνληαο ρξήζε ηεο αληηζηνηρίαο ρ1→ ρ2 , ρ2→ρ1 νη εμηζώζεηο 
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παξακέλνπλ αλαιινίσηεο θαη θπζηθά ην ίδην ζπκβαίλεη θαη κε ην 

ζύζηεκα (2.2). Ζ παξάζηαζε ρ1-ρ2 δελ είλαη ζπκκεηξηθή θαζόηη 

ελαιιάζζνληαο ηα ρ1,ρ2 απηή αιιάδεη πξόζεκν. Σν ηεηξάγσλν όκσο  

απηήο (ρ1-ρ2)
2
 είλαη πξνθαλώο ζπκκεηξηθή παξάζηαζε.  

Γεδνκέλνπ όηη (ρ1-ρ2)
2
=(ρ1+ρ2)

2
-4ρ1ρ2 βιέπνπκε πσο (ρ1-ρ2)

2
 = 

2

2 2
4

 

  


   όπνπ Γ= β

2
-4αγ, επνκέλσο ρ1-ρ2=±




 (2.3).  

πλδπάδνληαο ηώξα θάζε κηα από ηηο (2.3) κε ηελ πξώηε εμίζσζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο (2.2) θαηαιήγνπκε ζε δπν απιά γξακκηθά ζπζηήκαηα 

ησλ νπνίσλ νη ιύζεηο καο δίλνπλ ην γλσζηό ηύπν πνπ εθθξάδεη ηηο 

ξίδεο ηεο (2.1) ζπλαξηήζεη ησλ ζπληειεζηώλ α,β,γ θαη ηε ρξήζε κηαο 

ηεηξαγσληθήο ξίδαο: 

ρ1,2= 
2





  
  (2.4) . 

  Ζ θεληξηθή ηδέα ηεο παξαπάλσ ιύζεο είλαη ην γεγνλόο όηη κηα ξεηή 

ζπκκεηξηθή  αιγεβξηθή παξάζηαζε Ρ(ρ1,ρ2) κπνξεί πάληα λα 

εθθξαζηεί σο ξεηή ζπλάξηεζε ησλ «ζηνηρεησδώλ» ζπκκεηξηθώλ 

παξαζηάζεσλ S=ρ1+ρ2 θαη Ρ=ρ1ρ2. 

  Έηζη γηα παξάδεηγκα (ρ1-ρ2)
2
=S

2
-4P,  x1

2
+x2

2
=S

2
-2P,    

 x1
3
+x2

3
=S

3
-3S∙P   

1 2

1 1 S

x x P
       

4 2 2

4 4 4

1 2

1 1 4 2S S P P

x x P

 
   . 

  Ζ παξαπάλσ πξόηαζε πνπ δηαηππώζακε θαιείηαη ζπλήζσο 

ζεκειηώδεο ζεώξεκα ησλ ζπκκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ. Θα δώζνπκε 

κηα απόδεημε απηήο ηεο πξόηαζεο γηα ηελ πεξίπησζε ελόο 

ζπκκεηξηθνύ πνιπσλύκνπ Ρ(ρ1,ρ2). 

  Θέηνπκε Sn=x1
n
+x2

n
 , n≥1. Έηζη S1=x1+x2=S, S2=x1

2
+x2

2
=S

2
-2P. 

Δίλαη πνιύ απιό λα δνύκε όηη ηζρύνπλ νη ηαπηόηεηεο: x1
2
-Sx1+P=0 

θαη x2
2
-Sx2+P=0. Πνιιαπιαζηάδνληαο απηέο επί x1

n-2
 θαη x2

n-2
 

αληίζηνηρα θαη ζηε ζπλέρεηα πξνζζέηνληαο ηηο εμηζώζεηο πνπ 

πξνθύπηνπλ θαηά κέιε, πξνθύπηεη ε εμήο αλαδξνκηθή ζρέζε: Sn-S∙Sn-

1+P∙Sn-2=0  Sn=S∙Sn-1-P∙Sn-2 (2.5) γηα θάζε θπζηθό n≥2. 

Ζ ζρέζε (2.5) επαγσγηθά καο δείρλεη όηη ε παξάζηαζε Sn κπνξεί λα 

εθθξαζηεί σο πνιπώλπκν ησλ ζηνηρεησδώλ ζπκκεηξηθώλ 

παξαζηάζεσλ S θαη P. 
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Αλ ηώξα έρνπκε έλα  πνιπώλπκν Ρ(ρ1,ρ2), απηό είλαη έλα άζξνηζκα 

κνλώλπκσλ ηεο κνξθήο  α∙ρ1
λ
ρ2

κ
 κε λ,κ , α. Αλ ην πνιπώλπκν 

είλαη ζπκκεηξηθό ηόηε γηα θάζε όξν ηεο κνξθήο α∙ρ1
λ
ρ2

κ
 ζα πξέπεη λα 

πεξηέρεη θαη ηνλ όξν α∙ρ1
κ
ρ2

λ
 θη έηζη ζην πνιπώλπκν ζα εκθαλίδεηαη 

ην άζξνηζκα α∙ρ1
λ
ρ2

κ 
+ α∙ρ1

κ
ρ2

λ
=α∙(ρ1ρ2)

κ
∙Sλ-κ =  α∙Ρ

κ
∙Sλ-κ (ππνζέηνπκε 

όηη λ≥κ). Όκσο ην Sλ-κ εθθξάδεηαη σο πνιπώλπκν ησλ S,P θαη έηζη 

θαηαιαβαίλνπκε πσο θαη ην Ρ(ρ1,ρ2) κπνξεί λα εθθξαζηεί σο 

πνιπώλπκν ησλ S , P. 

 

3. Εμηζώζεηο ηξίηνπ βαζκνύ 
 

    Μέζνδνη γηα ηελ επίιπζε εμηζώζεσλ πξώηνπ θαη δεύηεξνπ βαζκνύ 

ήηαλ γλσζηέο από ηελ επνρή ησλ αξραίσλ  Βαβπισλίσλ θαη ησλ 

αξραίσλ Διιήλσλ. Ζ αιγεβξηθή επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ ηξίηνπ 

βαζκνύ πξαγκαηνπνηήζεθε κόιηο ηνλ 16
0
 αηώλα. (Νσξίηεξα , ηνλ 11

0
 

αηώλα, ν Πέξζεο καζεκαηηθόο θαη πνηεηήο Οκάξ Καγηάκ είρε δώζεη 

γεσκεηξηθή ιύζε ησλ ηξηηνβάζκησλ εμηζώζεσλ). Πξσηαγσληζηέο 

ζηελ ππόζεζε απηή ήηαλ νη Ηηαινί καζεκαηηθνί Scipione del 

Ferro,Antonio Maria Fior θαη o Nikolo Fontana πεξηζζόηεξν γλσζηόο 

σο Tartaglia (Βξαδύγισζζνο). 

  Ζ  γεληθή ηξηηνβάζκηα εμίζσζε έρεη ηε κνξθή α3ρ
3
+α2 ρ

2
+α1 ρ+α4=0 

κε α4 ≠0. Αλ ηα α1,2,3,4,, αλήθνπλ ζε έλα ζώκα  δηαηξώληαο κε α4 ηα 

δπν κέιε ηεο εμίζσζεο, παίξλνπκε κηα εμίζσζε ηεο νπνίαο ν 

ζπληειεζηήο ηεο ηξίηεο δύλακεο ηζνύηαη κε 1. 

  

Έηζη κπνξνύκε λα ππνζέζνπκε όηη ε γεληθή κνξθή ηεο ηξηηνβάζκηαο 

εμίζσζεο είλαη 

ρ
3
+θρ

2
+ιρ+κ=0. Θέηνληαο ρ= 

3


   ε δνζείζα κεηαηξέπεηαη ζε κηα 

εμίζσζε ηξίηνπ βαζκνύ ρσξίο δεπηεξνβάζκην όξν. Μπνξνύκε ινηπόλ 

δίρσο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο λα ζεσξήζνπκε όηη ε εμίζσζή καο είλαη 

ηεο κνξθήο ρ
3
+αρ+β=0. (3.1) 

  Γηα λα επηιύζνπκε ηελ (3.1) ζέηνπκε ρ=ς+δ  (3.2) νπόηε έρνπκε: 
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ς
3
+δ

3
+3ςδ(ς+δ)+α(ς+δ)+β=0. ηε ζπλέρεηα ζέηνπκε 3ςδ=-α  

3


    (3.3) 

Καηαιήγνπκε έηζη ζην ζύζηεκα  

3 3

3




  


 


   

   

3
3 3

3 3

27


 

  


 


   

          (3.4) 

Αθνύ ινηπόλ μέξνπκε ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν ησλ πνζνηήησλ 

ς
3
 θαη δ

3
 απηέο νη πνζόηεηεο κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ ιύλνληαο ηε 

δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε 
3

2 0
27

a
t t    (3.5). Έρνπκε 

3
2 2 34

4[( ) ( ) ]
27 2 3

  
      

επνκέλσο 

3 3 2( ) ( )
2 2 3 2

   


  
       3 23 ( ) ( )

2 3 2

  
      

(3.5.1) 

3 3 2( ) ( )
2 2 3 2

   


  
       3 23 ( ) ( )

2 3 2

  
      

(3.5.2) 

Καηαιήγνπκε έηζη ζηνλ ηύπν πνπ δίλεη ηε ιύζε ηεο (3.1) 

  3 2 3 23 3( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 2 3 2

     
           (3.6) 

Ο παξαπάλσ ηύπνο (3.6) ζηε βηβιηνγξαθία αλαθέξεηαη πνιιέο θνξέο 

σο ηύπνο ηνπ Gardano, από ην όλνκα ηνπ Girolamo Gardano (1501-

1576) , ελόο Ηηαινύ καζεκαηηθνύ πνπ ην 1545 δεκνζίεπζε ην έξγν 

ηνπ Ars Magna, κηα κεγάιε κειέηε πάλσ ζηελ άιγεβξα, ζηελ νπνία 

ζπκπεξηέιαβε σο θνξπθαίν ζεκείν, ηε ιύζε ησλ θπβηθώλ εμηζώζεσλ.  

O Tartaglia ηνλ θαηεγόξεζε γηα θινπή πλεπκαηηθήο ηδηνθηεζίαο θαη 

αθνινύζεζε κηα ηξνκεξή ινγνκαρία κεηαμύ ηνπο από ηελ νπνία ν 

Tartaglia ήηαλ ίζσο ηπρεξόο πνπ γιύησζε ηε δσή ηνπ.    

  Βξήθακε ινηπόλ ηνλ ηύπν πνπ εθθξάδεη ηε ιύζε ηεο ηξηηνβάζκηαο 

εμίζσζεο ζπλαξηήζεη ησλ ζπληειεζηώλ ηεο. 
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  άζθεζε: Να ιπζεί ε εμίζσζε:  ρ
3
-15ρ-4=0. Απηήλ ηελ εμίζσζε 

θαηαξρήλ κπνξνύκε λα ηε ιύζνπκε δίρσο ηε ρξήζε ηνπ ηύπνπ (3.6) 

αθνύ κε παξαγνληνπνίεζε βξίζθνπκε  ρ
3
-15ρ-4=0   

(ρ-4)(ρ
2
+4ρ+1)=0 θη έηζη βξίζθνπκε ηηο ξίδεο ηεο πνπ είλαη νη αξηζκνί 

1 2 34, 2 3, 2 3          

Αο επηρεηξήζνπκε ηώξα λα βξνύκε ηηο ξίδεο ηεο κε  εθαξκνγή ηνπ 

παξαπάλσ ηύπνπ  Δδώ έρνπκε α= -15, β= -4. ππνινγίδνπκε ηελ 

παξάζηαζε  

2 3( ) ( ) 4 125 121
2 3

 
     <0. θεπηόκελνη σο καζεκαηηθνί ηνπ 

16
νπ

 αηώλα είκαζηε κπξνζηά ζε κηα δπζάξεζηε έθπιεμε! Γεδνκέλνπ 

όηη ε ηεηξαγσληθή ξίδα αξλεηηθνύ πξαγκαηηθνύ  αξηζκνύ δελ νξίδεηαη 

ν ηύπνο ηνπ Cardano δελ κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη! Όκσο ε εμίζσζε 

όπσο είδακε έρεη ζίγνπξα ηξεηο πξαγκαηηθέο ιύζεηο. Ση κπνξεί λα 

ζπκβαίλεη; Γηα αξθεηά ρξόληα κεηά ηε  δεκνζίεπζε ηεο Ars magna ν 

ίδηνο ν Cardano θαη πνιινί άιινη αιγεβξηζηέο πξνζπαζνύζαλ λα 

δώζνπλ κηα εμήγεζε ζε απηό ην ελνριεηηθό θαηλόκελν. Σν 1572 ζηε 

Bolonia είδε ην θσο ηεο δεκνζηόηεηαο έλα βηβιίν άιγεβξαο γξακκέλν 

από ηνλ Raffaele Bombelli. ην βηβιίν απηό ν ζπγγξαθέαο ηνπ 

εηζάγεη ηηο εθθξάζεηο piu di meno θαη meno di meno γηα λα εθθξάζεη 

ηηο παξαζηάζεηο 1 1   . ηε ζπλέρεηα ζεσξεί όηη νη 

πξάμεηο κεηαμύ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ κπνξνύλ λα επεθηαζνύλ ζε 

έλα επξύηεξν ζύλνιν «αξηζκώλ» πνπ πεξηιακβάλεη θαη ηηο εθθξάζεηο  

piu di meno θαη meno di meno. Γηα λα πάξνπκε κηα γεύζε ηεο 

δνπιεηάο ηνπ Bombelli αληί λα ζεσξήζνπκε ηηο δηθέο ηνπ εθθξάζεηο 

αο πηνζεηήζνπκε έλα ζπκβνιηζκό πνπ εηζάρζεθε αξγόηεξα από ηνλ  

Euler θαη είλαη ζε ρξήζε κέρξη ηηο κέξεο καο. Θέηνπκε ινηπόλ 

1i   . Σόηε i
2
=-1, 121 121 1 11i    . (2-i)

3
=2

3
-3∙2

2
∙i+3∙2∙i

2
-

i
3
= 8-12i-6+i=2-11i. Παξόκνηα βξίζθνπκε (2+i)

3
=2+11i. 

Δπηζηξέθνληαο ζηνλ ηύπν ηνπ Cardano ζα έρνπκε γηα ηελ πεξίπησζε 

ηεο εμίζσζεο  ρ
3
-15ρ-4=0 : 

3 3 3 32 121 2 121 2 11 2 11i i             

3 33 3(2 11 ) (2 11 ) 2 11 2 11 4i i i i           . Καηαπιεθηηθό! 

Βξήθακε ηελ πξαγκαηηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο κε ρξήζε ησλ 

«θαληαζηηθώλ» εθθξάζεσλ πνπ εηζήγαγε ν Bombelli. ηα ρξόληα 
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πνπ αθνινύζεζαλ πνιινί εξεπλεηέο δεκνζίεπζαλ εξγαζίεο πάλσ ζε 

απηέο ηηο λέεο αξηζκεηηθέο νληόηεηεο ηεο κνξθήο α+β∙i κε α,β   

θαη i
2
=-1. Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηνπο : Gaspar Wessel-1797, Jean 

Robert Argand-1806, G.V.Mourey-1828 θαη ην κεγάιν Γεξκαλό 

καζεκαηηθό Gauss-1831 νη εξγαζίεο ησλ νπνίσλ ζεκειίσζαλ απηό 

πνπ ζήκεξα είλαη γλσζηό σο ην ζώκα  ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ. 

 

  ηελ παξάγξαθν πνπ αθνινπζεί ζα ιύζνπκε ηελ ηξηηνβάζκηα 

εμίζσζε ρ
3
+αρ+β=0. (3.1) κε έλαλ δηαθνξεηηθό ηξόπν. 

  Αλ ππνζέζνπκε πσο ρ1, ρ2, ρ3 είλαη νη ιύζεηο ηεο ηόηε από ηελ 

ηαπηόηεηα 

ρ
3
+αρ+β= (ρ-ρ1)(ρ-ρ2)(ρ-ρ3)=ρ

3
-(ρ1+ρ2+ρ3)ρ

2
+(ρ1ρ2+ρ2ρ3+ρ1ρ3)ρ-ρ1ρ2ρ3 

πξνθύπηεη όηη 

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

0  

      

   

  


  
  

   (3.7) 

  Σν εξώηεκα πνπ ηίζεηαη είλαη αλ κπνξνύκε λα ιύζνπκε ην 

παξαπάλσ ζύζηεκα, ώζηε λα εθθξάζνπκε ηνπο αγλώζηνπο ρ1,ρ2,ρ3 

ζπλαξηήζεη ησλ ζπληειεζηώλ α,β. 

  Οη εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (3.7) είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο 

ρ1,ρ2,ρ3. Ση ελλννύκε όκσο αθξηβώο κε ηε ιέμε «ζπκκεηξηθέο»; 

  Αλ ζεσξήζνπκε ην ζύλνιν Σ={1,2,3} κπνξνύκε λα 

δεκηνπξγήζνπκε έμη δηαθνξεηηθέο δηαηάμεηο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ: 

1 2  3,  2  3  1,  3  2  1,  1  3  2,  2  1  3,  3  1  2. 

Κάζε ηέηνηα δηάηαμε κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ κηα 1-1 θαη επί 

απεηθόληζε ζ:Σ → Σ . Οη έμη δηαθνξεηηθέο απεηθνλίζεηο κπνξνύλ λα 

παξαζηαζνύλ κε ηε κνξθή ελόο πίλαθα 2 γξακκώλ: 

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 2 1 3 2 3 1
  

     
       
     

 

4 5 6

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 3 3 2 1 3 1 2
  

     
       
     

 

Με ην ζπκβνιηζκό απηό ζε θάζε ζηνηρείν ηεο πξώηεο γξακκήο 

αλαγξάθεηαη από θάησ ηνπ ην αληίζηνηρό ηνπ κέζσ ηεο ζ. 

Έηζη γηα παξάδεηγκα είλαη ζ2(1)=2, ζ5(3)=1, ζ5(1)=3. 
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Κάζε ηέηνηα 1-1 θαη επί απεηθόληζε ηνπ Σ ζηνλ εαπηό ηνπ ιέγεηαη 

κεηάζεζε ηνπ Σ. Γηα ην ζύλνιν ησλ Σ ησλ ηξηώλ ζηνηρείσλ έρνπκε 6 

κεηαζέζεηο. ( 6=1∙2∙3=3!). Γηα έλα ζύλνιν απνηεινύκελν από λ 

ζηνηρεία ζα είρακε 1∙2∙3∙…∙λ=λ! κεηαζέζεηο, γηαηί ζε θάζε κεηάζεζε 

μεθηλώληαο κε ην 1 κπνξνύκε λα ην αληηζηνηρίζνπκε κε λ 

δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο, ζηε ζπλέρεηα  ην 2 κπνξνύκε λα ην 

αληηζηνηρίζνπκε κε λ-1 ηξόπνπο από ηα ζηνηρεία πνπ έρνπλ 

απνκείλεη θαη ηειηθά θηάλνληαο ζηαδηαθά ζην λ κπνξνύκε λα ην 

αληηζηνηρίζνπκε κε έλαλ θαη κόλν ηξόπν. Με βάζε ινηπόλ ηε 

ζεκειηώδε αξρή ηεο απαξίζκεζεο ζα ππάξρνπλ λ∙(λ-1)…2∙1=λ! 

δηαθνξεηηθνί ηξόπνη δεκηνπξγίαο κεηαζέζεσλ ελόο ζπλόινπ λ 

ζηνηρείσλ. 

Σν ζύλνιν ησλ κεηαζέζεσλ ηνπ ζπλόινπ Σλ={1,2,3,…,λ} ην 

ζπκβνιίδνπκε κε Sλ. Έηζη S3={ζ1,ζ2,ζ3,ζ4,ζ5,ζ6}. 

  ην S3 (θαη γεληθόηεξν ζην Sλ) κπνξεί λα νξηζηεί ε εζσηεξηθή 

πξάμε ν ηεο ζύλζεζεο κεηαμύ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ. Ζ νξνινγία 

εζσηεξηθή πξάμε δειώλεη όηη ε ζύλζεζε κεηαμύ δπν κεηαζέζεσλ 

ηνπ Σ είλαη θαη πάιη κεηάζεζε ηνπ Σ.  

Αο δνύκε κεξηθά παξαδείγκαηα: 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 3 1 2 1 2 3

     
     

     
 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 2 1 3 3 2 1

     
     

     
 

Ζ πξάμε  ν ηεο ζύλζεζεο κεηαζέζεσλ  (πνπ γηα επθνιία ζα ηελ 

παξηζηάλνπκε κε κηα ηειεία ή αθόκα θαη απιώο παξαζέηνληαο ηηο 

κεηαζέζεηο)  έρεη ηηο εμήο ηδηόηεηεο: 

1) Αλ ζ,η  S3 ηόηε ζ ν ηS3 ζπλζήθε θιεηζηόηεηαο. 

2)  ζ ν (η ν κ)= (ζ ν η)ν κ Πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα. 

3)  ζ ν ζ1=ζ1 ν ζ = ζ Ζ κεηάζεζε ζ1 είλαη ην νπδέηεξν ζηνηρείν. 

πρλά ην ζπκβνιίδνπκε θαη κε Η θαη ην ιέκε ηαπηνηηθή κεηάζεζε. 

4)  Γηα θάζε κεηάζεζε ζ, ππάξρεη κηα κεηάζεζε ζ
-1
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(αληίζηξνθε ηεο  ζ) ηέηνηα ώζηε ζ ν ζ
-1

=ζ
-1

 ν ζ = ζ1. 

Γηα λα βξνύκε ηελ αληίζηξνθε κεηάζεζε ηεο ζ απιώο αιιάδνπκε ηηο 

γξακκέο ηεο ζ κεηαμύ ηνπο. Γηα παξάδεηγκα  

αλ 1
1 2 3 2 3 1 1 2 3

2 3 1 1 2 3 3 1 2
ό         

       
     

. 

 

Έλα ζύλνιν εθνδηαζκέλν κε κηα εζσηεξηθή πξάμε ε νπνία έρεη ηηο  

παξαπάλσ ηδηόηεηεο 1,2,3,4 ιέκε όηη έρεη ηε δνκή Οκάδαο. 

  Θα κειεηήζνπκε ηώξα ιίγν θαιύηεξα ηελ νκάδα S3. 

2

3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 2 3 1 3 1 2
  

    
      

    
 

3 2

3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 2 3 1 1 2 3
  

    
        

    
 

2

2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 3 2 1 3 2 1 2 3


    
       
    

 

Οκνίσο πξνθύπηεη όηη 2 2

4 5,      

2 3 5

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 3 2 2 3 1 3 2 1
  

    
      
    

 

3 2 4

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 1 3 2 2 1 3
  

    
      
    

. Όπσο βιέπνπκε ε 

πξάμε ηεο ζύλζεζεο δελ είλαη αληηκεηαζεηηθή. 

2

3 2 5

1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 1 3 2 3 2 1
  

    
      
    

 

Μπνξνύκε λα γξάςνπκε ηειηθά 

S3={Η,ζ3,ζ3
2
,ζ2,ζ2ζ3,ζ2ζ3

2
} θαη ζ3

3
=Η, ζ2

2
=Η. 

  Μεηά από ηελ παξαπάλσ εηζαγσγή κπνξνύκε πιένλ λα 

απαληήζνπκε κε αθξίβεηα ηη ζεκαίλεη λα είλαη ζπκκεηξηθή κηα 

παξάζηαζε. Αλ ινηπόλ f(ρ1,ρ2,ρ3) είλαη ζπλάξηεζε ησλ ρ1,ρ2,ρ3 κηα 
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κεηάζεζε ζ κπνξεί λα δξάζεη πάλσ ζηελ f κε ηνλ εμήο ηξόπν: 

ζ∙f(ρ1,ρ2,ρ3)=f(ρζ(1),ρζ(2),ρζ(3)) 

Γηα παξάδεηγκα αλ θ(ρ1,ρ2,ρ3)=(ρ1-ρ2)ρ3
2
 θαη 

1 2 3

2 3 1


 
  
 

) ηόηε 

ζ∙θ=(ρ2-ρ3)ρ1
2
. 

Αλ Γ(ρ1,ρ2,ρ3)= (ρ1-ρ2)(ρ2-ρ3)(ρ3-ρ1) ηόηε ζ∙Γ= (ρ2-ρ3)(ρ3-ρ1)(ρ1-ρ2)=Γ. 

ηελ πεξίπησζε απηή βιέπνπκε πσο ε Γ κέλεη αλαιινίσηε από ηε 

δξάζε ηεο ζ. 

Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε f(ρ1,ρ2,ρ3) ηζρύεη ζ∙ f(ρ1,ρ2,ρ3)= f(ρ1,ρ2,ρ3) γηα 

θάζε ζS3 ηόηε ιέκε όηη ε f(ρ1,ρ2,ρ3) είλαη ζπκκεηξηθή. Οη 

παξαζηάζεηο  

1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

3 1 2 3

S

S

S

  

     

  

  

  



 

είλαη ζπκκεηξηθέο θαη θαινύληαη ζηνηρεηώδεηο ζπκκεηξηθέο 

ζπλαξηήζεηο ζηηο ηξεηο κεηαβιεηέο. Τν ζεκειηώδεο ζεώξεκα ηωλ 

ζπκκεηξηθώλ ζπλαξηήζεωλ καο βεβαηώλεη όηη θάζε ξεηή 

ζπκκεηξηθή ζπλάξηεζε, κπνξεί λα γξαθηεί ωο ξεηή ζπλάξηεζε 

ηωλ ζηνηρεηωδώλ ζπκκεηξηθώλ ζπλαξηήζεωλ. Γηα παξάδεηγκα 

ρ1
2
+ρ2

2
+ρ3

2
=S1

2
-2S2, ρ1

3
+ρ2

3
+ρ3

3
=S1

3
-3S1S2+3S3. 

  Σν ππνζύλνιν A3={Η,ζ3,ζ3
2
} ηεο S3 είλαη εύθνιν λα δνύκε όηη 

απνηειεί επίζεο νκάδα κε πξάμε ηε ζύλζεζε απεηθνλίζεσλ. Λέκε 

όηη ην Α3 είλαη ππννκάδα ηεο S3 θαη ην γεγνλόο απηό ην 

ζπκβνιίδνπκε κε Α3<S3. Σν πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ κηαο νκάδαο 

ιέγεηαη ηάμε ηεο νκάδαο θαη ζπκβνιίδεηαη κε |S3| ή [S3:1]. Έηζη  

[S3:1]=6 θαη [Α3:1]=3. Σν πειίθν [S3:1] / [Α3:1] θαιείηαη δείθηεο 

ηεο Α3 ζηελ S3. ηελ πεξίπησζή καο είλαη [S3:1] / [Α3:1]=2. Αλ Ζ 

είλαη κηα ππννκάδα ηεο  νκάδαο S3 θαη ζS3 ,ηόηε ην ζύλνιν ησλ 

ζηνηρείσλ ηεο κνξθήο         ζ
-1

 ε ζ κε εΖ απνηειεί έλα ζύλνιν ην 

νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε ζ
-1

Ζζ θαη είλαη εύθνιν λα δηαπηζηώζεη 

θάπνηνο όηη απνηειεί ππννκάδα ηεο S3 θαη ιέγεηαη ππννκάδα 

ζπδπγήο ηεο Ζ. 



 ΔΗΑΓΧΓΖ ΣΖ ΘΔΧΡΗΑ GALOIS                              Καζαπίδεο Γεώξγηνο- Μαζεκαηηθόο 

 

10 

 Καζώο ην ζ δηαηξέρεη ηελ νκάδα S3 ηα ζύλνια ζ
-1

Ζζ καο δίλνπλ θαη 

όιεο ηηο  ζπδπγείο ππννκάδεο ηεο Ζ. ηελ πεξίπησζε πνπ όιεο απηέο 

νη ππννκάδεο ηαπηίδνληαη, δειαδή όηαλ    

ζ
-1

Ζζ =Ζ γηα θάζε ζS3 ιέκε όηη ε Ζ είλαη κηα θαλνληθή (ή 

νξζόζεηε) ππννκάδαο ηεο S3 θαη ην γεγνλόο απηό ην ζπκβνιίδνπκε 

κε Ζ  S3. 

Μπνξνύκε λα επαιεζεύζνπκε όηη  είλαη Α3 S3. 

  Αο ζεσξήζνπκε ηελ  παξάζηαζε Γ(ρ1,ρ2,ρ3)= (ρ1-ρ2)(ρ2-ρ3)(ρ3-ρ1). 

Παξαηεξνύκε όηη Η∙Γ=Γ, ζ3∙Γ=Γ  θαη ζ3
2
∙Γ=Γ δειαδή ε δξάζε 

όισλ ησλ ζηνηρείσλ ηεο Α3 αθήλεη αλαιινίσηε ηελ παξάζηαζε Γ. 

Πνιιέο θνξέο ην γεγνλόο απηό ην εθθξάδνπκε ιέγνληαο όηη ε 

ζπλάξηεζε Γ αλήθεη (όρη βέβαηα κε ηε ζπλνινζεσξεηηθή ζεκαζία) 

ζηελ νκάδα Α3. Αλ θαη ε παξάζηαζε Γ δελ είλαη ζπκκεηξηθή, ε 

παξάζηαζε Γ
2
 είλαη ζπκκεηξηθή. Απηό ζεκαίλεη, ζύκθσλα κε ην 

ζεκειηώδεο ζεώξεκα ησλ ζπκκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ, όηη ην Γ
2
 ζα 

εθθξάδεηαη σο πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε ησλ ζηνηρεησδώλ 

ζπκκεηξηθώλ παξαζηάζεσλ s1,s2,s3. Απηό πάιη κε ηε ζεηξά ηνπ 

ζεκαίλεη όηη ην Γ ζα εθθξάδεηαη ζπλαξηήζεη ησλ  s1,s2,s3 θαη ηεο 

εμαγσγήο κηαο ηεηξαγσληθήο ξίδαο. Απηό ην θαηλόκελν είλαη 

γεληθόηεξν θαη δείρλεη αθξηβώο ην ξόιν πνπ παίδνπλ νη νκάδεο ζηε 

κειέηε αιγεβξηθώλ ζεκάησλ. Πνην ζπγθεθξηκέλα αλ G είλαη κηα 

πεπεξαζκέλε νκάδα, Η κηα θαλνληθή ππννκάδα ηεο κε δείθηε 

πξώην αξηζκό ξ, ηόηε νη ζπλαξηήζεηο πνπ αλήθνπλ ζηελ Η 

(δειαδή κέλνπλ αλαιινίωηεο από ηε δξάζε ηεο Η) κπνξνύλ λα 

εθθξαζηνύλ από ηηο ζπλαξηήζεηο ηεο G (δειαδή ηηο ζπλαξηήζεηο 

πνπ αθήλεη αλαιινίωηεο ε G) κε εμαγωγή θάπνηαο ξίδαο ηάμεο ξ. 

  ηε κειέηε καο παξαηεξνύκε όηη {Η} Α3  S3 θαη [Α3:{Η}]=3  

[S3:Α3]=2. ηελ ππννκάδα {Η} αλήθνπλ νη ζπλαξηήζεηο ρ1,ρ2,ρ3 άξα 

απηέο ζα εθθξάδνληαη κέζσ ζπλαξηήζεσλ πνπ αλήθνπλ ζηελ Α3 κε 

εμαγσγή κηαο θπβηθήο ξίδαο. Οη ζπλαξηήζεηο όκσο πνπ αλήθνπλ 

ζηελ Α3 εθθξάδνληαη κέζσ ησλ ζπλαξηήζεσλ ηεο S3 δειαδή 

ζπλαξηήζεη ησλ ζηνηρεησδώλ ζπκκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ  s1,s2,s3 κε 

εμαγσγή θάπνηαο ηεηξαγσληθήο ξίδαο. Άξα ηειηθά πξνθύπηεη όηη νη 

ξίδεο ρ1,ρ2,ρ3 ηεο ηξηηνβάζκηαο εμίζσζεο κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ 
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ζπλαξηήζεη ησλ ζπληειεζηώλ ηεο θαη ηε ρξήζε ηεηξαγσληθώλ θαη 

θπβηθώλ ξηδώλ. Όπσο ιέκε ε ηξηηνβάζκηα εμίζσζε επηιύεηαη κε 

ξηδηθά. 

  Θα δνύκε ηώξα πώο κπνξεί λα βξεη θάπνηνο ζηελ πξάμε ηηο 

πξναλαθεξζείζεο εθθξάζεηο. Δίλαη ζ3
3
=Η θαη γη’ απηό ην ιόγν 

ζεσξνύκε κηα κηγαδηθή θπβηθή ξίδα ηεο κνλάδαο σ. Έρνπκε 

σ
3
=1σ

2
+σ+1=0. Αο είλαη ινηπόλ σ= 

1 3

2

i 
. 

Οη ζπλαξηήζεηο ζ(σ)=ρ1+σρ2+σ
2
ρ3 θαη μ(σ)= ρ1+σ

2
 ρ2+σρ3=ζ(σ

2
) 

δελ παξνπζηάδνπλ θακία ζπκκεηξία. (Αλήθνπλ ζηηο ζπλαξηήζεηο ηεο 

{Η}). Παξαηεξνύκε όηη  ζ3∙ζ
3
=ζ3∙(ρ1+σρ2+σ

2
ρ3)

3
= ( ρ2+σρ3+σ

2
ρ1)

3
 =                

( σ
3
 ρ2+σρ3+σ

2
ρ1)

3
= σ

3
 (σ

2
ρ2+ρ3+σρ1)

3
 = (σ

2
ρ2+σ

3
 ρ3+σρ1)

3
 = 

σ
3
(ρ1+σρ2+σ

2
ρ3)

3
=ζ

3
.  

Οκνίσο  έρνπκε ζ3
2
∙ζ

3
= 

1 2 3

3 1 2

 
 
 

( ρ1+σρ2+σ
2
ρ3)

3
=ζ

3
. Έηζη ε 

ζπλάξηεζε ζ
3 

αλήθεη ζηηο ζπλαξηήζεηο πνπ αθήλεη αλαιινίσηεο ε 

νκάδα Α3. Σν ίδην ηζρύεη θαη γηα ηελ παξάζηαζε μ=ζ(σ
2
). 

  Οη ιύζεηο ρ1,ρ2,ρ3 κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ αξρηθά κε όξνπο ησλ 

ζ(σ), ζ(σ
2
). Πξάγκαηη ζεσξνύκε ην ζύζηεκα 

1 2 3

2

1 2 3

2 2

1 2 3

0

( )

( )

  

     

     

  


  


  

 

 Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο εμηζώζεηο βξίζθνπκε 

2

1

1
( ( ) ( ))

3
        Πνιιαπιαζηάδνληαο ηε δεύηεξε θαη ηξίηε 

εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο πξώηα επί σ
2
 θαη σ αληίζηνηρα θαη θαηόπηλ 

επί σ θαη σ
2
 θαη πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο εμηζώζεηο πνπ 

πξνθύπηνπλ βξίζθνπκε θαη ηηο άιιεο ιύζεηο 

2 2 2 2

2 3

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

3 3
                . Σν 

πξόβιεκά καο επνκέλσο αλάγεηαη ζηελ έθθξαζε ηνπ ζ(σ) 

ζπλαξηήζεη ησλ ζπληειεζηώλ α,β ηεο εμίζσζεο (3.1). Γηα ην ζθνπό 
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απηό παξαηεξνύκε όηη 
2 2 2

1 2 3 1 2 3

2 2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

           

                

     

       
 

   

2 2

1 2 2 2

3 3 2 3

2 ( ) 3 3

27

s s s s

ό

  

      

       

 
 

επίζεο 

 
3

3 3 2 2 3 2 2

1 1

3

1 1

( ) ( ( ) ( )) 3 ( ) ( )( ( ) ( ))

(3 ) 3 3 3

27( ) 27

               

  

  

     

   

  

   

Απηό ζεκαίλεη πσο νη πνζόηεηεο ζ
3
(σ) θαη ζ

3
(σ

2
) κπνξνύλ λα 

ππνινγηζηνύλ σο ξίδεο ηεο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο  

t
2
+27βt-27 α

3
=0. Λύλνληάο ηελ βξίζθνπκε 

3 2 2 3 23 3( ) 3( ( ) ( ) ) ( ) 3( ( ) ( ) )
2 3 2 2 3 2

     
           

Ξαλαβξίζθνπκε έηζη ηνλ πεξίθεκν ηύπν ησλ Cardano-Tartaglia 

3 2 3 23 3
1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 2 2 3 2

     
          

  Άζθεζε: Αλ ρ1,ρ2,ρ3 είλαη νη ξίδεο ηνπ πνιπσλύκνπ Ρ(ρ)=ρ
3
+αρ+β 

κε α,β, λα απνδεηρηεί όηη : 27β
2
+4α

3
=-[(ρ1-ρ2)(ρ2-ρ3)(ρ3-ρ1)]

2
. ηε 

ζπλέρεηα λα απνδεηρηεί όηη: 

α)  Σν Ρ(ρ) έρεη ηξεηο πξαγκαηηθέο ξίδεο αλ θαη κόλν αλ 

3 2( ) ( )
3 2

 
 <0 β)  Σν Ρ(ρ) έρεη κηα δηπιή θαη κηα απιή ξίδα ζην  

αλλ 3 2( ) ( )
3 2

 
 =0   γ) Σν Ρ(ρ) έρεη κηα πξαγκαηηθή θαη δπν κηγαδηθέο 

ξίδεο αλ θαη κόλν αλ  3 2( ) ( )
3 2

 
 >0. 
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4. Εμηζώζεηο ηεηάξηνπ βαζκνύ 

  ηα 1540 ν Ηηαιόο καζεκαηηθόο Zuanne de Tonnini da Coi 

πξόηεηλε ζηνλ Καξληάλν ην παξαθάησ πξόβιεκα: «Να δηαηξεζεί 

ην 10 ζε ηξία κέξε πνπ λα βξίζθνληαη ζε ζπλερή αλαινγία θαη ην 

γηλόκελν ησλ δπν πξώησλ λα είλαη ίζν κε 6». Αλ ζπκβνιίζνπκε κε 

α,β,γ ηα ηξία κέξε, ηόηε ζα έρνπκε: 

α+β+γ=10,   αγ=β
2
,   αβ=6. Απαιείθνληαο ηα α,γ από ηηο εμηζώζεηο 

απηέο νδεγνύκαζηε ζηελ εμίζσζε ηεηάξηνπ βαζκνύ  

β
4
+6β

2
-60β+36=0. Ο Καξληάλν δελ κπόξεζε λα ιύζεη απηή ηελ 

εμίζσζε, ηα θαηάθεξε όκσο ν καζεηήο ηνπ Ludovico Ferrari, 

1522-1565 ν νπνίνο κάιηζηα έδσζε θαη κηα γεληθή κέζνδν γηα ηελ 

επίιπζε ηεο ηεηαξηνβάζκηαο εμίζσζεο. Ο Καξληάλν είρε ηε ραξά 

λα ζπκπεξηιάβεη θη απηή ηε ιύζε ζηελ Ars Magna ην 1545. 

Αξγόηεξα δόζεθαλ θη άιιεο ιύζεηο από δηάθνξνπο εξεπλεηέο όπσο 

ν Francois Viete, 1540-1603 θαη ν Καξηέζηνο (Rene Descarte, 

1596-1650). Θα παξνπζηάζνπκε ηε ιύζε ηνπ Καξηέζηνπ (1637). 

Ζ εμίζσζε ρ
4
+α3ρ

3
+α2ρ

2
+α1ρ+α0=0 κε ηελ αληηθαηάζηαζε  

Υ=ρ-α3/4 κεηαηξέπεηαη ζηε κνξθή ρ
4
+αρ

2
+βρ+γ=0 (4.1) ε νπνία 

δελ πεξηέρεη ηξηηνβάζκην όξν. Έζησ όηη  

              ρ
4
+αρ

2
+βρ+γ=(ρ

2
+θρ+ι)(ρ

2
-θρ+κ)  (4.2) 

Θα πξνζπαζήζνπκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηνπο αξηζκνύο θ,ι,κ. Αλ 

πεηύρνπκε θάηη ηέηνην ηόηε πξνθαλώο ν ηύπνο (4.2) ζα καο δίλεη 

ηηο ιύζεηο ηεο (4.1) κέζσ ησλ ιύζεσλ δπν δεπηεξνβάζκησλ 

εμηζώζεσλ. Αλαπηύζζνληαο ην δεμηό κέινο ηεο πξνεγνύκελεο 

ηζόηεηαο θαη εμηζώλνληαο ηνπο ζπληειεζηέο ησλ νκνβάζκησλ 

όξσλ έρνπκε: 

                

2   

   

 

  


 




   (4.3) 



 ΔΗΑΓΧΓΖ ΣΖ ΘΔΧΡΗΑ GALOIS                              Καζαπίδεο Γεώξγηνο- Μαζεκαηηθόο 

 

14 

Από ηηο δπν πξώηεο εμηζώζεηο βξίζθνπκε 

2

2

2

2


  




  




  


   


 (4.4) 

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ ηξίηε εμίζσζε ηνπ (4.3) έρνπκε 

 

2 24 4 ( )( ) 4
 

        
 

          

3 3 2 3 2 2 2( )( ) 4 ( ) 4                    

6 4 2 2 22 ( 4 ) 0             (4.5) 

Ζ εμίζσζε (4.5) είλαη θπβηθή σο πξνο θ
2
 (ζπρλά ε (4.5) 

αλαθέξεηαη σο θπβηθή επηιύνπζα ηεο (4.1)) θαη ιύλεηαη κε ηε 

βνήζεηα ηνπ ηύπνπ (3.6). ηε ζπλέρεηα από ηνπο ηύπνπο (4.4) 

βξίζθνπκε ηνπο ι,κ θαη από ηελ (4.2) ππνινγίδνπκε ηηο ιύζεηο ηεο 

(4.1) ιύλνληαο δπν δεπηεξνβάζκηεο εμηζώζεηο. 

παξάδεηγκα:  Να ιπζεί ε εμίζωζε ρ
4
-2ρ

2
+8ρ-3=0 

Ζ επηιύνπζα (4.5) έρεη ηε κνξθή 
6 4 2 2 22 ( 4 ) 0           

νπόηε έρνπκε θ
6
-4θ

4
+16θ

2
-64=0  (θ

2
-2

2
)
3
=0  θ=2 ή θ=-2. Αλ 

θ=2 βξίζθνπκε από ηηο (4.4) ι=-1 , κ=3  (ελώ αλ θ=-2 , ι=3, κ=-1) 

ζα έρνπκε ινηπόλ ρ
4
-2ρ

2
+8ρ-3=0  (ρ

2
+2ρ-1)(ρ

2
-2ρ+3)=0 θαη 

ηειηθά 1 2 3 41 2, 1 2, 1 2, 1 2i i             . 

 

Άζθεζε: Λύζηε ηελ εμίζωζε ρ
4
+6ρ

2
+36=60ρ ζηελ νπνία νδεγεί 

ην πξόβιεκα πνπ έζεζε ν Νηα Κόη ζηνλ Καξληάλν ην 1540. 
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  5. Επίιπζε κε ξηδηθά – Η νκάδα Galois 

  Μεηά ηελ επηηπρία ζηε ιύζε ησλ ηξηηνβάζκησλ θαη 

ηεηαξηνβάζκησλ εμηζώζεσλ όπσο ήηαλ θπζηθό ε έξεπλα ζηξάθεθε 

ζηηο εμηζώζεηο πέκπηνπ ή αλσηέξνπ βαζκνύ. Αλαδεηήζεθαλ ηύπνη 

πνπ λα δίλνπλ ηηο ιύζεηο θαη ηέηνησλ εμηζώζεσλ. Ζ γεληθή 

απαίηεζε γηα ηνπο ηύπνπο απηνύο ήηαλ λα εθθξάδνπλ ηηο ιύζεηο 

ησλ εμηζώζεσλ κέζσ ησλ εμαγσγώλ λ-νζηώλ ξηδώλ θαη πξάμεσλ 

αλάκεζα ζηνπο αξηζκνύο πνπ πξνθύπηνπλ, ζπλαξηήζεη βεβαίσο 

ησλ ζπληειεζηώλ ησλ αληίζηνηρσλ εμηζώζεσλ. Όινη νη ηύπνη πνπ 

δίλνπλ ηηο ιύζεηο εμηζώζεσλ 1
νπ

,2
νπ

,3
νπ

, θαη 4
νπ

 βαζκνύ, είλαη 

αθξηβώο ηέηνηαο κνξθήο. Ζ απαίηεζε απηή γηα ηε ιύζε κηαο 

πνιπσλπκηθήο εμίζσζεο, έκεηλε ζηελ καζεκαηηθή νξνινγία σο 

κέζνδνο επίιπζεο κε ξηδηθά. Έηζη όηαλ ιέκε όηη κηα εμίζσζε 

είλαη επηιύζηκε, ελλννύκε όηη είλαη επηιύζηκε κε ξηδηθά. 

  Ο Euler ην 1750 πξνζπάζεζε λα αλαγάγεη ηελ πεκπηνβάζκηα 

εμίζσζε ζηε ιύζε κηαο εμίζσζεο ηεηάξηνπ βαζκνύ. Ζ πξνζπάζεηά 

ηνπ όκσο απέηπρε, όπσο απέηπρε θαη ε πξνζπάζεηα ηνπ Lagrange 

πεξίπνπ ηξηάληα ρξόληα κεηά. Έλαο Ηηαιόο γηαηξόο, ν Πάνιν 

Ρνπθίλη (Paolν Ruffini, 1765-1822) έδσζε κηα κε νινθιεξσκέλε 

απόδεημε ηνπ γεγνλόηνο όηη ε γεληθή εμίζωζε πέκπηνπ βαζκνύ 

δελ κπνξεί λα επηιπζεί κε ξηδηθά. Μηα αλεμάξηεηε απόδεημε 

(επίζεο ειιηπή) ηνπ ίδηνπ γεγνλόηνο δόζεθε θαη από ην δηάζεκν 

Ννξβεγό καζεκαηηθό Νηιο Υέληξηθ Άκπει (Niels Henrik Abel 

1802-1829). Λίγν αξγόηεξα ν Γάιινο καζεκαηηθόο Δβαξίζη 

Γθαινπά (Evarist Galois, 1811-1832) πνπ ζθνηώζεθε ζε κηα 

κνλνκαρία κε πηζηόιηα ζε ειηθία 21 εηώλ, άθεζε κεηά ην ζάλαηό 

ηνπ κηα επηζηνιή κε ηε κνξθή επηζηεκνληθήο δηαζήθεο, ε νπνία, 

όηαλ ηειηθά εξκελεύηεθε, απνδείρηεθε όηη κεηαμύ ησλ άιισλ 

πξνζέθεξε θξηηήξηα γηα ηε δπλαηόηεηα επίιπζεο κηαο αιγεβξηθήο 

εμίζσζεο κε ξηδηθά. 

  ηε ζπλέρεηα ζα ζθηαγξαθήζνπκε ηα θύξηα ζεκεία ηεο ζεσξίαο 

Galois. Κεληξηθή ζέζε ζηελ ζεσξία απηή έρεη ε έλλνηα ηεο νκάδαο 

πνπ ήδε ζπλαληήζακε ζηελ ηξίηε παξάγξαθν ηεο παξνύζαο 

εξγαζίαο. Οπζηαζηηθά ε έλλνηα ηεο αιγεβξηθήο επηιπζηκόηεηαο 

κηαο εμίζσζεο αλάγεηαη ζε ζρέζεηο θαη ηδηόηεηεο πνπ έρεη κηα 
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νκάδα απνθαινύκελε νκάδα Galois ηεο εμίζσζεο, θαη νη 

ππννκάδεο απηήο.  

Πνην ζπγθεθξηκέλα έζησ Ρ(ρ)=αλρ
λ
+αλ-1ρ

λ-1
+…+α1ρ+α0=0 κηα 

ηπραία εμίζσζε βαζκνύ λ, κε ηνπο ζπληειεζηέο αi  .(Γηα 

απιόηεηα αο ππνζέζνπκε όηη =. Ήδε από ηνλ 18
ν
 αηώλα ν Karl 

Friedrich Gauss είρε απνδείμεη όηη κηα πνιπσλπκηθή εμίζσζε 

βαζκνύ λ, έρεη λ αθξηβώο κηγαδηθέο ξίδεο ρ1,ρ2,…,ρλ. Θα ζέιακε λα 

κάζνπκε αλ ππάξρνπλ ηύπνη πνπ εθθξάδνπλ ηηο ιύζεηο ρ1,ρ2,…,ρλ 

ζπλαξηήζεη ησλ ζπληειεζηώλ α0,…,αλ κε ηε ρξήζε ξηδηθώλ θαη 

ησλ ηεζζάξσλ αξηζκεηηθώλ πξάμεσλ. Αλ ζην αξρηθό ζώκα  όπνπ 

αλήθνπλ νη ζπληειεζηέο επηζπλάςνπκε ηηο ξίδεο ηεο εμίζσζεο 

Ρ(ρ)=0 θαη δηεπξύλνπκε ηελ εθηέιεζε ησλ πξάμεσλ αλάκεζα ζηα 

ζηνηρεία  ηνπ λένπ απηνύ ζπλόινπ πξνθύπηεη έλα ζώκα πνπ 

πεξηέρεη ην  , ζπκβνιίδεηαη κε (Ρ)= (ρ1,ρ2,…,ρλ) θαη γεληθά 

είλαη  γλήζην ππνζύλνιν ηνπ . Σν κηθξόηεξν δπλαηό ζώκα πνπ 

ηθαλνπνηεί ηηο παξαπάλσ απαηηήζεηο ην νλνκάδνπκε ζώκα ξηδώλ 

(ή ζώκα δηάζπαζεο) ηνπ πνιπωλύκνπ Ρ(ρ). Σν ζώκα 

(ρ1,ρ2,…,ρλ) έρεη γηα ζηνηρεία εθθξάζεηο ηεο κνξθήο 

Φ(ρ1,ρ2,…,ρλ) όπνπ Φ πνιπώλπκν κε λ κεηαβιεηέο θαη 

ζπληειεζηέο από ην ζώκα . 

παξάδεηγκα: Σν πνιπώλπκν Ρ(ρ)=ρ
2
-2 ηνπ [ρ] δελ έρεη ξεηέο 

ξίδεο. Οη ξίδεο ηνπ είλαη νη άξξεηνη αξηζκνί 2 . Έηζη ην ζώκα 

ξηδώλ ηνπ είλαη ην Δ=( 2 )=( 2 ). Σα ζηνηρεία απηνύ ηνπ 

ζώκαηνο είλαη ηεο κνξθήο Φ( 2 ) κε Φ(ρ) ηπραίν πνιπώλπκν ηνπ 

[ρ]. Γηαηξώληαο όκσο ην Φ(ρ) κε ην Ρ(ρ) βξίζθνπκε όηη: 

Φ(ρ)=(ρ
2
-2)Π(ρ)+α+βρ κε α,β. Έηζη Φ( 2 )=α+β 2 . πλεπώο 

ην ζώκα ξηδώλ ηνπ ζα είλαη ην Δ={ α+β 2  / α,β}. 
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 Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηζνκνξθηζκνύο από ην (ρ1,ρ2,…,ρλ) ζηνλ 

εαπηό ηνπ, δειαδή απεηθνλίζεηο ζ: (ρ1,ρ2,…,ρλ) → (ρ1,ρ2,…,ρλ) 

πνπ δηαηεξνύλ ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν : ζ(α+β)=ζ(α)+ζ(β), 

ζ(αβ)=ζ(α)ζ(β) κε ηελ επηπιένλ ζπλζήθε λα αθήλνπλ ζεκεηαθά 

ζηαζεξό ην ζώκα  (δειαδή ζ(α)=α γηα θάζε α). 

  Αλ ξ είλαη κηα ξίδα ηεο εμίζσζεο Ρ(ρ)=0 ηόηε ζα έρνπκε ηε ζρέζε 

αλξ
λ
+αλ-1ξ

λ-1
+…+α1ξ+α0=0. Δθαξκόδνληαο ηνλ ηζνκνξθηζκό ζ 

ιακβάλνπκε ζ(αλξ
λ
+αλ-1ξ

λ-1
+…+α1ξ+α0)=ζ(0) άξα 

ζ(αλξ
λ
)+ζ(αλ-1ξ

λ-1
)+…+ζ(α1ξ)+ζ(α0)=0  

ζ(αλ )ζ(ξ
λ
)+ζ(αλ-1 )ζ(ξ

λ-1
)+…+ζ(α1 )ζ(ξ)+ζ(α0)=0 

αλζ(ξ)
λ
+αλ-1ζ(ξ)

λ-1
+…+α1ζ(ξ)+α0=0 δειαδή ε ηηκή ζ(ξ) είλαη 

επίζεο ξίδα ηεο εμίζσζεο Ρ(ρ)=0. Απηό ζεκαίλεη όηη ν 

ηζνκνξθηζκόο ζ νξίδεη κηα κεηάζεζε ησλ ξηδώλ ρ1,ρ2,…,ρλ. Σν 

ζύλνιν όισλ απηώλ ησλ ηζνκνξθηζκώλ ζπγθξνηεί κηα νκάδα πνπ 

πεξηέρεηαη κέζα ζηελ νκάδα κεηαζέζεσλ Sλ. Σελ νκάδα απηή ηελ 

νλνκάδνπκε νκάδα Galois ηνπ πνιπωλύκνπ Ρ(ρ) θαη ηε 

ζπκβνιίδνπκε κε G(Ρ). Ο Galois ην 1832 ζε ειηθία κόιηο 20 εηώλ 

ζηε ζεκειηώδε καζεκαηηθή πξαγκαηεία ηνπ, έδεημε όηη θάπνηα 

ηδηόηεηα ηεο G(Ρ) κπνξεί λα καο δώζεη κηα αλαγθαία θαη ηθαλή 

ζπλζήθε γηα ην πόηε ε εμίζσζε Ρ(ρ)=0 επηιύεηαη κε ξηδηθά. 

  Θα δνύκε κεξηθά παξαδείγκαηα ππνινγηζκνύ ηεο νκάδαο Galois. 

1)  Ζ εμίζσζε ρ
4
-5ρ

2
+6=0 κε παξαγνληνπνίεζε παίξλεη ηε κνξθή 

(ρ
2
-2)(ρ

2
-3)=0. Οη ξίδεο ηεο είλαη νη αξηζκνί 2, 2, 3, 3    . 

Δπνκέλσο ην ζώκα ξηδώλ ηεο εμίζσζεο είλαη ην 

Δ=( 2, 2, 3, 3    ) ην νπνίν πξνθαλώο ηαπηίδεηαη κε ην 

Δ=( 2, 3 ). Γελ είλαη δύζθνιν λα δηαπηζηώζνπκε όηη ηα 

ζηνηρεία ηνπ Δ είλαη ηεο κνξθήο 1 2 3 42 3 6a a a a    κε 

αi. Αλ ζέινπκε λα νξίζνπκε έλαλ -απηνκνξθηζκό ηνπ Δ αξθεί 

λα νξίζνπκε ηελ ηηκή ηνπ πάλσ ζηα ζηνηρεία 2, 3 . Έηζη 

βξίζθνπκε όηη αλ 1 2 3 42 3 6a a a a      ε νκάδα Γθαινπά 
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ηεο εμίζσζεο απνηειείηαη από ηνπο εμήο απηνκνξθηζκνύο: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1( ) 2 3 6

( ) 2 3 6

( ) 2 3 6

( ) 2 3 6

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a



 

 

 

   

   

   

   

 

2) Έζησ ε εμίζσζε έθηνπ βαζκνύ f(ρ)=(ρ
2
-ρ+1)

3
-α(ρ

2
-ρ)

2
=0. Καη’ 

αξρή ηελ γξάθνπκε κε δπν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο 

        

3

3 2

1 1
( 1) ( 2) 0 ( )

[ (1 ) 1] [ (1 )] 0 ( )

   
 

     

     

    

  

Από ηελ (α) βιέπνπκε πσο αλ ην ρ είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο ην ίδην 

ηζρύεη θαη γηα ηελ 1/ρ. Ζ (β) καο δείρλεη όηη ξίδα είλαη επίζεο θαη ε 

1-ρ. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε ζ κηα ξίδα ηεο εμίζσζεο, ηόηε νη 1/ζ,       

1-ζ,  1/(1-ζ),  (ζ-1)/ζ,  ζ/(ζ-1) είλαη επίζεο ξίδεο ηεο. Μπνξνύκε λα 

επηιέμνπκε ηνλ αξηζκό α ώζηε όιεο νη παξαπάλσ ιύζεηο λα είλαη 

δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο. Σν ζώκα ξηδώλ ηνπ πνιπσλύκνπ f(x) 

είλαη ην Δ=(α,ζ,1/ζ,1-ζ,1/(1-ζ),(ζ-1)/ζ,ζ/(ζ-1). Ζ Οκάδα Galois 

G(f) ηνπ f(x) απνηειείηαη από ηνπο απηνκνξθηζκνύο ηνπ Δ πνπ 

αθήλνπλ ζεκεηαθά αλαιινίσην ην ζώκα (α). Δπεηδή ν 

πεξηνξηζκόο ελόο ηέηνηνπ απηνκνξθηζκνύ πάλσ ζην ζύλνιν 

Α={ζ,1/ζ,1-ζ,1/(1-ζ),(ζ-1)/ζ,ζ/(ζ-1)} ησλ ξηδώλ ηνπ πνιπσλύκνπ 

f(x) απνηειεί ,όπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ,  κηα κεηάζεζε ηνπ  

Α, νπζηαζηηθά απηόο θαζνξίδεηαη από ηελ ηηκή ηνπ πάλσ ζηα 

ζηνηρεία ηνπ Α. Αλ ζG(f) ε ηηκή ζ(ζ) θαζνξίδεη πιήξσο ηνλ ζ θαη 

ππάξρνπλ αθξηβώο έμη δηαθνξεηηθνί ηξόπνη λα νξηζηεί ην ζ(ζ). 

πγθεθξηκέλα ζα είλαη ζ(ζ)=ζ ή 1/ζ ή 1-ζ ή 1/(1-ζ) ή (ζ-1)/ζ ή 

ζ/(ζ-1). Γελ είλαη δύζθνιν λα δηαπηζηώζνπκε όηη G(f)=S3. Όπσο 

βιέπνπκε ε ζπγθεθξηκέλε νκάδα Galois, είλαη γλήζηα ππννκάδα 

ηεο S6. Σν αμηνζεκείσην εδώ είλαη πσο ελώ δελ γλσξίδνπκε ηηο 

ξίδεο ηνπ f(x) , ε νκάδα Γθαινπά καο είλαη απνιύησο γλσζηή.   

  Ζ αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε πνπ βξήθε ν Galois γηα λα είλαη 

κηα πνιπσλπκηθή εμίζσζε επηιύζηκε κε ξηδηθά, είλαη ε ζπλζήθε ε 
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αληίζηνηρε νκάδα Galois λα είλαη επηιύζηκε. Τώξα ιέκε πωο κηα 

νκάδα G είλαη επηιύζηκε αλ ππάξρεη κηα αθνινπζία  

ππννκάδωλ ηεο ηέηνηα ώζηε G>G1>G2>…>Gr={I}, όπνπ {I} ε 

ηεηξηκκέλε ππννκάδα ηεο G πνπ απνηειείηαη κόλν από ην 

νπδέηεξν ζηνηρείν, θαη ζηελ νπνία αθνινπζία θάζε νκάδα είλαη 

θαλνληθή ππννκάδα ηεο πξνεγνύκελεο κε δείθηε πξώην 

αξηζκό.  

  Έηζη ε νκάδα Γθαινπά ηεο εμίζσζεο ηνπ δεύηεξνπ  

παξαδείγκαηνο είλαη ε S3 θαη όπσο έρνπκε μαλαδεί όηαλ ιύλακε 

ηελ ηξηηνβάζκηα εμίζσζε, απηή είλαη επηιύζηκε αθνύ ππάξρεη ε 

ππννκάδα ηεο  Α3 θαη ηζρύνπλ νη ζπλζήθεο {Η} Α3  S3 θαη 

[Α3:{Η}]=3  [S3:Α3]=2. πκπεξαίλνπκε ινηπόλ πσο νη ιύζεηο ηεο 

εμίζσζεο (ρ
2
-ρ+1)

3
-α(ρ

2
-ρ)

2
=0 κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ κε ξηδηθά. 

 

 

6. Επηιπζηκόηεηα νκάδωλ θαη επηιπζηκόηεηα κε ξηδηθά 

 

  Όπσο είδακε ζηελ 5
ε
 παξάγξαθν, κηα εμίζσζε επηιύεηαη κε 

ξηδηθά αλ θαη κόλν αλ ε νκάδα Galois ηεο εμίζσζεο είλαη 

επηιύζηκε. Δπεηδή ηώξα νη νκάδεο Galois είλαη ππννκάδεο ησλ 

νκάδσλ κεηαζέζεσλ Sn ην εύινγν εξώηεκα πνπ ηίζεηαη είλαη θαηά 

πόζν νη ζπκκεηξηθέο νκάδεο Sn είλαη επηιύζηκεο. Ζ Οκάδα S2 

απνηειείηαη από ηηο κεηαζέζεηο 1 2

1 2 1 2

1 2 2 1
  

   
    
   

 

θαη είλαη πξνθαλώο επηιύζηκε αθνύ I   S2 . Σν γεγνλόο όηη  

[S2:I]=2  ζεκαίλεη πσο ε δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε ιύλεηαη γεληθά 

κε ρξήζε ηεηξαγσληθήο ξίδαο. Δίδακε επίζεο ζηα πξνεγνύκελα όηη 

θαη ε νκάδα S3 επηιύζηκε αθνύ {Η} Α3  S3 θαη [Α3:{Η}]=3  

[S3:Α3]=2. Απηό ζεκαίλεη πσο ε ηξηηνβάζκηα εμίζσζε ιύλεηαη 

γεληθά κε ρξήζε ηεηξαγσληθώλ θαη θπβηθώλ ξηδώλ. ηελ ηέηαξηε 

παξάγξαθν δείμακε όηη θαη ε ηεηαξηνβάζκηα εμίζσζε ιύλεηαη κε 

ξηδηθά. Αο δνύκε ηώξα ην ίδην πξόβιεκα κε έλαλ δηαθνξεηηθό 

ηξόπν, κειεηώληαο ηελ νκάδα S4. Ζ νκάδα απηή πεξηέρεη ηηο 4!=24 

κεηαζέζεηο ηνπ ζπλόινπ Η4={1,2,3,4}. Αλ ζ είλαη κηα ηέηνηα 
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κεηάζεζε  ηόηε απηή κπνξεί λα παξαζηαζεί όπσο είδακε κε ηνλ 

πίλαθα                                                                                               

ζ = 
1 2 3 4

(1) (2) (3) (4)   

 
 
 

. Οξίδνπκε σο πξόζεκν ε(ζ) ηεο 

κεηάζεζεο ηνλ αξηζκό ε(ζ)=
( ) ( )i j

i j

i j 




   (6.1). Γηα παξάδεηγκα 

αλ ζεσξήζνπκε ηηο κεηαζέζεηο 

1 2 3 4 1 2 3 4

4 3 2 1 4 1 2 3
 

   
    
   

 ηόηε ζα έρνπκε                

ε(ζ) = 
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

1
4 3 4 2 4 1 3 2 3 1 2 1

     
      

     
 ελώ                

ε(η)= 
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

1
4 1 4 2 4 3 1 2 1 3 2 3

     
      

     
. Γεδνκέλνπ όηη ηα 

ζ(i) θαη ζ(j) δελ είλαη παξά θάπνηα από ηα ζηνηρεία ηνπ Η4 

γξακκέλα κε δηαθνξεηηθή ζεηξά είλαη ζρεδόλ θαλεξό όηη γηα 

ηπρνύζα κεηάζεζε ζ ζα είλαη ε(ζ)=±1. Σηο κεηαζέζεηο πνπ έρνπλ 

πξόζεκν +1 ηηο νλνκάδνπκε άξηηεο κεηαζέζεηο, ελώ ηηο κεηαζέζεηο 

κε πξόζεκν   -1 ηηο νλνκάδνπκε πεξηηηέο κεηαζέζεηο. Δπεηδή γηα 

κηα κεηάζεζε ζ κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

1 2 3 4 (1) (2) (3) (4)

(1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4)

   


       

   
    
   

 

ζα έρνπκε  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i j i j

i j i j i j

i j i j

i j i j

i j i j i j

i j i j i j

   
   

 
 

     

 

  

 
 

 

  
 

  

 

  
 

Απνδείμακε δειαδή όηη ε(ζη)=ε(ζ)ε(η)  (6.2). Δπεηδή ε ηαπηνηηθή 

κεηάζεζε είλαη πξνθαλώο άξηηα από ηνλ ηύπν (6.2) ζα έρνπκε    

+1=ε(Η)=ε(ζζ
-1

)=ε(ζ)ε(ζ
-1

) πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ε αληίζηξνθε 

κηαο άξηηαο κεηάζεζεο είλαη επίζεο άξηηα θαη ε αληίζηξνθε κηαο 

πεξηηηήο κεηάζεζεο είλαη επίζεο πεξηηηή. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε Αn 

ην ζύλνιν ησλ άξηησλ κεηαζέζεσλ θαη κε Πn ην ζύλνιν ησλ 
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πεξηηηώλ κεηαζέζεσλ ηόηε Sn= AnΠn. (Αλ θαη κηινύζακε γηα ηελ 

S4 ,ηα παξαπάλσ ηζρύνπλ γηα θάζε νκάδα Sn.) Αθνύ ην γηλόκελν 

δπν άξηησλ είλαη επίζεο άξηηα κεηάζεζε, θαη ε αληίζηξνθε κηαο 

άξηηαο είλαη επίζεο άξηηα είλαη θαλεξό πσο ην ζύλνιν An ηωλ 

άξηηωλ κεηαζέζεωλ απνηειεί ππννκάδα ηεο  Sn. 

  Μπνξνύκε λα απνδείμνπκε ηώξα όηη νη άξηηεο κεηαζέζεηο είλαη 

όζεο θαη νη πεξηηηέο. 

 Πξάγκαηη ,αλ ξ είλαη κηα ζπγθεθξηκέλε πεξηηηή κεηάζεζε θαη ε ζ 

δηαηξέρεη ηηο άξηηεο κεηαζέζεηο, ε ξζ δηαηξέρεη ηηο πεξηηηέο 

κεηαζέζεηο. Δίλαη ξζ1≠ξζ2 όηαλ ζ1≠ζ2 γηαηί αλ ξζ1=ξζ2 

πνιιαπιαζηάδνληαο ηα δπν κέιε ηεο ηζόηεηαο κε ξ
-1

 πξνθύπηεη   

ξ
-1

 (ξζ1)=ξ
-1

( ξζ2)  ζ1=ζ2. Δπίζεο αλ π είλαη ηπρνύζα πεξηηηή 

κεηάζεζε, ηόηε απηή γξάθεηαη ζηε κνξθή π=ξ(ξ
-1

π) θαη ε ξ
-1

π 

είλαη άξηηα αθνύ ε(ξ
-1

π)=ε(ξ
-1

)ε(π)=(-1)(-1)=+1. Σα πξνεγνύκελα 

ινηπόλ δείρλνπλ όηη ε απεηθόληζε f : Αn→Πn είλαη έλα πξνο έλα 

θαη επί. Άξα ην πιήζνο ησλ άξηησλ κεηαζέζεσλ ζα είλαη ίζν κε ην 

πιήζνο ησλ πεξηηηώλ κεηαζέζεσλ θαη κάιηζηα  ηζρύεη |Αn|= n!/2. 

  Αλαθεθαιαηώλνληαο, είδακε όηη ε νκάδα Αn ησλ άξηησλ 

κεηαζέζεσλ είλαη πάληνηε ππννκάδα  ηεο ζπκκεηξηθήο νκάδαο Sn. 

Ο δείθηεο ηεο Αn ζηελ Sn είλαη [Sn: Αn]=
!

2
!

2

n

n
 . Απνδεηθλύεηαη όηη 

ε Αn είλαη θαλνληθή ππννκάδα ηεο Sn. 

  Ώζηε γηα θάζε θπζηθό n≥2 ηζρύεη I  Αn  Sn , [Sn: Αn]=2.  (6.3) 

  Αο είλαη α,β,γ,…,σ  r ≤n ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ In={1,2,3,…,n}. 

Σόηε (α β γ     ..σ) ζα ζπκβνιίδεη ηε κεηάζεζε πνπ απεηθνλίδεη 

α→β, β→γ, …,σ→α θαη θάζε άιιν ζηνηρείν ηνπ In ζηνλ εαπηό 

ηνπ. Ζ κεηάζεζε (α,β,γ,…,σ) ζα θαιείηαη θύθινο κήθνπο r ή απιά 

r-θύθινο. Δηδηθόηεξα έλαο 2-θύθινο ζα ιέγεηαη αληηκεηάζεζε ή 

κεηάβαζε. 
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παξάδεηγκα: Ζ κεηάζεζε 
1 2 3 4

(1 2 3 4)
2 3 4 1


 

  
 

είλαη 

έλαο 4-θύθινο. Σν ζηνηρείν 
1 2 3 4

(1 2 4)
2 4 3 1


 

  
 

 είλαη 

έλαο 3-θύθινο. Μπνξνύκε λα δηαπηζηώζνπκε όηη έλαο λ-θύθινο 

είλαη έλα ζηνηρείν ηεο νκάδαο κεηαζέζεσλ κε ηάμε λ, δειαδή ζ
λ
=Η. 

Έηζη γηα ηνπο ζ, η ζα έρνπκε ζ
4
=Η θαη η

3
=Η. Μπνξνύκε λα 

δηαπηζηώζνπκε όηη θάζε κεηάζεζε ζ, κπνξεί λα αλαιπζεί ζε 

γηλόκελν αληηκεηαζέζεωλ. Αλ θαη ε αλάιπζε απηή δελ είλαη 

κνλαδηθή ην πιήζνο ησλ αληηκεηαζέζεσλ ζηηο νπνίεο κπνξεί λα 

αλαιπζεί κηα άξηηα κεηάζεζε είλαη πάληα άξηηνο αξηζκόο, ελώ ην 

πιήζνο ησλ αληηκεηαζέζεσλ ζηηο νπνίεο κπνξεί λα αλαιπζεί κηα 

πεξηηηή κεηάζεζε είλαη πάληνηε πεξηηηόο αξηζκόο. Έηζη πρ ζα 

έρνπκε 

1 2 3 4
(1 2)(1 3)(1 4)(2 3) (1 3)(1 4)

4 2 1 3


 
   
 

 θαη ε 

ζ είλαη ζίγνπξα άξηηα κεηάζεζε. Δίλαη εύθνιν λα δνύκε όηη ην 

ζύλνιν Κ={Η,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} είλαη κηα θαλνληθή 

ππννκάδα ηνπ Α4. (Οκάδα ηεζζάξσλ ζηνηρείσλ ηνπ Klein). 

Πξνθαλώο θαη ην ζύλνιν Ζ={Η,(1 2)(3 4)} απνηειεί θαλνληθή 

ππννκάδα ηεο Κ. Γηα ηελ νκάδα S4 ζπλεπώο παξαηεξνύκε όηη 

ππάξρεη ε εμήο ζεηξά θαλνληθώλ ππννκάδσλ ηεο: 

     S4  K  H  I θαη [S4:K]=2, [K:H]=12:4=3, [H:I]=2. (6.4) 

Άξα ε νκάδα S4 είλαη επηιύζηκε θαη επνκέλσο ε γεληθή εμίζσζε 

ηεηάξηνπ  βαζκνύ είλαη επηιύζηκε κε ξηδηθά. Αο δνύκε ηώξα πώο 

νη ζρέζεηο (6.4) κπνξνύλ λα καο νδεγήζνπλ ζηε ιύζε ηεο 

εμίζσζεο ρ
4
+α1ρ

3
+α2ρ

2
+α3ρ+α4=0 κε α1, α2, α3, α4 F   (6.5) 

  Αλ ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 είλαη νη ξίδεο ηεο (6.5) κέζα ζε έλα ζώκα 

δηάζπαζήο ηεο Δ, από ηνπο ηύπνπο ηνπ Vieta ζα έρνπκε: 

1 2 3 4 1

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4 2

1 2 3 1 3 4 1 2 4 2 3 4 3

1 2 3 4 4

    

            

            

    

    

     

    



     (6.6) 
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Αλ G  είλαη κηα νκάδα ζα ζπκβνιίδνπκε κε [G] ην ζύλνιν όισλ 

ησλ αιγεβξηθώλ παξαζηάζεσλ Ρ(ρ1, ρ2, ρ3, ρ4) πνπ κέλνπλ 

αλαιινίσηεο όηαλ δξάζνπλ πάλσ ηνπο ηα ζηνηρεία ηεο νκάδαο G. 

(παξαζηάζεηο ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ G). Δίλαη θαλεξό όηη ρ1, ρ2, 

ρ3, ρ4 [Η].  Θα πξνζπαζήζνπκε λα εθθξάζνπκε ηα ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 

ζπλαξηήζεη ζηνηρείσλ ηνπ [Ζ]. Ζ ζπλζήθε Η Ζ θαη [Ζ:Η]=2 καο 

βεβαηώλεη όηη απηό είλαη πάληνηε εθηθηό ζηε ρεηξόηεξε πεξίπησζε 

κε ρξήζε ηεηξαγσληθώλ ξηδώλ.  Από ηηο παξαζηάζεηο  

1 2 3 4 1

1 2 3 4 2

1 2 3 4 3

    

    

    

   

   

   

       

 κόλν ε β1 αλήθεη ζην [Ζ] όκσο ηα ηεηξάγσλά ηνπο πξνθαλώο 

αλήθνπλ ζην [Ζ]. Θεσξνύκε ην ζύζηεκα  

1 2 3 4 1

1 2 3 4 2

1 2 3 4 3

1 2 3 4 1a

    

    

    

   

   

   

   

    

   (6.7) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ησλ εμηζώζεώλ ηνπ πξνθύπηεη  

2 2 2

1 1 2 3 1 1 2 3 1

1 1
( ) ( )

4 4
                  (6.8) . 

Όπσο βιέπνπκε ην ρ1 θαη παξόκνηα θαη νη ππόινηπεο ξίδεο 

εθθξάδνληαη όλησο από ηα ζηνηρεία ηνπ [Ζ] κε ρξήζε 

ηεηξαγσληθώλ ξηδώλ. Σν επόκελν βήκα είλαη λα εθθξάζνπκε ηα 

ζηνηρεία ηνπ [Ζ] από ηα ζηνηρεία ηνπ Κ. Τπνινγίδνληαο ηα 

β1
2
,β2

2
,β3

2
 κε βάζε ηνπο ηύπνπο (6.6) θαη (6.7) βξίζθνπκε: 

             β1
2
=α1

2
-4 α2+4 ε1  , όπνπ ε1=ρ1ρ2+ρ3ρ4 

             β2
2
=α1

2
-4 α2+4 ε2  , όπνπ ε2=ρ1ρ3+ρ2ρ4 

             β3
2
=α1

2
-4 α2+4 ε3  , όπνπ ε3=ρ1ρ4+ρ3ρ2    (6.8) 

Γεδνκέλνπ ηώξα όηη νη παξαζηάζεηο ε1,ε2,ε3 αλήθνπλ ζην [Κ] 

βξίζθνπκε πρ όηη 
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2 2 2

1 1 2 1 1 2 2 1 2 3 1

1
( 4 4 4 4 4 4 )

4
                   

 

Πξέπεη ζηε ζπλέρεηα λα εθθξάζνπκε ηα ε1,ε2,ε3 ζπλαξηήζεη 

ζηνηρείσλ ηνπ [Α4]. Παξαηεξνύκε όηη: 

1 2 3 2

1 2 1 3 2 3 1 3 4

2 2

1 2 3 4 1 3 4 2

4

4

   

      

      

   


   


  

 

Δπνκέλσο νη αξηζκνί  ε1,ε2,ε3 κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ σο ξίδεο 

ηεο θπβηθήο εμίζσζεο 
3 2 2 2

2 1 3 4 4 1 3 4 2( 4 ) ( 4 ) 0                   (6.9) 

Αθνινπζώληαο ηα βήκαηα πνπ πεξηγξάςακε ζηελ παξάγξαθν 3 

δηαπηζηώλνπκε ηειηθά όηη ηα ε1,ε2,ε3 εθθξάδνληαη ηειηθά από ηα 

ζηνηρεία ηνπ [S4] ζπλαξηήζεη ησλ α1,α2,α3,α4 θαη ρξήζε θπβηθώλ 

θαη ηεηξαγσληθώλ ξηδώλ όπσο ππνδεηθλύνπλ θαη νη ζπλζήθεο ησλ 

δεηθηώλ [A4:K]=3, [S4:A4]=2.  

 

  Μέρξη ζηηγκήο δείμακε όηη νη νκάδεο S2,S3,S4 είλαη επηιύζηκεο. 

Γπζηπρώο όκσο εδώ ζηακαηνύλ νη δπλαηόηεηεο καο. 

Απνδεηθλύεηαη όηη νη νκάδεο Sn , n≥5 δελ είλαη επηιύζηκεο. Σν 

απνηέιεζκα απηό ζηε ζεσξία εμηζώζεσλ ζεκαίλεη όηη γεληθά νη 

εμηζώζεηο κε βαζκό κεγαιύηεξν ή ίζν ηνπ πέληε, δελ κπνξνύλ 

λα επηιπζνύλ κε ξηδηθά.  Πξνζέμηε. Απηό δε ζεκαίλεη όηη όιεο νη 

αλσηέξνπ ηνπ πέκπηνπ βαζκνύ εμηζώζεηο δελ επηιύνληαη κε 

ξηδηθά. Δλδερνκέλσο κηα εμίζσζε λα έρεη νκάδα Galois θάπνηα 

ππννκάδα ηεο Sn ε νπνία λα είλαη επηιύζηκε. Θπκεζείηε ηελ 

εμίζσζε έθηνπ βαζκνύ πνπ κειεηήζακε ζην παξάδεηγκα 2 ηεο 

παξαγξάθνπ 5. Απηό πνπ ηζρπξίδεηαη ε παξαπάλσ πξόηαζε είλαη 

όηη δελ κπνξεί λα βξεζεί έλαο γεληθόο ηύπνο (όπσο γηα παξάδεηγκα 

ν ηύπνο ιύζεσλ ηεο δεπηεξνβάζκηαο ή ηεο ηξηηνβάζκηαο εμίζσζεο) 

πνπ λα δίλεη ηηο ιύζεηο κηαο εμίζσζεο κε βαζκό κεγαιύηεξν ή ίζν 

ηνπ πέληε, ζε θάζε πεξίπησζε. 

  Αλ επηζπκνύκε λα δώζνπκε κηα απόδεημε γηα ηε κε 

επηιπζηκόηεηα ηεο Sn , n≥5 ζα πξέπεη λα δνύκε θάπνηα επηπιένλ 
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ζηνηρεία από ηε ζεσξία ησλ νκάδσλ. Αλ G είλαη κηα νκάδα κε 

πεπεξαζκέλν πιήζνο ζηνηρείσλ λ, ν αξηζκόο λ θαιείηαη ηάμε ηεο 

νκάδαο θαη ζπκβνιίδεηαη |G|=λ ή θαη [G:1]=λ. Αλ αG , ηόηε νη 

δπλάκεηο α
0
,α

1
,α

2
,…,α

λ
,α

λ+1
,…δελ κπνξεί λα είλαη όιεο 

δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο όηαλ ε νκάδα έρεη ηάμε λ. Έηζη ζα 

ππάξρνπλ ζηνηρεία θ,κ κε θ<κ έηζη ώζηε α
κ
=α

θ
. 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ ηειεπηαία ηζόηεηα επί α
-1

 , θ θνξέο 

δηαδνρηθά, βξίζθνπκε όηη α
κ-θ

=Η, όπνπ Η ην νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο 

G. Γειαδή ππάξρεη θπζηθόο n≥1 ώζηε α
n
=I. Σνλ ειάρηζην ηέηνην 

θπζηθό αξηζκό n ηνλ νλνκάδνπκε ηάμε ηνπ ζηνηρείνπ α.  Αλ δελ 

ππάξρεη ηέηνηνο αξηζκόο (πξνθαλώο απηό κπνξεί λα ζπκβεί κόλν 

όηαλ ε νκάδα έρεη άπεηξν πιήζνο ζηνηρείσλ) ηόηε ιέκε όηη ην 

ζηνηρείν α είλαη κεδεληθήο ηάμεο. Δκείο ζηα παξαθάησ όηαλ ιέκε 

νκάδα ζα ελλννύκε πεπεξαζκέλε νκάδα. 

  Αλ α είλαη ζηνηρείν κηαο νκάδαο G ηόηε ην ζύλνιν                      

{α
θ
/ θ=0,1,2,3,…} πνπ απνηειείηαη από ηηο δπλάκεηο ηνπ α, 

απνηειεί κηα ππννκάδα ηεο G. Απηήλ ηελ νκάδα ηελ ιέκε 

θπθιηθή παξαγόκελε από ην ζηνηρείν α θαη ηε ζπκβνιίδνπκε σο 

(α). Γειαδή είλαη (α)= {α
θ
/ θ=0,1,2,3,…}. Δίλαη θαλεξό όηη ε ηάμε 

ηεο (α) ηζνύηαη κε ηελ ηάμε ηνπ ζηνηρείνπ α. Αλ θαη ε G κπνξεί λα 

κελ είλαη αληηκεηαζεηηθή νκάδα, πξνθαλώο θάζε θπθιηθή νκάδα 

είλαη πάληνηε αληηκεηαζεηηθή.  

  Έζησ Ζ κηα ππννκάδα ηεο νκάδαο G. Μέζα ζηελ G κπνξνύκε λα 

νξίζνπκε κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο ~ σο εμήο:  

α~β  α
-1

β Ζ β αΖ  (όπνπ αΖ={α∙ε , κε εΖ}). Ζ ζρέζε 

απηή είλαη όλησο ζρέζε ηζνδπλακίαο ζην G  δειαδή είλαη 

αλαθιαζηηθή (α~α), ζπκκεηξηθή (α~β  β~α) θαη κεηαβαηηθή 

(α~β & β~γ α~γ). Ζ βαζηθή ιεηηνπξγία κηαο ζρέζεο ηζνδπλακίαο 

ζην G είλαη όηη δηακεξίδεη ην ζύλνιν απηό ζε ππνζύλνια πνπ ηα 

ιέκε θιάζεηο ηζνδπλακίαο, ηα νπνία είλαη αλά δπν μέλα κεηαμύ 

ηνπο  θαη ε έλσζή ηνπο ηζνύηαη κε G. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε <α> 

ηελ θιάζε ηζνδπλακίαο ηνπ α, δειαδή ην ζύλνιν όισλ ησλ 

ζηνηρείσλ ηεο γ πνπ είλαη ηζνδύλακα κε ην α, είλαη θαλεξό όηη 

<α>=αΖ. Σν ζύλνιν όισλ ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο θαιείηαη 
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ζύλνιν πειίθν ηεο ζρέζεο θαη ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε G/H. Σα 

ζηνηρεία ηνπ G/H ηα νλνκάδνπκε θαη αξηζηεξέο θιάζεηο ηεο Ζ 

ζηε G.  

  Έρνπκε ινηπόλ G/H={αΖ / αG} 

                            

/

, /

a G H

G a

a b ά a b G H a b  

 

  

          

  

(6.10) 

Δίλαη πνιύ εύθνιν λα δνύκε όηη όιεο νη αξηζηεξέο θιάζεηο έρνπλ 

ην ίδην πιήζνο ζηνηρείσλ κε ηελ ππννκάδα Ζ. (αθνύ ε ζπλάξηεζε       

f: H→αΖ κε f(ε)=α∙ε είλαη έλα πξνο έλα θαη επί). Από ηηο ζρέζεηο 

(6.10) πξνθύπηεη όηη 
/ /

| | | | | | | / | | |
a G H a G H

G a H G H H
 

       

Γειαδή  |G|=|G/H|∙|H|    (6.11) (ζεώξεκα Lagrange) 

Από ηελ (6.11) πξνθύπηεη όηη |G/H|=|G|/|H| δειαδή ην πιήζνο ησλ 

αξηζηεξώλ θιάζεσλ ηεο Ζ ζηε G είλαη αθξηβώο απηό πνπ είρακε 

νλνκάζεη δείθηε ηεο  Η ζηε G. 

  Ο ηύπνο (6.11) καο δείρλεη επίζεο όηη ε ηάμε κηαο ππννκάδαο Ζ 

ηεο νκάδαο G, δηαηξεί ηελ ηάμε ηεο νκάδαο. Σώξα αθνύ ε ηάμε 

ελόο ζηνηρείνπ α, ηζνύηαη κε ηελ ηάμε ηεο θπθιηθήο νκάδαο (α)  

πνπ παξάγεηαη από ην α, ζα ηζρύεη όηη θαη ε ηάμε ελόο ζηνηρείνπ 

πάληνηε δηαηξεί ηελ ηάμε ηεο νκάδαο. Έηζη αλ ε ηάμε ηνπ α είλαη λ 

θαη ε ηάμε ηεο νκάδαο είλαη κ ζα έρνπκε κ=λ∙θ γηα θάπνηνλ ζεηηθό 

αθέξαην θ. Σόηε όκσο α
κ
=α

λ∙θ
=(α

λ
)

θ
=Η

θ
=Η. Γειαδή θάζε ζηνηρείν 

κηαο νκάδαο, πςσκέλν ζηελ ηάμε ηεο νκάδαο καο δίλεη πάληνηε ην 

νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο νκάδαο. 

  Αλ ε ηάμε κηαο νκάδαο G είλαη ν πξώηνο αξηζκόο ξ, ηόηε ε νκάδα 

είλαη θπθιηθή. Πξάγκαηη αλ λ είλαη ε ηάμε ελόο ζηνηρείνπ α ηεο  G 

δηάθνξνπ ηνπ νπδέηεξνπ ζηνηρείνπ, ηόηε ζα πξέπεη ην λ λα δηαηξεί 

ηνλ ξ. Αθνύ όκσο ν ξ είλαη πξώηνο, ζα πξέπεη λ=ξ. Απηό όκσο 

ζεκαίλεη πσο G=(α).  

  Αλ Α,Β είλαη δπν ππνζύλνια ηεο νκάδαο G, ην γηλόκελό ηνπο ΑΒ 

νξίδεηαη σο ΑΒ={αβ / αΑ θαη βΒ}. Βεβαίσο πάληνηε ΑΒG. 
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Αλ ε νκάδα δελ είλαη αληηκεηαζεηηθή ηόηε ΑΒ≠ΒΑ. Αλ ηα Α,Β 

είλαη ππννκάδεο ηεο G ην γηλόκελν ΑΒ γεληθά δελ είλαη ππννκάδα 

ηεο. 

  Δίρακε δεη όηη ην ζύλνιν πειίθν G/H={αΖ / αG}. Κάζε θιάζε 

αΖ είλαη ππνζύλνιν ηεο G θη έηζη κπνξεί λα νξηζηεί ην γηλόκελν 

κεηαμύ δπν θιάζεσλ (αΖ)(βΖ). Απηό ην γηλόκελν είλαη κελ 

ππνζύλνιν ηεο G, αιιά γεληθά δελ είλαη θάπνηα αξηζηεξή 

πιεπξηθή θιάζε ηεο G, δειαδή γεληθά δελ αλήθεη ζην G/H. 

Παξαηεξνύκε όκσο όηη αλ ηζρύεη αΖ=Ζα γηα θάζε αG, ηόηε γηα 

ην γηλόκελν ησλ θιάζεσλ ζα έρνπκε: 

(αΖ)(βΖ)=α(Ζβ)Ζ=α(βΖ)Ζ=(αβΖ)Ζ=αβΖ δειαδή ην γηλόκελν 

ησλ θιάζεσλ αΖ, βΖ  είλαη επίζεο ε θιάζε αβΖ κε άιια ιόγηα ην 

G/H είλαη θιεηζηό σο πξνο ηνλ πνιιαπιαζηαζκό θιάζεσλ. Σν 

ζηνηρείν απηό είλαη ηδηαηηέξσο ζεκαληηθό δηόηη ζηελ πεξίπησζε 

απηή ν πνιιαπιαζηαζκόο ησλ θιάζεσλ ηθαλνπνηεί θαη ηα 

ππόινηπα αμηώκαηα ηνπ νξηζκνύ κηαο νκάδαο, δειαδή  

είλαη πξνζεηαηξηζηηθόο (αΖ)[(βΖ)(γΖ)]=[(αΖ)(βΖ)](γΖ) =αβγΖ 

ππάξρεη νπδέηεξν ζηνηρείν πνπ είλαη ε θιάζε Ζ: 

(αΖ)Ζ=αΖ=Ζ(αΖ) 

ππάξρεη αληίζηξνθν ζηνηρείν: (αΖ)
-1

=α
-1

Ζ.  

  Σν δήηεκα είλαη όηη δελ ηζρύεη πάληνηε ε ηζόηεηα αΖ=Ζα γηα 

θάζε αG. ηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπλζήθε απηή ηθαλνπνηείηαη ε 

νκάδα Ζ ιέκε όηη είλαη θαλνληθή (ή νξζόζεηε) ππννκάδα ηεο G 

θαη ην γεγνλόο απηό ην ζπκβνιίδνπκε σο Ζ  G. (πγθξίλεηε ηνλ 

νξηζκό πνπ δώζακε εδώ γηα ηελ θαλνληθή ππννκάδα κε απηόλ πνπ 

είρακε δώζεη ζηελ παξάγξαθν 3 γηα λα δηαπηζηώζεηε ηελ 

ηζνδπλακία ηνπο). 

  πλνςίδνληαο αλ H  G ηόηε νξίδεηαη ε νκάδα πειίθν G/H κε 

πξάμε (αΖ)(βΖ)=αβΖ. Ζ ηάμε απηήο ηεο νκάδαο ιέγεηαη δείθηεο 

ηεο H ζηελ G θαη ζπκβνιίδεηαη [G/H] ή [G:H]. 

  Δίκαζηε πιένλ ζε ζέζε λα απνδείμνπκε ην εμήο  
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Θεώξεκα: Τν γεληθό πνιπώλπκν λ-βαζκνύ κε ζπληειεζηέο ζην 

ζώκα  γηα λ≥5 δελ είλαη επηιύζηκν κε ξηδηθά. 

  Θα ρξεηαζηνύκε ην αθόινπζν 

Λήμμα: Αλ G είλαη κηα ππννκάδα ηεο Sλ κε λ≥5, ε νπνία πεξηέρεη 

όινπο ηνπο θύθινπο κήθνπο ηξία, θαη Η κηα θαλνληθή ππννκάδα ηεο 

G ηέηνηα ώζηε ε νκάδα πειίθν G/H λα είλαη αληηκεηαζεηηθή, ηόηε ε 

Η πεξηέρεη επίζεο όινπο ηνπο θύθινπο ησλ ηξηώλ ζηνηρείσλ. 

Απόδεημε:  Χο γλσζηό ν θύθινο ζ ησλ ζηνηρείσλ α,β,γ πνπ 

ζπκβνιίδεηαη κε ζ=(α β γ ) , είλαη ε κεηάζεζε ζ γηα ηελ νπνία 

ζ(α)=β, ζ(β)=γ, ζ(γ)=α θαη ζ(ρ)=ρ γηα θάζε ρ δηαθνξεηηθό από ηα 

α,β,γ. Θεσξνύκε επίζεο θαη ηνπο θύθινπο η=(δ β α) , ξ=(α ε γ) 

όπνπ ηα δ,ε είλαη ζηνηρεία δηαθνξεηηθά κεηαμύ ηνπο θαζώο θαη 

δηαθνξεηηθά από ηα α,β,γ. Παξαηεξνύκε όηη  

η
-1

ξ
-1

ηξ=(α β δ)(γ ε α)(δ β α)(α ε γ)=(α β γ) 

Δπίζεο (η
-1

Ζ)(ξ
-1

Ζ)(ηΖ)(ξΖ)= η
-1

ξ
-1

ηξΖ=(α β γ)Ζ  

                 (η
-1

Ζ)(ξ
-1

Ζ)(ηΖ)(ξΖ)= (ηΖ)
-1

(ξΖ)
-1

(ηΖ)(ξΖ)=  

    (ιόγσ αληηκεηαζεηηθόηεηαο ηεο G/H)= (ηΖ)
-1

(ηΖ)(ξΖ)
-1

(ξΖ)=Ζ   

    Δπνκέλσο (α β γ)Ζ=Ζ θη έηζη ζα πξέπεη (α β γ)Ζ. 

Απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο: Αξθεί λα δείμνπκε όηη γηα λ≥5 ε 

ζπκκεηξηθή νκάδα Sλ δελ είλαη επηιύζηκε. Γηα λα είλαη επηιύζηκε 

πξέπεη λα ππάξρεη κηα ζεηξά ππννκάδσλ ηεο ηέηνηα ώζηε  

      Sλ > G1 > G2 >G3 >…>{I} θαη ζηε ζεηξά απηή θάζε νκάδα λα 

είλαη θαλνληθή ππννκάδα ηεο πξνεγνύκελεο κε δείθηε θάπνηνλ 

πξώην αξηζκό. Γειαδή Gi+1  Gi  θαη  [Gi : Gi+1]=pi = πξώηνο. Ζ 

νκάδα Sλ γηα λ≥5 πεξηέρεη πξνθαλώο όινπο ηνπο 3-θύθινπο θαη ε 

ζπλζήθε [Gi : Gi+1]=pi δείρλεη πσο νη νκάδεο πειίθν Gi /Gi+1 έρνπλ 

ηάμε πξώην αξηζκό, ζπλεπώο απηέο ζα είλαη θπθιηθέο θαη θαηά 

ζπλέπεηα αληηκεηαζεηηθέο. Σόηε όκσο ην παξαπάλσ ιήκκα καο 

βεβαηώλεη πσο όιεο νη νκάδεο πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ παξαπάλσ 

ζεηξά ζα πεξηέρνπλ όινπο ηνπο 3-θύθινπο. Σόηε όκσο είλαη αδύλαην 

ε ζεηξά λα ηεξκαηίδεη ζηελ ηεηξηκκέλε νκάδα πνπ πεξηέρεη κόλν ηελ 

ηαπηνηηθή κεηάζεζε θαη ην ζεώξεκα έρεη απνδεηρηεί! 
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…Είρε αξρίζεη λα μεκεξώλεη όηαλ ν Evariste Galois ηειείσζε ην γξάκκα: 

  «Αγαπεκέλνη κνπ θίινη! Πξνθιήζεθα από δπν παηξηώηεο-ήηαλ αδύλαην λα 

αξλεζώ ηελ πξόθιεζε. Σαο δεηώ ζπγγλώκε πνπ δελ πήξα ηε γλώκε θαλελόο ζαο. 

Οη αληίπαινη κνπ όκσο κνπ δήηεζαλ λα δώζσ ην ιόγν ηεο ηηκήο κνπ όηη δελ ζα 

εηδνπνηήζσ θαλέλαλ παηξηώηε. Τν θαζήθνλ ζαο είλαη πνιύ απιό: λα απνδείμεηε 

όηη κνλνκάρεζα παξά ηε ζέιεζή κνπ, θαη κόλνλ αθνύ εμάληιεζα θάζε κέζν 

ζπκβηβαζκνύ. Τνλίζηε όηη κνπ είλαη αδύλαηνλ λα πσ ςέκαηα αθόκε θαη γηα ηα 

πην ηεηξηκκέλα δεηήκαηα. Πξνζηαηεύζηε ηε κλήκε κνπ, αθνύ ε κνίξα δελ ζέιεζε 

λα κνπ δώζεη αξθεηή δσή γηα λα γλσξίζεη ε παηξίδα ην όλνκά κνπ. Πεζαίλσ, 

παληνηηλά θίινο ζαο». 

  Σν πξσηλό ηεο 30 Μαΐνπ ηνπ 1832 ,έλαο πεξαζηηθόο ηνλ βξήθε βαξηά 

πιεγσκέλν από πηζηόιη θνληά ζηελ όρζε ηεο ιίκλεο Γθιαζζηέ , ζην παξηζηλό 

πξνάζηην Εαληηγύ. Ο ηξαπκαηίαο  κεηαθέξζεθε ζην λνζνθνκείν Κνζέλ όπνπ 

πέζαλε ηελ επόκελε κέξα ζηηο 12 π.κ. έρνληαο ζην πξνζθέθαιν ηνλ κηθξόηεξό 

ηνπ αδειθό. 

  Πξηλ πεζάλεη έγξαςε έλα γξάκκα ζην θίιν ηνπ Auguste Chevalier, δεηώληαο 

ηνπ λα δείμεη έλα καζεκαηηθό ηνπ ρεηξόγξαθν
1
 ζηνπο γεξκαλνύο καζεκαηηθνύο 

Jacobi  θαη Gauss. Σν θείκελν όκσο δελ δεκνζηεύηεθε παξά έπεηηα από 

δεθαηέζζεξα ρξόληα, θαη αθόκε θαη ηόηε πέξαζε νπζηαζηηθά απαξαηήξεην. Οη 

ηδέεο ηνπ Galois έγηλαλ πιήξσο απνδεθηέο κόλν θαηά ηε δεθαεηία ηνπ 1870, 

κεηά ηελ έθδνζε ηνπ βηβιίνπ ηνπ Camille Jordan Οη αιγεβξηθέο εμηζώζεηο θαη ε 

ζεσξία αληηθαηαζηάζεσλ. Ζ θύξηα αμία ηεο εξγαζίαο ηνπ δελ έγθεηηαη ζην όηη 

απάληεζε εμαληιεηηθά ζ’ έλα εξώηεκα πξόθιεζε γηα θάζε καζεκαηηθό επί 

ηξεηο αηώλεο. Σν πξαγκαηηθά ζεκαληηθό ήηαλ ε κέζνδόο ηνπ, ζηελ νπνία 

θεληξηθή ζέζε έρνπλ νη έλλνηεο ηεο νκάδαο θαη ηηο ζπκκεηξίαο. Οη ηδέεο ηνπ 

Galois απνδείρηεθαλ γόληκεο γηα όινπο ηνπο θιάδνπο ησλ καζεκαηηθώλ θαη ηεο 

ζεσξεηηθήο θπζηθήο. Σν πεδίν εθαξκνγήο ηεο γεληθήο ηδέαο ηεο ζπκκεηξίαο 

εθηείλεηαη από ηελ αθεξεκέλε άιγεβξα έσο ηε ζεσξία ζηνηρεησδώλ 

ζσκαηηδίσλ. Δίλαη ζρεδόλ αδύλαηνλ ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ λα βξνύκε 

άιιν παξάδεηγκα ηόζν κηθξήο εξγαζίαο πνπ λα έρεη αζθήζεη ηέηνηα ηεξάζηηα 

επίδξαζε. 

                                                 
1
 Σν ρεηξόγξαθν απηό ην είρε νινθιεξώζεη ιίγν λσξίηεξα ζηηο θπιαθέο ηηο 

Αγίαο Πειαγίαο όπνπ ήηαλ θξαηνύκελνο γηα πνιηηηθνύο ιόγνπο. Δθεί είρε 

γλσξίζεη θαη ηελ θόξε ηνπ γηαηξνύ ησλ θπιαθώλ , Stephanie Dumotel ε νπνία 

ππήξμε θαη ε αηηία ηεο κνλνκαρίαο ηνπ κε δπν θίινπο ηεο. 
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