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Σηµείωµα του συγγραφέα 
 

   Ο σκοπός αυτού του βιβλίου είναι να εξοικειώσει τον αναγνώστη 
στα βασικά της µη-Ευκλείδειας γεωµετρίας του Λοµπατσέφσκι. 
   Ο περίφηµος Ρώσος µαθηµατικός N. I. Lobachevsky ήταν 
εξαίρετος στοχαστής, στον οποίο χρεώνεται µια από τις 
µεγαλύτερες µαθηµατικές ανακαλύψεις, η κατασκευή ενός γνήσιου 
γεωµετρικού συστήµατος διαφορετικού από την Ευκλείδεια 
γεωµετρία. Ο αναγνώστης θα βρει µια σύντοµη βιογραφία του  Ν. I. 
Lobachevsky στην παράγραφο 1. 
   Η Ευκλείδεια και η Λοµπατσέφσκια γεωµετρία έχουν πολλά 
κοινά διαφέρουν όµως στους ορισµούς τα θεωρήµατα και τους 
τύπους που έχουν σχέση µε το αίτηµα των παραλλήλων. Για να 
διευκρινίσουµε τους λόγους για τους οποίους διαφέρουν πρέπει να 
δούµε πως γεννήθηκαν και αναπτύχθηκαν οι βασικές γεωµετρικές 
έννοιες, κι αυτό γίνεται στην παράγραφο 2. 
   Εκτός από τις γνώσεις της σχολικής επίπεδης γεωµετρίας και 
τριγωνοµετρίας η ανάγνωση αυτού του φυλλαδίου απαιτεί την 
γνώση ενός µετασχηµατισµού γνωστού ως αντιστροφή, τα 
βασικότερα χαρακτηριστικά του οποίου παρουσιάζονται στην 
παράγραφο 3. Ελπίζουµε πως ο αναγνώστης θα είναι σε θέση να 
κατανοήσει τις αρχές της µε κέρδος για τον εαυτό του και χωρίς 
µεγάλη δυσκολία αφού αυτή ,και η παράγραφος 10, παίζουν πολύ 
σηµαντικό, αν και δευτερεύοντα ρόλο στην έκθεσή µας.    
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Μέρος  1. 
Ένα σύντοµο δοκίµιο της ζωής και του έργου του 

N. I.  Lobachevsky 
 

   Ο Νικόλαος  Ιβάνοβιτς  Λοµπατσέφσκι  γεννήθηκε την 1η  
∆εκεµβρίου του 1792 (20 Νοεµβρίου µε το παλιό ηµερολόγιο) , 
και ήταν ο γιος ενός κακοπληρωµένου δηµοσίου υπαλλήλου. 
Νωρίς στη ζωή του ο Νικόλαος και τα δυο του αδέρφια 
αφέθηκαν µόνο στη φροντίδα της µητέρας τους ,µιας δραστήριας 
και έξυπνης γυναίκας η οποία παρά τα υπερβολικά πενιχρά µέσα 
της, τους έστειλε όλους στην σχολή γραµµάτων του Καζάν. 
   Ο Λοµπατσέφσκι σπούδασε εκεί από το 1802 µέχρι το 1807 και 
στο πανεπιστήµιο του Καζάν από το 1807 µέχρι το 1811. 
Έχοντας εξαιρετικά µαθηµατικά ταλέντα ολοκλήρωσε επιτυχώς 
τις σπουδές του και αφού αποφοίτησε παρέµεινε για να δουλέψει 
στο Πανεπιστήµιο ως καθηγητής, αξίωµα που του παραχωρήθηκε 
το 1816. 
   Η διδασκαλία του Λοµπατσέφσκι άφησε βαθιά εντύπωση στις 
µνήµες των µαθητών του. Οι διαλέξεις του ξεχώριζαν για την 
διαύγεια της σκέψης τους και την πληρότητα της παρουσίασης. 
Οι γνώσεις του σε διάφορους κλάδους της επιστήµης ήταν 
πλατιές και πολύπλευρες, δίνοντάς του την δυνατότητα να 
διδάσκει όχι µόνα µαθηµατικά θέµατα, αλλά επίσης και 
µηχανική, φυσική, αστρονοµία, γεωδαισία και τοπογραφία. 
   Ο Λοµπατσέφσκι εκλέχθηκε πρύτανης στο Πανεπιστήµιο του 
Καζάν το 1827, και κατείχε την θέση αυτή για σχεδόν είκοσι 
χρόνια. Υπήρξε ένας ταλαντούχος και ενεργητικός διαχειριστής, 
που µε τους διορατικούς στόχους του για υψηλότερη εκπαίδευση, 
πέτυχε να κάνει το πανεπιστήµιο του Καζάν ένα µοντέλο 
υψηλότατου εκπαιδευτικού ινστιτούτου της εποχής του. Με 
πρωτοβουλία του το πανεπιστήµιο άρχισε την δηµοσίευση  
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 επιστηµονικών πρακτικών. Ανάµεσα στις κατασκευές που έγιναν 
υπό την εποπτεία του ήταν και το αστρονοµικό αστεροσκοπείο. 
   Αλλά είναι το επιστηµονικό του έργο που έκανε τον 
Λοµπατσέφσκι διάσηµο. Το όνοµά του αποθανατίστηκε για την 
δηµιουργία της µη Ευκλείδειας γεωµετρίας, όπως την ονοµάζουµε 
µετά απ’ αυτόν1. 
   Στις 23 (11) Φεβρουαρίου 1826 ανέγνωσε µια διατριβή σε µια 
συνάντηση του τµήµατος των Φυσικοµαθηµατικών επιστηµών του 
πανεπιστηµίου του Καζάν, στην οποία για πρώτη φορά κοινοποίησε 
την µη Ευκλείδεια γεωµετρία που  ανακαλύφθηκε απ’ αυτόν. Η 
πρώτη δηµοσιευµένη παρουσίαση των αρχών αυτής της γεωµετρίας 
έγινε στα αποµνηµονεύµατά του On the Fundamentals of Geometry 
που δηµοσιεύτηκαν το 1829 και το 1830 στην εφηµερίδα Kazan 
Herald.   
   Πολλοί σύγχρονοι του Λοµπατσέφσκι δεν κατανόησαν τις 
ανακαλύψεις του, και το έργο του στην γεωµετρία ,είχε εχθρική 
υποδοχή τόσο στην Ρωσία όσο και στο εξωτερικό. 

                                                 
1 Το άλλο όνοµα-υπερβολική γεωµετρία- είναι δοσµένο από το γεγονός ότι σ’ αυτήν 
µια ευθεία γραµµή όπως η υπερβολή στην Ευκλείδεια γεωµετρία έχει δυο απείρως 
αποµακρυσµένα σηµεία (βλ. παρ.4) 
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Οι ιδέες του ήταν πολύ τολµηρές και πολύ µακριά από τις 
κρατούσες επιστηµονικές αντιλήψεις της εποχής του, έτσι ώστε 
χρειάστηκε να περάσει πολύς καιρός για να βρούνε την γενική 
αποδοχή η οποία ήρθε µόνο µετά τον θάνατό του. 
   Ο Λοµπατσέφσκι δεν  µεταπείστηκε για την ορθότητα των 
συµπερασµάτων του, παρά τις αντίθετες κριτικές, και συνέχισε µε 
όλη την εσωτερική του ενέργεια και αποφασιστικότητα, να 
εργάζεται πάνω στην ανάπτυξη του γεωµετρικού του συστήµατος, 
δηµοσιεύοντας έναν αριθµό από έργα  πάνω σε προβλήµατα της µη-
Ευκλείδειας γεωµετρίας. Το τελευταίο απ’ αυτά, ολοκληρώθηκε 
από τον Λοµπατσέφσκι όχι πολύ πριν από το θάνατό του, καθ’ 
υπαγόρευση, µιας κι ο ίδιος  δεν ήταν σε θέση να γράψει πια λόγω 
της τύφλωσης που τον επηρέασε στα τελευταία χρόνια της ζωής 
του. 
   Η επιστηµονική δραστηριότητα του Λοµπατσέφσκι δεν 
περιορίζεται µόνο στην γεωµετρία. Αυτός  έχει επίσης διάφορες 
θεµελιώδεις συνεισφορές στην άλγεβρα και στο λογισµό. Η 
µέθοδος προσέγγισης της  λύσης µιας αλγεβρικής εξίσωσης  που 
επεξεργάστηκε είναι πολύ κοµψή και αποτελεσµατική. 
   Οι φιλοσοφικές απόψεις του Λοµπατσέφσκι έχουν µια φανερά 
εκφρασµένη υλιστική κλίση. Αυτός θεωρούσε ότι το πείραµα και η 
πράξη είναι τα ποιο αξιόπιστα µέσα για τον έλεγχο των θεωρητικών 
συµπερασµάτων. Αξίωνε η µαθηµατική διδασκαλία να αναδεικνύει 
τα πραγµατικά φαινόµενα πίσω από τις µαθηµατικές δράσεις. 
   Το 1846 ο Λοµπατσέφσκι απαλλάχθηκε από τα καθήκοντά του 
στο πανεπιστήµιο και διορίστηκε βοηθός επιµελητής της 
εκπαιδευτικής περιοχής του Καζάν. 
   Πέθανε στις 24 (12) Φεβρουαρίου 1856. Το 1896 στο Καζάν 
υψώθηκε µνηµείο για να τιµήσει την µνήµη του.1 
  

                                                 
1 Ο αναγνώστης µπορεί να βρει περισσότερες λεπτοµέρειες για την ζωή του 
Λοµπατσέφσκι στο V.F.Kagan, N. Lobachevsky and His Contribution to the World 
Science by Foreign Languages Publishing House Moscow, 1957. 
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Παράγραφος 2. Η προέλευση των Αξιωµάτων και ο ρόλος τους 

στην Γεωµετρία 
 

   Για να αποσαφηνίσουµε το ρόλο των αξιωµάτων θα δώσουµε µια 
σκιαγράφηση των βασικών βηµάτων στην ανάπτυξη της γεωµετρίας 
από τα αρχαία χρόνια. 
   Το λίκνο της γεωµετρίας ήταν οι χώρες της Αρχαίας Ανατολής 
όπου σηµαντικοί πρακτικοί κανόνες για την µέτρηση γωνιών, 
εµβαδών  κάποιων σχηµάτων, και του όγκου απλών στερεών 
χρησιµοποιούνταν για χιλιάδες χρόνια ανταποκρινόµενοι στην 
ανάγκη καταµέτρησης της γης, στην αρχιτεκτονική και την 
αστρονοµία. Αυτοί οι κανόνες αναπτύχθηκαν εµπειρικά (από το 
πείραµα) και πέρασαν από στόµα σε στόµα. Στα παλαιότερα 
κείµενα που φτάσανε σε µας  συναντάµε συχνά εφαρµογές 
γεωµετρικών κανόνων, αλλά δεν βρίσκουµε προσπάθειες για την 
τυποποίησή τους. 
   Με το πέρασµα του χρόνου ο κύκλος των αντικειµένων στα οποία 
οι αποκτηµένες γεωµετρικές γνώσεις  εφαρµόζονταν, διευρύνθηκε 
και προέκυψε η ανάγκη να τυποποιηθούν οι κανόνες σε όσο το 
δυνατόν ποιο γενική µορφή, το οποίο έφερε µια κίνηση στη 
γεωµετρία από την χειροπιαστή αντίληψη προς τις αφηρηµένες 
έννοιες. Για παράδειγµα, ο κανόνας που αναπτύχθηκε για την 
µέτρηση του εµβαδού ενός ορθογωνίου σχεδίου της γης 
αποδείχτηκε εφαρµόσιµο για την µέτρηση ενός χαλιού, την 
επιφάνεια ενός τοίχου κλπ, µε αποτέλεσµα εξ’ αυτών να αναδυθεί η 
αφηρηµένη έννοια του ορθογωνίου.  
   Έτσι σχηµατίστηκε ένα σύστηµα γνώσεων που ονοµάστηκε 
γεωµετρία. Στα πρώιµά της στάδια αυτή ήταν µια εµπειρική 
επιστήµη, δηλαδή όλα της τα αποτελέσµατα παράγονταν 
κατευθείαν από το πείραµα. 
   Η ανάπτυξη της γεωµετρίας πήρε µια νέα κατεύθυνση όταν έγινε 
γνωστό ότι κάποιες από τις προτάσεις της δεν χρειάζονταν 
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εµπειρική τεκµηρίωση, αφού αυτές µπορούσαν να παραχθούν από 
άλλες προτάσεις, ως συµπεράσµατα, ακολουθώντας κάποιους 
λογικούς κανόνες. Οι προτάσεις της γεωµετρίας τώρα διαιρέθηκαν 
σε δυο κατηγορίες: αυτές που εγκαθιδρύονταν εµπειρικά (που 
αργότερα ονοµάστηκαν αξιώµατα) και αυτές που µπορούσαν να 
αποδειχτούν λογικά µε βάση τα αξιώµατα (θεωρήµατα). 
   Επειδή η λογική τεκµηρίωση δεν απαιτεί ούτε ειδικά µέσα ούτε 
διάφορες κουραστικές µετρήσεις, τεχνικά είναι πολύ απλούστερη 
από την εµπειρική προσέγγιση, οι επιστήµονες από την αρχαιότητα 
φυσιολογικά ήρθαν αντιµέτωποι µε το πρόβληµα της αναγωγής του 
πρώτου είδους προτάσεων (αξιώµατα) σε έναν ελάχιστο αριθµό 
προτάσεων έτσι ώστε να ελαφρυνθεί το έργο των γεωµετρών 
µετακινώντας το κύριο φορτίο της δουλειάς τους, στη σφαίρα της 
λογικής επιχειρηµατολογίας. Αυτός ο στόχος αποδείχτηκε εφικτός  
αφού η γεωµετρία αποµακρύνθηκε από όλες τις ιδιότητες των 
σωµάτων εκτός  της έκτασης, και διαπιστώθηκε ότι όλες οι δυνατές 
γεωµετρικές σχέσεις µπορούν να παραχθούν από έναν περιορισµένο 
αριθµό υποθέσεων ή αξιωµάτων. 
   Έτσι η γεωµετρία µετατράπηκε από εµπειρική σε παραγωγική 
επιστήµη1 η οποία στις µέρες µας  είναι η αξιωµατική παρουσίαση. 
   Το ποιο πρώιµο βιβλίο το οποίο έφτασε σε µας, µε µια 
συστηµατική παρουσίαση των βασικών προτάσεων της γεωµετρίας 
είναι τα Στοιχεία του Ευκλείδη το οποίο γράφτηκε γύρω στο 300 
πΧ. 
Αυτό το έργο έχει την ακόλουθη δοµή: Μετά τους ορισµούς και τα 
αξιώµατα έρχεται στις αποδείξεις των θεωρηµάτων και στις λύσεις 
προβληµάτων. Κάθε νέο θεώρηµα αποδεικνύεται µε βάση τα 
αξιώµατα και τα θεωρήµατα που έχουν αποδειχθεί πιο πριν. Τα 
αξιώµατα δεν αποδεικνύονται αλλά απλώς δηλώνονται. 
   Για δυο χιλιάδες χρόνια τα Στοιχεία του Ευκλείδη απολάµβαναν 
την αδιαµφισβήτητη αυθεντία ανάµεσα στους διανοούµενους. Ένα 

                                                 
1  Μια παραγωγή είναι η εξαγωγή ενός συµπεράσµατος. Μια επιστήµη καλείται 
παραγωγική όταν οι νέες δηλώσεις της παράγονται από προηγούµενες µε λογικό τρόπο. 
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σηµείο όµως  µέσα σ’ αυτά δεν ήταν τελείως νοµιµοποιηµένο. Αυτό 
ήταν το (πέµπτο) αίτηµα  των παραλλήλων διατυπωµένο ως εξής: 
   Αν µια ευθεία τέµνει δυο άλλες και σχηµατίζει µε αυτές ένα ζεύγος 
‘εντός και επί τα αυτά  γωνιών µε άθροισµα µικρότερο από δυο 
ορθές, τότε οι ευθείες, προεκτεινόµενες κατάλληλα, τέµνονται προς το 
µέρος που βρίσκονται οι γωνίες αυτές.1  
   ∆εν δηµιουργήθηκαν αµφιβολίες για την εγκυρότητα του 
Ευκλείδειου αξιώµατος. Η αβεβαιότητα σχετικά µ’ αυτό βρισκόταν 
κάπου αλλού. Ήταν δικαιολογηµένη η θέση του ανάµεσα στα 
αξιώµατα; Μήπως µπορούσε να αποδειχθεί από τα αξιώµατα των 
Στοιχείων κι έτσι να µεταφερθεί στην κατηγορία των θεωρηµάτων; 
   Αρχικά οι προσπάθειες για την απόδειξη του αιτήµατος των 
παραλλήλων αντικατοπτρίζουν την τάση που αναφέραµε  
παραπάνω για τον περιορισµό των γεωµετρικών προτάσεων που 
απαιτούσαν εµπειρική τεκµηρίωση. Με την πάροδο του χρόνου η 
κατάσταση άλλαξε. Η εµπειρική αρχή των αξιωµάτων λησµονήθηκε 
και άρχισαν να τα µεταχειρίζονται σαν αυταπόδεικτες αλήθειες, 
ανεξάρτητες από την εµπειρία ή οποιοδήποτε πείραµα.2  Αυτή η 
οπτική οδήγησε στην πεποίθηση ότι το αίτηµα των παραλλήλων, το 
οποίο είναι δύσκολο να αναγνωριστεί ως αυταπόδεικτο λόγω της 
περίπλοκης διατύπωσής του, δεν είναι στην πραγµατικότητα αξίωµα 
αλλά µια δήλωση που πρέπει να αποδειχθεί. Όµως πολλές 
προσπάθειες προς αυτή την κατεύθυνση δεν είχαν θετικά 
αποτελέσµατα. Σαν τον µαγεµένο θησαυρό, το αίτηµα των 

                                                 
1 Στα σχολικά εγχειρίδια το αίτηµα παραλλήλων του Ευκλείδη, έχει αντικατασταθεί µε 
την ισοδύναµη πρόταση: Μόνο µια παράλληλη ευθεία µπορούµε να φέρουµε προς 
δοθείσα ευθεία από ένα σηµείο που δεν ανήκει πάνω σ’ αυτήν. 
   ∆υο αξιώµατα της Ευκλείδειας, ή άλλης γεωµετρίας , θεωρούνται ισοδύναµα, αν από 
αυτά παράγονται οι ίδιες προτάσεις µε την προϋπόθεση ότι όλα τα άλλα αξιώµατα 
παραµένουν ίδια.   
2 Είναι γνωστό ότι άνθρωποι που γεννήθηκαν τυφλοί αλλά ανάκτησαν την όρασή τους 
χειρουργικώς, δεν µπορούν να ξεχωρίσουν έναν κύβο από µια σφαίρα για κάποιον 
χρόνο µετά την επέµβαση δίχως πρώτα να τα αγγίξουν. Αυτό δείχνει πως υπάρχει 
ανάγκη της εµπειρίας για την ορθή αντίληψη των γεωµετρικών εικόνων, δίχως την 
οποία οι γεωµετρικές έννοιες δεν µπορούν να σχηµατιστούν.  
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παραλλήλων δεν αποκάλυπτε τα µυστικά του στους ερευνητές. Οι 
απόπειρες  για την απόδειξή του, που κατανάλωσαν ένα τροµερό 
ποσό διανοητικών προσπαθειών γενεών στοχαστών,  απέτυχαν ως 
το τίµηµα της ιδεαλιστικής ερµηνείας της ουσίας των αξιωµάτων. 
   Ο ποιο κοινός τύπος εσφαλµένης απόδειξης του Ευκλείδειου 
αιτήµατος παραλλήλων ήταν η αντικατάστασή του µε µια 
ισοδύναµη πρόταση, για παράδειγµα: Μια κάθετη και µια πλάγια 
ευθεία πάνω στην ίδια ευθεία τέµνονται, ή δεν υπάρχει τρίγωνο όµοιο 
προς δοθέν τρίγωνο που να είναι ίσο µε αυτό, ή ο γεωµετρικός τόπος 
των σηµείων που ισαπέχουν από δοσµένη ευθεία και βρίσκονται προς 
το ίδιο µέρος της, είναι µια ευθεία γραµµή, ή τρία σηµεία είναι είτε 
συνευθειακά είτε οµοκυκλικά. Αργότερα διαπιστώθηκε ότι όλες 
αυτές οι προτάσεις είναι   εσφαλµένες αν το Ευκλείδειο αίτηµα δεν 
ισχύει. Συνεπώς  λαµβάνοντας ως αξίωµα κάποια απ’ αυτές είναι 
σαν να υποθέτουµε την εγκυρότητα του Ευκλείδειου αιτήµατος, 
δηλαδή υποθέτουµε ότι είναι ορθό αυτό το οποίο θέλουµε να 
αποδείξουµε. 
  Ο Λοµπατσέφσκι πήρε διαφορετικό δρόµο στην έρευνά του πάνω 
στην θεωρία των παραλλήλων. Ξεκινώντας µε την απόπειρα να 
αποδείξει το αξίωµα των παραλλήλων είδε ότι κάποιος οδηγείται σε 
τελείως αναπάντεχα αποτελέσµατα. Αυτές οι απόπειρες συνίσταντο 
στην χρήση της απόδειξης µε αντίφαση (απαγωγή σε άτοπο) και 
ήταν στηριγµένες στο ακόλουθο επιχείρηµα: Αν το Ευκλείδειο 
αίτηµα παραλλήλων είναι συνέπεια των υπόλοιπων αιτηµάτων των 
Στοιχείων, και αν κάποιος υποθέσει κακόβουλα ότι τουλάχιστον δυο 
ευθείες που δεν τέµνουν δοθείσα ευθεία και που βρίσκονται στο ίδιο 
επίπεδο µ’ αυτήν  µπορούν χαραχθούν από σηµείο εκτός αυτής, τότε 
αυτή η υπόθεση αργά ή γρήγορα, θα οδηγήσει µέσω των συνεπειών 
της σε κάποια αντίφαση. Βρίσκοντας όµως ολοένα κι άλλες νέες 
συνέπειες αυτής της υπόθεσης, ο Λοµπατσέφσκι πείστηκε ότι δεν 
έχει σηµασία πόσο παράδοξες φαίνονται αυτές οι συνέπειες από την 
σκοπιά της Ευκλείδειας γεωµετρίας, κι ότι αυτές µπορούν να 
σχηµατίσουν την βάση µιας νέας επιστηµονικής θεωρίας. 
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   Έτσι στην θεµελίωση της µη Ευκλείδειας γεωµετρίας1 το αξίωµα 
των παραλλήλων διαφέρει από αυτό της Ευκλείδειας και συµπίπτει 
µε την υπόθεση που δόθηκε παραπάνω η οποία από δω και πέρα θα 
αναφέρεται ως Λοµπατσέφσκιο αίτηµα παραλλήλων.   
   Βέβαια παραµένει ακόµα ασαφές το κατά πόσο κάποιος µπορεί µε 
σιγουριά να πει ότι καµιά από τις άπειρες  δυνατές συνέπειες του 
Λοµπατσέφσκιου αξιώµατος παραλληλίας δεν οδηγεί σε αντίφαση. 
Ο Λοµπατσέφσκι σκιαγράφησε έναν τρόπο για την επίλυση αυτού 
του προβλήµατος, επισηµαίνοντας ότι η συνέπεια της γεωµετρίας 
που εξερευνούσε θα ήταν εξασφαλισµένη από την δυνατότητα 
αριθµοποίησής της, δηλαδή από την δυνατότητα  αναγωγής της 
λύσης κάθε γεωµετρικού προβλήµατος σε αριθµητικούς 
υπολογισµούς και αναλυτικούς µετασχηµατισµούς 
χρησιµοποιώντας τους τύπους της υπερβολικής τριγωνοµετρίας που 
παρήγαγε ο ίδιος. Άλλοι επιστήµονες βρήκαν αργότερα αυστηρές 
αποδείξεις της συνέπειας της γεωµετρίας του. 
   Οι έρευνες του Λοµπατσέφσκι στο πεδίο της υπερβολικής 
γεωµετρίας  ήταν πολύ µεγάλης έκτασης καλύπτοντας στοιχεία 
τριγωνοµετρίας, αναλυτικής και διαφορικής γεωµετρίας. 
Χρησιµοποιώντας της µεθόδους της γεωµετρίας του παρήγαγε 
περισσότερους από 200 νέους τύπους για τον υπολογισµό 
ορισµένων ολοκληρωµάτων.   
   Οι ανακαλύψεις του Λοµπατσέφσκι θεωρήθηκαν από τους 
συγχρόνους του, ακόµη και από τους µαθητές του, ως τερατώδεις 
ανοησίες, θρασύτατη περιφρόνηση της λογικής και του κοινού νου2. 
                                                 
1 Έχει βρεθεί ότι εκτός από την γεωµετρία που ανακάλυψε ο Λοµπατσέφσκι, πολλές 
άλλες ακόµα γεωµετρίες µπορούν να κατασκευαστούν. 
2 Βέβαια δεν µπορεί κανείς µε αβάσιµες υποψίες να πει ότι οι σύγχρονοι του 
Λοµπατσέφσκι ήταν ανίκανοι να καταλάβουν τις έρευνές του. Πολλοί δεν εξέφρασαν 
κάποια άποψη πιθανόν γιατί η περιοχή των επιστηµονικών τους ενδιαφερόντων δεν 
περιλάµβανε την σφαίρα των ερευνών του Λοµπατσέφσκι. Επίσης γνωρίζουµε ότι ο 
περίφηµος Γερµανός µαθηµατικός Karl Gauss και ο εξαίρετος Ουγγαρέζος γεωµέτρης 
Janos Bolyai, ανεξάρτητα από τον Λοµπατσέφσκι , έφτασαν στην ιδέα της δυνατότητας 
της κατασκευής µιας µη Ευκλείδειας γεωµετρίας, συµµεριζόµενοι τις απόψεις του. Ο 
Gauss φοβούµενος µήπως δεν γίνει κατανοητός και γελοιοποιηθεί, δεν δηµοσίευσε του 
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Μια τέτοια στάση απέναντι σε µια µεγάλη ιδέα που γκρεµίζει ιερές 
προκαταλήψεις δεν προκαλεί έκπληξη. Η Ηλιοκεντρική θεωρία του 
Κοπέρνικου, η οποία αρνήθηκε αυτό που φαινόταν  προφανές και 
ισχυριζόταν αυτό που ήταν αδιανόητο να φανεί, είχε την ίδια 
εχθρική υποδοχή. Χρειάζεται πολύ βαθύτερη αντίληψη για την 
κατανόηση της αποδεκτικότητας των δυο γεωµετριών. Ας 
περάσουµε τώρα στην παρουσίαση κάποιων από τα ευκολότερα 
στην κατανόηση επιχειρηµάτων. 
   Η παράγραφος πάνω στην επίπεδη γεωµετρία στα σχολικά βιβλία 
µελετά το επίπεδο ανεξάρτητα από τον περιβάλλοντα χώρο. Με 
άλλα λόγια επιπεδοµετρία είναι η γεωµετρία του Ευκλείδειου 
επιπέδου. Γεωµετρίες κάποιων καµπύλων επιφανειών είναι επίσης 
πολύ γνωστές. Ένα παράδειγµα είναι η σφαιρική γεωµετρία, η 
οποία ευρέως χρησιµοποιείται στην αστρονοµία και σε άλλους 
γνωστικούς κλάδους. 
   Σε κάθε επιστήµη οι απλούστερες έννοιες είναι οι ποιο 
θεµελιώδεις. Στην Ευκλείδεια γεωµετρία αυτές είναι οι έννοιες του 
σηµείου, της ευθείας και του επιπέδου. Αυτοί οι όροι διατηρούνται 
στην µη-Ευκλείδεια γεωµετρία, έτσι ώστε ‘ευθεία γραµµή’ να 
σηµαίνει µια γραµµή κατά µήκος της οποίας µετράµε την µικρότερη 
απόσταση µεταξύ δυο σηµείων. Το ‘επίπεδο’ είναι η επιφάνεια που 
έχει την ιδιότητα αν δυο σηµεία µιας ‘ευθείας’ ανήκουν στην 
επιφάνεια, τότε όλα τα σηµεία της ‘ευθείας’ ανήκουν στην 
επιφάνεια. Στην σφαιρική γεωµετρία για παράδειγµα µια σφαίρα 
και οι µέγιστοι κύκλοι της αναφέρονται αντιστοίχως ως ‘επίπεδο’ 
και ‘ευθεία γραµµή’. Αυτή η ορολογία είναι τελείως επίκαιρη αφού 
σε κάθε γεωµετρία η ‘ευθεία’ είναι η απλούστερη απ’ όλες τις 
γραµµές και το ‘επίπεδο’ είναι το απλούστερο απ’ όλες τις 

                                                                                                                                                                      
έρευνες στην µη-Ευκλείδεια γεωµετρία (δηµοσιευµένες το 1832) δεν έτυχαν κάποια 
υποστήριξη  στις ιδέες του Λοµπατσέφσκι, και ο Bolyai βλέποντας πως οι δικές 
αναγνώρισης, εγκατέλειψε τις µαθηµατικές του µελέτες. Έτσι ο Λοµπατσέφσκι έµεινε 
µόνος να παλεύει για την ορθότητα των ιδεών του.   
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επιφάνειες, πολύ βασικές ιδιότητες που παλαιότερα κατείχαν  η 
Ευκλείδεια ευθεία και το Ευκλείδειο επίπεδο.1  
   Θα δώσουµε κάποια χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της σφαιρικής 
γεωµετρίας. Για διαφωτιστικούς σκοπούς θα την θεωρήσουµε σαν 
την γεωµετρία της επιφάνειας µιας υδρόγειας σφαίρας. ∆εν είναι 
δύσκολο να αντιληφθούµε ότι δυο ‘ευθείες γραµµές’ σ’ αυτήν την 
γεωµετρία (πχ δυο µεσηµβρινοί) πάντοτε τέµνονται σε δυο 
αντιδιαµετρικά σηµεία της υδρογείου. Επιπλέον το άθροισµα των 
γωνιών ενός σφαιρικού τριγώνου είναι µεγαλύτερο του π. Για 
παράδειγµα, στο τρίγωνο που φράσσεται από το ένα τέταρτο του 
ισηµερινού και από τα τόξα των δυο µεσηµβρινών (σχ.1) όλες οι 
γωνίες του είναι ορθές.2     

                                                 
1 Πρέπει να σηµειώσουµε ότι στην προβολική γεωµετρία δεν υπάρχει η έννοια της 
απόστασης µεταξύ δυο σηµείων. Η ερµηνεία των εννοιών ‘ευθεία γραµµή’ και 
‘επίπεδο’ δεν εφαρµόζεται σε αυτήν την γεωµετρία. 
2 Η γωνία µεταξύ δυο ευθειών στο σηµείο τοµής τους ορίζεται ως η γωνία µεταξύ των 
εφαπτοµένων τους στο σηµείο αυτό. 
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   Φυσικά εκτός από τις υδρόγειες σφαίρες στην γεωγραφία 
χρησιµοποιούνται και  χάρτες της γήινης επιφάνειας. Αυτό είναι 
ισοδύναµο µε την µελέτη της σφαιρικής γεωµετρίας θεωρώντας 
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χάρτες της σφαίρας, το οποίο είναι τελείως δυνατό υπό τον όρο ότι 
έχουµε δείξει πώς θα µετρήσουµε τις πραγµατικές γραµµές και τις 
πραγµατικές γωνίες από τις αναπαραστάσεις τους πάνω στο χάρτη, 
δεδοµένου ότι οι τελευταίες είναι παραµορφωµένες και ο 
χαρακτήρας της παραµόρφωσης δεν είναι οµοιόµορφος πάνω σε 
ολόκληρο το χάρτη. Ένα είδος χάρτη της γης χρησιµοποιεί την 
λεγόµενη Μερκατοριανή προβολή1 (σχ.2). Σ’ αυτήν οι µεσηµβρινοί 
προβάλλονται σαν παράλληλες ευθείες και οι κάθετες που 
αντιστοιχούν στους γεωγραφικούς παράλληλους είναι τέτοιες ώστε 
το τµήµα που αναπαριστά  1ο ενός παραλλήλου έχει το ίδιο µήκος 
ανεξάρτητα του γεωγραφικού πλάτους. Στην πραγµατικότητα όµως 
το µήκος ενός βαθµού ενός παραλλήλου µικραίνει καθώς αυξάνει 
το γεωγραφικό πλάτος. 
   Αφού µια επιφάνεια έχει δυο διαστάσεις, η γεωµετρία που µελετά 
σχήµατα που ανήκουν πάνω σε κάποια επιφάνεια καλείται συνήθως 
διδιάστατη, και η επιφάνεια η ίδια καλείται διδιάστατος χώρος. ∆υο 
τύποι διδιάστατης γεωµετρίας είναι γνωστά από την αρχαιότητα, η 
Ευκλείδεια (για το επίπεδο) και η σφαιρική.  Οι µαθηµατικοί δεν 
έδωσαν καµιά ιδιαίτερη σηµασία στην ύπαρξη διδιάστατης µη 
Ευκλείδειας γεωµετρίας, δηλαδή της σφαιρικής γεωµετρίας, για τον 
απλούστατο λόγο ότι αυτή µελετάται µέσα στον τρισδιάστατο 
Ευκλείδειο χώρο, πράγµα που τους έκανε να µην αναγνωρίσουν τις 
µη-Ευκλείδειες ιδιότητες της σφαίρας ως τέτοιες. 
   Σαν αποτέλεσµα των ερευνών του Λοµπατσέφσκι ήταν η 
συνειδητοποίηση ότι όχι µόνο µπορούµε να συλλάβουµε νοητικά 
την ύπαρξη επιφανειών µε µη Ευκλείδειες ιδιότητες, αλλά και 
τρισδιάστατων µη Ευκλείδειων χώρων. 
   Η εισαγωγή στην ιδέα της τρισδιάστατης Ευκλείδειας γεωµετρίας 
µπορεί να µοιάζει µε µυστήριο εκτός κι αν δώσουµε τις  παρακάτω 
διευκρινήσεις. 

                                                 
1 O Gerhard Mercator (1512-1594) ήταν ένας σπουδαίος Φλαµανδός γεωγράφος. Η 
προβολή που προτάθηκε απ’ αυτόν το 1569 έτυχε καθολικής αποδοχής και οι ναυτικοί 
χάρτες συντάσσονται µε αυτήν από τότε. 
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   Μερικές φορές είναι βολικό να αναπαραστήσουµε τα 
αποτελέσµατα της µελέτης κάποιας κλάσης φαινοµένων µε µια 
γεωµετρική µορφή. Τα δεδοµένα για παράδειγµα της αύξησης 
παραγωγικότητας της εργασίας συχνά παρουσιάζονται µε µορφή 
γραφηµάτων και διαγραµµάτων. Αυτό δείχνει ότι διάφορες 
πραγµατικές διεργασίες µπορούν να περιγραφούν µέσω 
γεωµετρικών εικόνων.  
   Αν ένα γράφηµα θεωρηθεί ως ευθεία του Ευκλείδειου επιπέδου 
τότε προφανώς για την εικόνα του χρησιµοποιείται η διδιάστατη 
Ευκλείδεια γεωµετρία. Σε ποιο σύνθετες καταστάσεις µπορούµε να 
καταφύγουµε σε τρισδιάστατες ή ακόµη και σε  πολυδιάστατες 
Ευκλείδειες και µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, χωρίς  να σηµαίνει ότι 
όλες αυτές περιγράφουν εκτατικές σχέσεις. Υπάρχουν θεωρίες που 
χρησιµοποιούν γεωµετρικούς όρους στην τυποποίησή τους, και 
αυτοί οι όροι, γενικά µιλώντας, δεν έχουν σηµασία που να 
σχετίζεται µε έννοιες του χώρου. Έτσι προσθέτοντας τον χρόνο ως 
τέταρτη διάσταση στις τρεις διαστάσεις του πραγµατικού χώρου  
εισάγουµε την έννοια του τετραδιάστατου χώρου στον οποίο ένα 
χρονικό διάστηµα θεωρείται ως ‘τµήµα ευθείας γραµµής’. Στις 
περισσότερες περιπτώσεις αυτή η προσέγγιση δηµιουργεί µόνο την 
εµφάνιση µιας εικόνας, ωστόσο διευκολύνει την ανάλυση των 
φαινοµένων σε κάποιο βαθµό όταν αυτά µελετώνται µ’ αυτήν την 
µέθοδο. 
   Έτσι η κατασκευή της µη-Ευκλείδειας γεωµετρίας είναι 
δικαιολογηµένη από τη δυνατότητα εφαρµογής των 
συµπερασµάτων της σε πραγµατικά αντικείµενα. Το γεγονός ότι 
αυτά τα συµπεράσµατα είναι εκφρασµένα σε γεωµετρική γλώσσα 
δεν έχει πραγµατικές συνέπειες. ∆εν είναι δύσκολο να 
τροποποιήσουµε την γεωµετρική τυποποίηση ώστε αυτή να 
αντιστοιχεί σε ιδιότητες των αντικειµένων και των φαινοµένων του 
ζητήµατος που µας απασχολεί. 
   Η αντικατάσταση κάποιων εννοιών από άλλες να σηµειώσουµε 
ότι είναι µια κοινή πρακτική στα εφαρµοσµένα µαθηµατικά όπου 
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µια θεωρία µπορεί να περιγράφει ποιοτικώς διαφορετικά 
αντικείµενα τα οποία όµως κυβερνώνται από τους ίδιους 
µαθηµατικούς νόµους1.     
    Οι τρισδιάστατες γεωµετρίες απαιτούν ειδική προσοχή. 
Ανεξαρτήτως από τις άλλες εφαρµογές τους αυτές µπορούν να 
ιδωθούν ως υποθέσεις που αξιώνουν να περιγράψουν τις ιδιότητες 
του πραγµατικού χώρου. Ποια είναι πιο κοντά στην 
πραγµατικότητα είναι ένα πρόβληµα το οποίο µπορεί να λυθεί µόνο 
µε το πείραµα. 
   Αλλά ας σηµειώσουµε το ακόλουθο γεγονός, το οποίο είναι 
σηµαντικό για την παραπέρα παρουσίαση. Ένας χάρτης του 
Λοµπατσέφσκιου επιπέδου µπορεί να κατασκευαστεί πάνω στο 
Ευκλείδειο επίπεδο, και µε περισσότερους από έναν τρόπους, 
ακριβώς όπως έγινε και στην περίπτωση της σφαίρας. Θα 
χρησιµοποιήσουµε την ανάλυση ενός τέτοιου χάρτη σαν βάση για 
την µελέτη της υπερβολικής γεωµετρίας που θα κάνουµε εδώ. 
   Η γεωµετρία Λοµπατσέφσκι έτυχε γενικής αναγνώρισης στις 
ακόλουθες περιστάσεις. Το 1868 ο Ιταλός γεωµέτρης Eugenio 
Beltrami (1835-1900)  µελέτησε µια επιφάνεια του Ευκλείδειου 
χώρου η οποία έχει τις ιδιότητες του Λοµπατσέφσκιου επιπέδου, ή 
καλύτερα κάποιου τµήµατος αυτού του επιπέδου (αν η συντοµότερη 
γραµµή πάνω στην επιφάνεια θεωρηθεί ως «ευθεία γραµµή»). Αυτή 
η έρευνα, η οποία λίγο αργότερα οδήγησε σε διάφορους χάρτες του 
Λοµπατσέφσκιου επιπέδου, έπεισε τους επιστήµονες για την 
ορθότητα των ιδεών του Ρώσου γεωµέτρη δίνοντας την ώθηση για 
βαθύτερη σπουδή του έργου του και παρακίνησε το ξεκίνηµα 
πολλών ερευνών στο πεδίο των µη-Ευκλείδειων γεωµετριών. 
   Η εξερεύνηση των µη-Ευκλείδειων γεωµετριών θέτει ένα 
εξαιρετικά σύνθετο πρόβληµα στους φυσικούς, αυτό της εξήγησης 
αν ο φυσικός χώρος είναι Ευκλείδειος όπως πιστεύαµε νωρίτερα, 

                                                 
1 Για την πρακτική εφαρµογή αυτών των αρχών δες την παράγραφο πάνω στις 
προσοµοιώσεις στο V.G. Boltyansky’s Differentiation Explained (Mir Publishers, 
Moscow). 
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και αν όχι σε ποιόν τύπο µη-Ευκλείδειας γεωµετρίας ανήκει1. Για 
να απαντήσουµε  σ’ αυτό είναι αναγκαίο να τσεκάρουµε την 
εγκυρότητα των αξιωµάτων πειραµατικά, εφόσον καταστεί σαφές 
ότι µε την βελτίωση των οργάνων µέτρησης η αξιοπιστία των 
πειραµατικών δεδοµένων θα αυξηθεί και µαζί της η δυνατότητα 
διείσδυσης σε λεπτοµέρειες οι οποίες διέφυγαν από την προσοχή 
παλαιότερων ερευνητών.  
   Έτσι ο Λοµπατσέφσκι έφερε την γεωµετρία πίσω σε µια υλική 
ερµηνεία των αξιωµάτων της ως προτάσεων που εισηγούνται 
βασικές γεωµετρικές ιδιότητες του χώρου, θεωρούµενες από την 
ανθρωπότητα ως πειραµατικά αποτελέσµατα. 
   Ακόµη δεν µπορούµε να θεωρήσουµε το πρόβληµα της 
γεωµετρικής δοµής του φυσικού χώρου πλήρως λυµένο.  παρόλα 
αυτά µπορούµε να σηµειώσουµε ότι στην µοντέρνα θεωρία της 
σχετικότητας ο πραγµατικός χώρος θεωρείται στη βάση ενός 
αριθµού δεδοµένων που είναι µη Ευκλείδεια και έχουν γεωµετρικές 
ιδιότητες πολύ πιο σύνθετες απ’ αυτές του Λοµπατσέφσκιου χώρου. 
Ένα από  τα βαρύτερα πλήγµατα στην πίστη της Ευκλείδειας δοµής 
του πραγµατικού χώρου προήλθε από την ανακάλυψη του φυσικού 
νόµου ότι δεν υπάρχει ταχύτητα που να ξεπερνάει την ταχύτητα του 
φωτός. 
   Τώρα µπορούµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα που κανείς ακούει 
συχνά, δηλαδή ποια από τις δυο γεωµετρίες, του Ευκλείδη ή του 
Λοµπατσέφσκι είναι η αληθινή. 
   Παρόµοιο ερώτηµα δεν τίθεται όσον αφορά την διδιάστατη 
Ευκλείδεια και την σφαιρική  γεωµετρία. Αµφότερες είναι αληθείς 
αλλά η καθεµιά έχει διαφορετική σφαίρα εφαρµογών. Οι τύποι της 
σφαιρικής γεωµετρίας δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν για 
επίπεδα σχήµατα όπως και οι τύποι της διδιάστατης Ευκλείδειας 
γεωµετρίας  δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν για σχήµατα πάνω 

                                                 
1 Στην θεώρηση αυτού του προβλήµατος, η πιθανότητα ο πραγµατικός χώρος να είναι 
όντως µη οµοιόµορφος δηλαδή η γεωµετρική του δοµή να είναι διαφορετική στα 
διάφορα σηµεία του, δεν πρέπει να παραµεληθεί. 
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στη σφαίρα. Το ίδιο είναι αληθές και για τις τρισδιάστατες 
γεωµετρίες. Καθεµιά απ’ αυτές είναι λογικά συνεπής και έχει τις  
εφαρµογές της σε κάποιο πεδίο όχι αναγκαία γεωµετρικού 
χαρακτήρα, αλλά θα πρέπει να ακυρωθεί αν της αποδοθεί ένας 
καθολικός χαρακτήρας. 
   Το πρόβληµα της γεωµετρικής δοµής του πραγµατικού χώρου, 
όπως έχουµε σηµειώσει εµπίπτει στο πεδίο της φυσικής και δεν 
µπορεί να λυθεί µέσω της καθαρής γεωµετρίας. Η ιδιαιτερότητά 
του, παρεµπίπτοντος, είναι ότι καµιά γεωµετρία δεν αναπαριστά τις 
χωρικές σχέσεις µε απόλυτη ακρίβεια. Η µοριακή δοµή της ύλης, 
για παράδειγµα, αποκλείει την ύπαρξη στερεών µε διαστάσεις 
αντιληπτές µε την αφή τα οποία να έχουν τις ιδιότητες της ιδεατής 
σφαίρας. Εποµένως η εφαρµογή των γεωµετρικών κανόνων για την 
λύση προβληµάτων υλικής υπόστασης µας  παρέχει µόνο 
προσεγγιστικά αποτελέσµατα. Έτσι η αντίληψή µας για την 
γεωµετρική δοµή του πραγµατικού χώρου συνοψίζεται στην 
επιστηµονικά δικαιολογηµένη πεποίθηση ότι µια γεωµετρία µας 
δίνει καλύτερη περιγραφή των σχέσεων του πραγµατικού χώρου 
από τις άλλες. 
   Αν και η θεωρία της σχετικότητας χρησιµοποιεί τύπους της µη-
Ευκλείδειας γεωµετρίας αυτό δεν σηµαίνει ότι η Ευκλείδεια 
γεωµετρία θα πρέπει να απορριφθεί , όπως συµβαίνει µε την 
αστρονοµία, την αλχηµεία και κάποιες ψευδοεπιστήµες σαν κι 
αυτές. Και οι δυο γεωµετρίες είναι εργαλεία για την εξερεύνηση 
χωρικών µορφών, αλλά η µη-Ευκλείδεια επιτρέπει να γίνουν 
λεπτότερες µελέτες, ενώ η Ευκλείδεια είναι ανεπαρκής για την 
επίλυση πολλών πρακτικά σηµαντικών προβληµάτων τα οποία 
απαιτούν υψηλό βαθµό ακρίβειας. Ταυτόχρονα επειδή 
χαρακτηρίζεται από µεγάλη απλότητα η ευρεία εφαρµογή της είναι 
µονίµως εγγυηµένη. 
  Για να κλείσουµε αυτήν την σύντοµη σκιαγράφηση ας 
σηµειώσουµε τις νέες ιδέες που εισήγαγε ο Λοµπατσέφσκι στην 
ανάπτυξη της γεωµετρίας. 
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   Η επιστηµονική συµβολή αυτού του σπουδαίου στοχαστή δεν 
περιορίζεται µόνο στην αποκάλυψη του χιλιόχρονου µυστηρίου του 
αξιώµατος των παραλλήλων αλλά η σηµασία του έργου του ήταν 
ασύγκριτα µεγαλύτερη. 
   Υποβάλλοντας ένα από τα αξιώµατα του Ευκλείδη σε κριτική 
ανάλυση ο Λοµπατσέφσκι έθεσε τις βάσεις για την επανεξέταση 
κάποιων αρχικών προτάσεων του Ευκλείδειου συστήµατος οι 
οποίες µεταγενέστερα οδήγησαν στην ανάπτυξη αυστηρών 
επιστηµονικών αρχών για την αξιωµατική θεµελίωση της 
γεωµετρίας και άλλων µαθηµατικών κλάδων. 
   Οι ανακαλύψεις του Λοµπατσέφσκι στην υπερβολική γεωµετρία 
ελευθέρωσαν την επιστήµη των χωρικών µορφών από τα στενά 
πλαίσια του Ευκλείδειου συστήµατος. Η γεωµετρία του είχε άµεσες 
εφαρµογές  στην θεωρία των ορισµένων ολοκληρωµάτων και σε 
άλλους µαθηµατικούς τοµείς. 
   Ο Λοµπατσέφσκι ξεκίνησε την διαπραγµάτευση προβληµάτων 
που δεν είχαν εγείρει προηγούµενοι µαθηµατικοί, 
συµπεριλαµβανοµένου κι αυτό της γεωµετρικής δοµής του 
πραγµατικού χώρου. ∆ίχως αυτήν ,η θεωρία της σχετικότητας , ένα 
από τα µεγαλύτερα επιτεύγµατα της µοντέρνας φυσικής, δεν θα 
ήταν εύκολο να αναπτυχθεί. Παίρνοντας τις έρευνες του 
Λοµπατσέφσκι για ξεκίνηµα οι επιστήµονες  οικοδόµησαν µια 
θεωρία η οποία δίνει τη δυνατότητα να αναλύει τις διεργασίες που 
λαµβάνουν χώρα στον πυρήνα του ατόµου.  
   Εν κατακλείδι ας σηµειώσουµε την γνωσιολογική συνεισφορά1 
των ιδεών αυτού του µεγάλου Ρώσου µαθηµατικού. Πριν τον 
Λοµπατσέφσκι η γεωµετρία κυριαρχείτο για αιώνες από την 
ιδεαλιστική οπτική γωνία που πρωτοξεκίνησε από το Έλληνα 
φιλόσοφο Πλάτωνα. Αποδίδοντας στα αξιώµατα του Ευκλείδη έναν 
απόλυτο χαρακτήρα ο Πλάτωνας αρνήθηκε την εµπειρική τους 
αρχή. Ο Λοµπατσέφσκι αποφασιστικά γκρέµισε αυτή την 
προοπτική και επανάφερε την γεωµετρία σε µια υλιστική θέση.     
                                                 
1 Γνωσιολογία-η επιστήµη της νόησης 
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