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ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ MORLEY 

   Ζνα από τα ποιο εκπλθκτικά κεωριματα 

τθσ ςτοιχειϊδουσ Γεωμετρίασ ανακαλφφτθκε 

γφρω ςτο 1899 από τον Morley, ο οποίοσ το 

ανζφερε ςτουσ φίλουσ του κι εκείνοι το 

διζδωςαν ς’ όλο τον κόςμο με τθν μορφι 

«μακθματικοφ κουτςομπολιοφ».  

   Μετά από δζκα χρόνια μια τριγωνομετρικι 

απόδειξθ δόκθκε από τον Μ Satyanarayana 

και μια ςτοιχειϊδθσ απόδειξθ από τον  M.T. 

Naraniengar. 

Οριςμόσ 1.  Ζςτω γωνία xΟy. Ονομάηουμε 

τριχοτόμο προςκείμενθ ςτθν πλευρά Οx, τθν 

εςωτερικι θμιευκεία Οτ τθσ xΟy για τθν 

οποία ιςχφει 
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΢χ.1 

 Όμοια ορίηεται και θ τριχοτόμοσ  Οτϋ που 

είναι προςκείμενθ ςτθν γωνία Οψ. 

Παρατιρθςθ 1: Κάκε γωνία ζχει δυο 

τριχοτόμουσ, μια προςκείμενθ ςτθν μια 

πλευρά τθσ και μια προςκείμενθ ςτθν άλλθ. 

Γενικά οι τριχοτόμοι δεν μποροφν να 

καταςκευαςτοφν με κανόνα και διαβιτθ, 

μποροφν όμωσ να καταςκευαςτοφν με 

άλλουσ τρόπουσ (π.χ. με νεφςθ). 

Το κεώρθμα Morley    Οι τριχοτόμοι που 

είναι προςκείμενεσ ςτισ πλευρζσ ενόσ 

τριγώνου, τζμνονται ανά δυο, ορίηοντασ 

ιςόπλευρο τρίγωνο. 

 

΢χ.2 

Απόδειξθ 1θ ( τριγωνομετρικι ) 

Λιμμα 1:  Για κάκε χ  ιςχφει: 
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Απόδειξθ
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Λιμμα 2:   Αν Α+Β+Γ=π τότε  
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Απόδειξθ 
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Περνάμε τϊρα ςτθν απόδειξθ του 

κεωριματοσ. 

 

΢χ.3 

΢το τρίγωνο ΑΒΔ από τον νόμο των θμιτόνων 

ζχουμε:           
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Ομοίωσ βρίςκουμε: 
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Από τον νόμο των ςυνθμιτόνων ςτο τρίγωνο 

ΑΔΕ ζχουμε: ΔΕ2=ΑΔ2+ΑΕ2-2ΑΔ∙ΑΕ∙
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  
    κι ζτςι τελικά κα 

ζχουμε: ΔΕ= 8R
3 3 3
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Θ παραπάνω ζκφραςθ είναι ςυμμετρικι ωσ 

προσ Α,Β,Γ άρα μζνει αμετάβλθτθ κατά τον 

υπολογιςμό των ΔΗ και ΕΔ . ΢υνεπϊσ το 

τρίγωνο ΔΕΗ είναι ιςόπλευρο. 

 

Απόδειξθ 2θ  

Πολλζσ μακθματικζσ αποδείξεισ (όπωσ θ 

παραπάνω) είναι μακροςκελείσ και 

πολφπλοκεσ. Άλλεσ πάλι είναι μικρζσ αλλά 

πολφ ζξυπνα καταςκευαςμζνεσ. Σζτοιου 

είδουσ είναι θ δεφτερθ απόδειξθ που κα 

δϊςουμε για το κεϊρθμα Morley. 

Θ βαςικι ιδζα είναι να ξεκινιςουμε 

αντίςτροφα από ζνα ιςόπλευρο τρίγωνο και 

να καταςκευάςουμε ζνα άλλο τρίγωνο όμοιο 

προσ το αρχικό τρίγωνο ΑΒΓ. 

 

΢χ.4 

Πάνω ςτισ πλευρζσ ΕΗ, ΕΔ, ΔΗ 

καταςκευάηουμε ιςοςκελι τρίγωνα ΚΕΗ, 

ΜΕΔ, ΛΗΔ ϊςτε οι γωνίεσ των βάςεϊν τουσ 

να ικανοποιοφν τισ ςχζςεισ 

α+β+γ=1200  και α<600, β<600, γ<600. 

Προεκτείνουμε τισ πλευρζσ αυτϊν των 

ιςοςκελϊν κάτω από τισ βάςεισ τουσ μζχρι 

να ςυναντθκοφν ςτα ςθμεία Α,Β,Γ. 

Αφοφ α+β+γ+600=1800 αναφερόμενοι ςτο 

παραπάνω ςχιμα μποροφμε να 

υπολογίςουμε κάποιεσ γωνίεσ ακόμθ όπωσ 

πχ =γ,  =600-α, =600-γ, 

=600-β. Επίςθσ  =1800-β=900+900-β=900+

2


. Θ ΜΗ (ωσ διάμεςοσ των ΜΕΔ,ΕΔΗ) 

είναι διχοτόμοσ τθσ   και αφοφ 

090
2


    το Η κα ζγκεντρο του 

τριγϊνου ΑΜΓ. Όμοια τα ςθμεία Ε, Δ είναι τα 

ζγκεντρα των τριγϊνων ΒΛΑ και ΒΓΚ. Αυτό 

ςθμαίνει ότι ςε κάκε μια από τισ κορυφζσ 

Α,Β,Γ οι τρεισ μικρζσ γωνίεσ που 

ςχθματίηονται είναι ίςεσ μεταξφ τουσ.  
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  Άρα 0 1
60

3
   , 0 1

60
3

   ,   0 1
60

3
    

  Διαλζγοντασ για τισ α,β,γ τισ παραπάνω 

τιμζσ και κάνοντασ τθν παραπάνω 

καταςκευι, καταλιγουμε ςε τρίγωνο 

προφανϊσ όμοιο με το δοςμζνο αρχικό 

τρίγωνο ΑΒΓ.  
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Δείτε εδώ περιςςότερεσ αποδείξεισ του 

κεωριματοσ Morley 

https://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/BankoffProof.shtml
https://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/BankoffProof.shtml

