APIOMHTIKH OPIXIMOTHTA

‘Eoto L, n YAwooa g apOuntikng kor N 1 otavtapt gpunveia . o puo
npotaon ¢ L avil va Aéue 'ahndnc’ oty otdvtopt epunveia Bo Adue yo
cvvtopia 0t M pdtaon givar opon).

Oa Aéue 011 0 OO F()) g YA®oGoc g aptOunTiknig, optdunTikag opilet
T0 GOVOAO S QUGIKOV apu®Vy, av Kot LOVO oV Yo OAOVG TOVE PLGTKOVG
apBpovg a, Exovpe a € S<=> F(a) opOn).

Oa Aéue 0TL TO Setvarl apOuNTIKOG opicio 1N oAl aprtOunTIKG OTOV
Kdrotlog TOmog g L apfuntikae opilel To chvolo.

H évvola ot guotoloyikd enexteiveton kot yio moAv-0€cieg oyéoels. 'Evag
tomog Fy,v) apiBuntikag opilel mv oxéon R méved 6toug puoikovg aplBpong,
oV KoL LOVO v Yo OAOVG Tovg uotkove aptduovg o éxovue Rop < F(a,p)
opbn).

H évvola emiong emexteivetanr ko e cvvoptioels. Mo cvvaptnon ALyetol
aplOunTikn) ov Kot povo av n oyeon mov opilel to ypdonuo g eivor
apBuntikd. ‘Etot pa povobésio cuvaptnon f etvon apBuntikni av Kot povo ov
vrapyel Tomog Fly,v) e yYA®oooc e optOunTikng €16t MOTE Yo OAOVE TOVG
euotkovg o,f Exovpe f(a)=p av kar udévo av F(a,B) opon.

Ioybel To €1 Paoiko.

Afnupoe 1

A) KaOg avadpouikn cvovaptnon ivar opOpuntiky.
B) Kd0s avadponiké 6Ovoro sivor aplOpuntiko.

A€yovtag oToLyEu®on TOMO NG YAWGSOS TG aplOUNTIKNG, EVVOOVUE Evav
TOMO MOV KOTUOKELALETOL QIO OITOLUKOVS TOTOLE UE YPNOT HOVO GpVNomG,
ovlevéng, 014evéng Ko poyuEvie mocooeEns V<t kai 3 y<t , 6mov T givar
O6po¢ ™G YAmooas. ( ZuVEToywyn Kol 1000VVOLIEC EMTIONC EMTPETOVTIOL APOV
aVTEG BE@POVVTOL GLUVTOUOYPOPIEC TOTMV LE TOVG TOPUTAV® TEPLOPIGLOVC).
Eniong ppayuévol mocodeixteg Vy<t ka1 3 ¥<t umopovv vo ypnoipomoindodv
aPOV aTOl €ivar 1600VVALOL HE TIC ekEpacels Vy<t' ko J y<t'.

Aéyovtag 3 - oToLYEL®ONG TOTOC EVVOOLUE Evav TOTTO TG Lopeng Jx F ()
omov F gtvar ototyeindne tomog. Opoto opilovron Kot o1 V-GTotyelmdEl; TOmot.

["'evikevpévol 3 - oo e®OELS TUTTOL TTEPIAALUPAVOLY OAOVG TOLG TVITOVLS TTOL
ATOKTOVE OO TOLG CTOLXELMOELS LE EQaproyn cvlevEemv, draledéemv,



QPOYUEVOV VITOPKTIKAOV KOl KOUOOAIKOV TOCOOEIKTOV , KOl U QPAYLEVOV
VITOPKTIKOV TTOGOOEIKTDV.

AHMMA 2
Kafs avaopopikny ocvvaptnon civor oplOuntikeg opiowun omd Evav
YEVIKEVUEVO T -GTOLYELMO) TVTTO.

Ilpotaon 1
Ka0g yevikevpuévog 3- 6Tor1®mon g TOmog ival aplOpunTik®g 16000Vapog 1e
évay d -oToryEr®on tomo. :

( Avo tomot @(y,v) kot P(y,w) Aéue Ot givarl aplOunTikde 160dHvaLoL oV Yio
6Aovg Toug aptduovg a B D(a,P) eivor opbOC av ko pévo av ¥Y(a,p) eivar
opBoc. Omov a,B etvan ta voduepa twv apBuov a, B . lcodvvaua avtd onuaiver
ot weodvvapio Vy Vu(D(y,w) <= P(y,v) etvon opbiy.)

Av T gtvan por cuvenng Bempio oty YAdooo g aplfuntikng, Bo Aéue ot 1o
oOvoro X eivan opropévo oty T amd tov TOmo A(y), av yio OAo ToL v, oV VEX,
101€ A(V) glvan Oedpnua tov T, eved av ve X tote —A(v) givon Oempnua tov T.
To cvvoro X koAeiton opioipno oty T, av X gival opiopévo and KAmolov

TOTO.

Av ¢ eivalr pio povoBécia ocvvaptnomn, Oa Adue O6tT1 M @ eivon
avamapactdowun oty T av vrdpyetl tomog O(y,v) tét010¢ Mhote, dmote @(o)=P
N TopaKato TpoTact va givarl Beopnua tov T:
vy(P(a,p) =y = ).

Avto eivar Loyikd 16oduvapo pe ovlevén g Betiknc dMMimong O(a,p) kot g
YevIKiG apvnikng dnroons Vy(y # f ——0(a.y)).

€ QVTIOWGTOAT, 1 OPIGILOTNTO TNG @, ATOLTEL va Exovpe TNV OeTikn dNAmon
Ko Yo ke €101k Y£B va eivan —D(a,Y).

Topa oy dm nepintmon 6mov T eivon 1 Bewpio g aknBovg apBunTumc
(OnAadn N Bewpio Tov Exel oG a&tdpato OAEG TIG aAnbelc otV oTdvTOPT
EPUNVELD TPOTAGELS TNG aPOUNTIKNG), PUGIKA av KAOE e101KO TopAdeLyLor sivat
opB6 , 10TEe M waBolkn yevikevon eivor emiong opHN k1 €tot
OVOTTOPOCTAGIUOTTO Ko OplotudtnTo 8ev £ovv dapopd. I'or dAleg Bewpieg
Oum¢ KAOe €101KO mopdoetypa mpotaong Umopel va givor Bempnua, dlywg M
KaBoAkn) yevikevon va givan emiong Bedpnuo Kot 1 ovomopocTaGIOTN T Eivor
YEVIKG 15LPOTEPT OTALTNON OO TNV OPIGIUOTNTA.



Ag onuelwbel 6t av av T sivar acBevéotepn Oewpia amd v T* ( To omoio
onuaivel 611 To 6Hvoro TV Bewpnudtov e T eival VTOGUVOAD TOL GLVOAOL
Tov Osopnudtov m™g T*), 16te M omaitnon Ot M cvvdptnon eivor
avarapactaciun oty T eglvar woyvpdtepn amoaitnon amd 10 va gival
avamapoactaoun omv T* ( dnradn, M avomapaoctaciudomTo oty T
GUVETAYETOL TNV OvOTapooTactudTnTo 6Ty T%).

XOUQE®VO LE 0G0, EITOUE TOPATAVED OAES O AVAOPOULKES GUVAPTIGELS ELVAL
OVOTOPUGTAGINES TNV 0AN0 aprOunTiky.

Av Béhovpe va evioyboovue avtd T0 amoTélecua TPENEL va Bewpnoov e
acBevéatepeg Bempieg amd v aAndn aplOuntucy.

H MINIMAA APIOGMHTIKH

H pivipod apiBuntikn Q opileton amd to mopokdto (memepocuévo) GHVOLO
aClopatov. ( akoAovbodue v cvvnbicuévn cvuPacn Katd v omoia dtav
EYOLUE TPOTACEIS OTNV YA®OGH NG aplOuntikng mov apyilovv pe évav n
TEPLECOTEPOVS KABOMKOVC TOCOdEIKTEG, TAPAAEITOVIONL Ol TTOCOJEIKTES Kot
YPAPOLUE UOVO TOVE AVOIKTOVE TUTTOVE Ol 00101 TOVG akoAoVOOVV ).

Ql G
Q2 y'=y' — x=vy

Q3 x+0=y

Q4 yry'=(x+y)

Q5 y-0=0

Q6 v =yt

Q7 —<0

Q8 x<y'e=(x<y)V x=v
Q x<y V 3=y V y<y

H Bewpio g pivipod aptBuntuiknc eival to 6OvoAo OA®V TV TPOTACE®Y TNG
YAOGGOC ™G aplOunTikng ot omoiec eival amodeiéiueg and To TOPATAVED
aglopoata.

Osopnpa 1
Muwo 3 -otoyer@mong npoétaocn €ivar opOn av kKol povo av avty €ival
Bzopnpa g Q.




Mio 6vvVapPTN G| KAAEITAL GTOLYELMONG, OV VT €lval aplOunTik®c opiciun
a0 £VOV GTOLYEIDMON TUTO.

Afquuo 3

Ka0g otoyeiong cuvaption sivan avoropostdoiun oty Q (Kon paieta,
oo £vav 6ToLELMON TVTO).

Ocpnuo 2

A) Kafg avadpopkn) cvovaptinon ivar avomapactdoyun ety Q amd vav
1 -oToyE1mon Tumo.

B) Kd&0g avadpopikn oyéon sivan opiciun oty Q amd évav J-ctorysimon
TUT0.

Alayoviomoinon evog tomov A, givar n ékeppaon y(x=#A & A) 6mov #A
elvar o apBudg I'kévied tov tomov A. Evod 1 évvola avt] vonua yio ke
EKQPOOT), ®GTOGO 1010{TEPO EVOLAPEPOV EYEL TNV TEPIMTOON TOL 1) EKPpacN A
elvor Tomog pog edevBepng petafAntc A(y). Aeov yevikd n ékepacn D(r)
etvar 100dvvaun pe v Ix(x=t & D(¥)), n mepintwon mwov o A &sivor pog
eAev0epnC peTofANTG TOTOC, 1 SlarymviomoinoT tov A givan 1 TpdTtaon A(H#A).

Afupa 4 e 010y ®vioroinong
‘Eoto T civol po Ocmpio wov wepiéyer v Q. Tote Yo ka0e tomo B(y)

vrapyel o Tpotoon O £Tol dote |-T G < B(#G).

Anppae 5

‘Eoto T ocvvennc Ocmpia mov gmekteiver v O. Tote T0 60VOAO TOV
apOpov I'kévted tov Ocopnuatov e T eivar pn opicipo oty T.
AmOdEIEN:

‘Eoto T wo enéktacn e Q. Ac vmobécovpue 6t1 o TOHmoc O(y) opiletl 0
cOvoAo O tov aplBuav I'kévied tov Beopnudtov e T. Ao 10 Aquua
™G Olaywviomoinong vapyel tpdtact G £161 MoTE Vo, I6YVEL:

|-+ G —~0(#G). Me o Adyia av g etvar o apBuog I'kévted tov G ko g to
avtiotoryo voduepo (dnAaon to 0 axorlovboduevo amd g ) Tote Oa
¢yovpe  FrGe ~0(g). O G eivar Oedpnpa tov T yroti dapopeTid
av dgv Nrav Oedpnua tov T ,to g dev Ba avnke 6to O kot apov o O(y)
opiter to O o éxovpe Fr ~0(g). Tote dpwc Fr G dromo.



A@o¥ Lowmov G eivar Beopnua  Ba Exovpe 6TL 0 g avikel 6to O Katl £To1
F+ 6(g) . Téte epdcov |+ G <> ~0(g) mpokvmter 6Tt b+ ~0(Q) mphypa
mov onuaiver otin T glvan acvvenng ,dtomo.

Ocopnuo 3 (Tarski)

To c0voro TV aprlOp@v I'kKéEVTEA TOV TPOTAGEMV TG GPLOUNTIKN S OL
onoisg sivan opO<S (aAnOcic 6TV oTAVTUPT EpUNVEiD) Elvor pn apLOUNTIKOS
opioo.

Amodeiln

To oOvoro T tov opbdv mpotdcemv T aplOUNTIKNG GLYKPOTEL U0l GLVETN
eméxtoon ¢ Q) kot 1 aptOunTIK OpIoUOTNTA EIVOL OTAMS 1| OPIGIUOTNTO GTIV
Oewpio oY, K1 £T61 TO OeD@pPN U TPOKVITTEL OO TO TOPOTAVED AT LLLLCL.

Ocopnuo 4(Mn orovInowéTNTe TS CPLOUNTIKNG)

To ovvoho TOV aplOp@v I'kéEviel TOV TPOTAGEMV TNS YAOGGOS TG
apOunTikng ov omoieg eivar opO&c, onrhadn ainleic otnv otdvropT
gPuUNVELR, ELVOL U1 VOO POULKO.

AmooeItn

Av16 TpoKLTTEL O TO ANUUOL S KOt TO YEYOVOS OTL OO TOL AVaOPOULKE GOVOAD,
elvai opioipa oty apOuntik.

YroOétovtac 6t  B€omn tov Church’sioybet to mapamdvem onuaivel 0Tt To
ocVVOLO TV aANB®V TPoTdoe®V TG apOUNTIKNG €lvol U OTOTEAEGULOTIKA
ATOVTNGILO. ANAOT] 0V VILEAPYOVY KOVOVEC - TTOV OITOTOVV UOVO EMUEAELN KO
empovn oyl evevia Kal 610pact TNV EKTEALEST -Tov Otov £papudlovial og
wo TpdTaon TS YAOGGOS TG aptOUNTIKNG , VO UTOPOVV TEAEGIOIKA VO TTOLV AV
N Tpdtact tvar 1 0ev ivar opO.

Osopnuo 5 (0V6LHO0VE ) UTUVINGLUOTNTOC)

Koma cvvemnyg eméktaon g Q, dev sivar amoacioyun (decidable)
Exdwkotepa 1 id1a n Q givon pun amro@aciowun (undecidable).

Amodeiln

‘Eoto T cvvennc enéktoon e Q (edwodtepa T 0o umopovoe va ivar 1 idia m
Q). Ao to Aqupa 5 1o cvvoro O Tov apldumv I'kévied Tov Beopnuiatov e T
glvaw un opicwwo omv T. Topa O0nw¢ oty mepintwon tov Oewpnuotog 4
emkoArecsOeite To yeyovoc 011 KéBe avadpoukd cvvoro gival opicipo oty T.




‘Etol 10 ovvoAlo O gival un avadpoutko, 1o omoio pac Ael 6Tt eivor un
OTOV TGO,

Osapnpae 6 (Church’s theorem)
To 60voA0 TOV LOYIKG EYKVPOV TPOTAGEMV ELVAL H1| OTTAVTI|GLUO.

AmodeEn
‘Eoto I' elvon n o0levén oAwmv tov aSlopdtov g Q. Tote o mpodtaon A givor
Bempnua ™mc Q av kot pévo av A eivor po cvvénelo (consequencepo I, ki
étol av ko uovo av (~I' v A) givon Aoywkd €ykvpn. H cuvéptnon ¢ mov
avTIoTOLYEL otov, apliud I'kévied g A, tov apdud I'kévted g (~T" v A) eivon
avadpoukn. Av 1o ocOvoho A TV AOYIKA £YKLP®V TPOTAGEMV MTOV
avadpoko tote Kot To cuvoAo K tov apBuov I'kévied tov Bewpnudtov g
Q, mov amoktdtor amd To A UE AVTIKOTAGTUGN TG OVOOPOUIKTIC GLUVAPTNOTNG
¢, 0o oy avadpopko. (aeod o avikel oto K av kot povo av ¢(o) avikel oto
A). Avto dumc avtipdoker pe to Oempnua 4.

To obvolo TV £EykvpoV TPOTAGEMV, KOl TOV Oewpnudtov oG
alopatikonomoiung Oempiag ( OnAaon woag Bewpiog 6mov dabétel Eval
oOVOAO OEIOUAT®V TO 0moilo &ivol avadpopkd ), €ivol MUOVOSPOUIKO Kot
donoONTIKd Kol To OvO Elval OeTikS ATOTELEGUOTIKG OOVTIOLO: GE YEVIKEG
YPOUUES , av Oyl 6TV TPAEN, avalnNTOVTOS OVALESH GE OAEC TIC EMEENYNOELG
(M OAeg TIc amodeiéelg amd o agiouate e Oempiag ), av (o TpdTacT sivol
gykopn (1 Bedpnua g Bempiog), kamolog umopel TeEMKa vo. Ti¢ evtomiost. Ta
Beopnuoata 5 ko 6 wapamdve pog Aéve OTL avTd To CLVOAN OEV Elvat
QVOOPOLIKA, Kt £T61 cvpemvo pe v Béon tov Church’sdev pmopel va givar
QTTOTEAEGUOTIKG, OTTOLVTT|GLLLOL.

Ocopnuo 7 (Ipdto Osdpnuo pun TAnpéTNTIC TOV

A&V VTTAPYEL GVVETNG KOL TANPNS USLOUUTIKOTOU|GLUT ETEKTAOT TNG
AmooEItn

Kdabe minpng a&iopatikoromoyn fempia stvor amo@acicyn , AL 6w

det&ope Topamdved OV LITAPYEL GUVENNG KO AOPAGIGIN emékTacT) TG Q.




