
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΡΙΣΙΜΟΤΗΤΑ 

Έστω L, η γλώσσα της αριθµητικής και Ν η στάνταρτ ερµηνεία της. Για µια 
πρόταση της L αντί να λέµε 'αληθής' στην στάνταρτ ερµηνεία θα λέµε για 
συντοµία ότι η πρόταση είναι ορθή. 
θα λέµε ότι ο τύπος F(χ) της γλώσσας της αριθµητικής, αριθµητικώς ορίζει 

το σύνολο S φυσικών αριθµών, αν και µόνο αν για όλους τους φυσικούς 
αριθµούς α, έχουµε α ∈ S <=> F(α) ορθή. 
θα λέµε ότι το S είναι αριθµητικώς ορίσιµο ή απλά αριθµητικό όταν 

κάποιος τύπος της L αριθµητικώς ορίζει το σύνολο.  

Η έννοια αυτή φυσιολογικά επεκτείνεται και για πολύ-θέσιες σχέσεις. Ένας 
τύπος F(χ,ψ) αριθµητικώς ορίζει την σχέση R πάνω στους φυσικούς αριθµούς, 
αν και µόνο αν για όλους τους φυσικούς αριθµούς α ,β έχουµε Rαβ ⇔ F(α,β) 
ορθή. 
Η έννοια επίσης επεκτείνεται και σε συναρτήσεις. Μια συνάρτηση λέγεται 

αριθµητική αν και µόνο αν η σχέση που ορίζει το γράφηµα της είναι 
αριθµητικό. Έτσι µια µονοθέσια συνάρτηση f είναι αριθµητική αν και µόνο αν 
υπάρχει τύπος F(χ,ψ) της γλώσσας της αριθµητικής έτσι ώστε για όλους τους 
φυσικούς α,β έχουµε f(α)=β αν και µόνο αν F(α,β) ορθή. 

Ισχύει το εξής βασικό. 
Λήµµα 1 

Α) Κάθε αναδροµική συνάρτηση είναι αριθµητική. 
Β) Κάθε αναδροµικό σύνολο είναι αριθµητικό. 

Λέγοντας στοιχειώδη τύπο της γλώσσας της αριθµητικής, εννοούµε έναν 
τύπο που κατασκευάζεται από ατοµικούς τύπους µε χρήση µόνο άρνησης, 
σύζευξης, διάζευξης και φραγµένης ποσόδειξης ∀χ<τ και ∃ χ<τ , όπου τ είναι 
όρος της γλώσσας. ( Συνεπαγωγή και ισοδυναµίες επίσης επιτρέπονται αφού 
αυτές θεωρούνται συντοµογραφίες τύπων µε τους παραπάνω περιορισµούς). 
Επίσης φραγµένοι ποσοδείκτες ∀χ≤τ και ∃ χ≤τ µπορούν να χρησιµοποιηθούν 
αφού αυτοί είναι ισοδύναµοι µε τις εκφράσεις ∀χ<τ' και ∃ χ<τ'. 
Λέγοντας ∃ - στοιχειώδης τύπος εννοούµε έναν τύπο της µορφής ∃χ F (χ)       

όπου F είναι στοιχειώδης τύπος. Όµοια ορίζονται και οι ∀-στοιχειώδεις τύποι. 
Γενικευµένοι ∃ - στοιχειώδεις τύποι περιλαµβάνουν όλους τους τύπους που 

αποκτούµε από τους στοιχειώδεις µε εφαρµογή συζεύξεων, διαζεύξεων, 
 
 
 
 



φραγµένων υπαρκτικών και καθολικών ποσοδεικτών , και µη φραγµένων 
υπαρκτικών ποσοδεικτών. 

ΛΗΜΜΑ 2 

Κάθε   αναδροµική   συνάρτηση   είναι   αριθµητικώς   ορίσιµη   από   έναν 

γενικευµένο ∃ -στοιχειώδη τύπο. 

Πρόταση 1 

Κάθε γενικευµένος ∃- στοιχειώδης τύπος είναι αριθµητικώς ισοδύναµος µε 

έναν ∃ -στοιχειώδη τύπο. , 
'ν 

( ∆υο τύποι Φ(χ,ψ) και Ψ(χ,ψ) λέµε ότι είναι αριθµητικώς ισοδύναµοι αν για 
όλους τους αριθµούς α ,β  Φ(α,β) είναι ορθός αν και µόνο αν Ψ(α,β) είναι 
ορθός. Όπου α,β είναι τα νούµερα των αριθµών α, β . Ισοδύναµα αυτό σηµαίνει 
ότι η ισοδυναµία ∀χ∀ψ(Φ(χ,ψ)⇔ Ψ(χ,ψ) είναι ορθή.) 

Αν Τ είναι µια συνεπής θεωρία στην γλώσσα της αριθµητικής, θα λέµε ότι το 
σύνολο Σ είναι ορισµένο στην Τ από τον τύπο ∆(χ), αν για όλα τα ν, αν ν∈Σ, 
τότε ∆(ν) είναι θεώρηµα του Τ, ενώ αν ν∉ Σ τότε ⌐∆(ν) είναι θεώρηµα του Τ. 
Το σύνολο Σ καλείται ορίσιµο στην Τ, αν Σ είναι ορισµένο από κάποιον 

τύπο. 
Αν φ είναι µια µονοθέσια συνάρτηση, θα λέµε ότι η φ είναι 

αναπαραστάσιµη στην Τ αν υπάρχει τύπος Φ(χ,ψ) τέτοιος ώστε, όποτε φ(α)=β 
η παρακάτω πρόταση να είναι θεώρηµα του Τ: 
∀ψ(Φ(α,ψ)↔ψ = β). 

Αυτό είναι λογικά ισοδύναµο µε σύζευξη της θετικής δήλωσης Φ(α,β) και της 
γενικής αρνητικής δήλωσης ∀ψ(ψ ≠ β →⌐Φ(α,ψ)). 
Σε αντιδιαστολή, η ορισιµότητα της φ, απαιτεί να έχουµε την θετική δήλωση 
και για κάθε ειδικό γ≠β να είναι ⌐Φ(α,γ). 
Τώρα στην ειδική περίπτωση όπου Τ είναι η θεωρία της αληθούς αριθµητικής 

(δηλαδή η θεωρία που έχει ως αξιώµατα όλες τις αληθείς στην στάνταρτ 
ερµηνεία προτάσεις της αριθµητικής), φυσικά αν κάθε ειδικό παράδειγµα είναι 
ορθό , τότε η καθολική γενίκευση είναι επίσης ορθή κι έτσι 
αναπαραστασιµότητα και ορισιµότητα δεν έχουν διαφορά. Για άλλες θεωρίες 
όµως κάθε ειδικό παράδειγµα πρότασης µπορεί να είναι θεώρηµα, δίχως η 
καθολική γενίκευση να είναι επίσης θεώρηµα και η αναπαραστασιµότητα είναι 
γενικά ισχυρότερη απαίτηση από την ορισιµότητα. 

 

 



Ας σηµειωθεί ότι αν αν Τ είναι ασθενέστερη θεωρία από την Τ* ( το οποίο 

σηµαίνει ότι το σύνολο των θεωρηµάτων της Τ είναι υποσύνολο του συνόλου 

των   θεωρηµάτων   της   Τ*),   τότε   η   απαίτηση   ότι   η   συνάρτηση   είναι 
αναπαραστάσιµη   στην   Τ   είναι   ισχυρότερη   απαίτηση   από   το  να   είναι 
αναπαραστάσιµη   στην   Τ*   (   δηλαδή,   η   αναπαραστασιµότητα   στην   Τ 

συνεπάγεται την αναπαραστασιµότητα στην Τ*).  

Σύµφωνα µε όσα είπαµε παραπάνω όλες οι αναδροµικές συναρτήσεις είναι 
αναπαραστάσιµες στην αληθή αριθµητική. 
Αν θέλουµε να ενισχύσουµε αυτό το αποτέλεσµα πρέπει να θεωρήσουµε 

ασθενέστερες θεωρίες από την αληθή αριθµητική.      , 

Η ΜΙΝΙΜΑΛ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ 

Η µίνιµαλ αριθµητική Q ορίζεται από το παρακάτω (πεπερασµένο) σύνολο 
αξιωµάτων. ( ακολουθούµε την συνηθισµένη σύµβαση κατά την οποία όταν 
έχουµε προτάσεις στην γλώσσα της αριθµητικής που αρχίζουν µε έναν η 
περισσότερους καθολικούς ποσοδείκτες, παραλείπονται οι ποσοδείκτες και 
γράφουµε µόνο τους ανοικτούς τύπους οι οποίοι τους ακολουθούν ). 

Q1   0≠x΄ 
Q2   χ'=ψ' → χ=ψ 

Q3  χ+0=χ  

Q4     χ+ψ'=(χ+ψ)' 
Q5   χ·0=0 
Q6   χψ΄=χψ+χ 

Q7   ⌐χ<0 

Q8   χ<ψ '↔ (χ<ψ)∨  χ=ψ  
Q9       χ<ψ  ∨  χ=ψ  ∨  ψ< χ  

Η θεωρία της µίνιµαλ αριθµητικής είναι το σύνολο όλων των προτάσεων της 
γλώσσας της αριθµητικής οι οποίες είναι αποδείξιµες από τα παραπάνω 
αξιώµατα. 

Θεώρηµα 1 

Μια  ∃ -στοιχειώδης πρόταση  είναι ορθή  αν και µόνο αν αυτή  είναι 
θεώρηµα της Q. 

 

 

 

 



Μια συνάρτηση καλείται στοιχειώδης, αν αυτή είναι αριθµητικώς ορίσιµη 

από έναν στοιχειώδη τύπο. 
Λήµµα 3 

Κάθε στοιχειώδης συνάρτηση είναι αναπαραστάσιµη στην Q (και µάλιστα 

από έναν στοιχειώδη τύπο). 

Θεώρηµα 2 

Α) Κάθε αναδροµική συνάρτηση είναι αναπαραστάσιµη στην Q από έναν 

∃ -στοιχειώδη τύπο. 
Β)  Κάθε αναδροµική σχέση είναι ορίσιµη στην Q από έναν ∃-στοιχειώδη 

τύπο. 

∆ιαγωνιοποίηση ενός τύπου Α, είναι η έκφραση 3χ(χ=#Α & Α) όπου #Α 
είναι ο αριθµός Γκέντελ του τύπου Α. Ενώ η έννοια αυτή νόηµα για κάθε 
έκφραση, ωστόσο ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει στην περίπτωση που η έκφραση Α 
είναι τύπος µιας ελεύθερης µεταβλητής Α(χ). Αφού γενικά η έκφραση Φ(τ) 
είναι ισοδύναµη µε την ∃χ(χ=τ & Φ(χ)), η περίπτωση που ο Α είναι µιας 
ελεύθερης µεταβλητής τύπος, η διαγωνιοποίηση του Α είναι η πρόταση Α(#Α). 

Λήµµα 4 της διαγωνιοποίησης 

Έστω Τ είναι µια θεωρία που περιέχει την Q. Τότε για κάθε τύπο Β(ψ) 

υπάρχει µια πρόταση Ο έτσι ώστε ├T G ↔ Β(#G). 

Λήµµα 5 

Έστω Τ συνεπής θεωρία που επεκτείνει την Ο. Τότε το σύνολο των 

αρθµών Γκέντελ των θεωρηµάτων της Τ είναι µη ορίσιµο στην Τ. 
Απόδειξη: 
Έστω Τ µια επέκταση της Q. Ας υποθέσουµε ότι ο τύπος θ(ψ) ορίζει το 
σύνολο Θ των αριθµών Γκέντελ των θεωρηµάτων της T. Από το λήµµα 
της διαγωνιοποίησης υπάρχει πρόταση G έτσι ώστε να ισχύει:                       
|-Τ G ↔~θ(#G). Με άλλα λόγια αν g είναι ο αριθµός Γκέντελ του G και g το 
αντίστοιχο νούµερο (δηλαδή το 0 ακολουθούµενο από g ́ ) Τότε θα 
έχουµε   ├ΤG↔ ~θ(g).  Ο  G είναι θεώρηµα του Τ γιατί διαφορετικά 
αν δεν ήταν θεώρηµα του Τ ,το g δεν θα ανήκε στο Θ και αφού ο θ(ψ) 
ορίζει το Θ θα  έχουµε├Τ ~θ(g). Τότε όµως  ├Τ G άτοπο. 

 

 

 



Αφού λοιπόν G είναι θεώρηµα   θα έχουµε ότι ο g ανήκει στο Θ και έτσι 
├T θ(g) . Τότε εφόσον ├T G ↔ ~θ(g) προκύπτει ότι ├T ~θ(g) πράγµα 
που σηµαίνει ότι η Τ είναι ασυνεπής ,άτοπο. 

θεώρηµα 3 (Τarski) 

Το σύνολο των αριθµών Γκέντελ των προτάσεων της αριθµητικής οι 
οποίες είναι ορθές (αληθείς στην στάνταρτ ερµηνεία) είναι µη αριθµητικώς 

ορίσιµο. 
Απόδειξη 

Το σύνολο Τ των ορθών προτάσεων της αριθµητικής συγκροτεί µια συνεπή 
επέκταση της Q) και η αριθµητική ορισιµότητα είναι απλώς η ορισιµότητα στην 
θεωρία αυτή, κι έτσι το θεώρηµα προκύπτει από το παραπάνω λήµµα. 

Θεώρηµα 4( Μη απαντησιµότητα της αριθµητικής) 

Το σύνολο των αριθµών Γκέντελ των προτάσεων της γλώσσας της 
αριθµητικής οι οποίες είναι ορθές, δηλαδή αληθείς στην στάνταρτ 
ερµηνεία, είναι µη αναδροµικό. 
Απόδειξη 

Αυτό προκύπτει από το λήµµα 5 και το γεγονός ότι όλα τα αναδροµικά σύνολα 

είναι ορίσιµα στην αριθµητική. 

Υποθέτοντας ότι η θέση του Church’s ισχύει το παραπάνω σηµαίνει ότι το 
σύνολο των αληθών προτάσεων της αριθµητικής είναι µη αποτελεσµατικά 
απαντήσιµο. ∆ηλαδή δεν υπάρχουν κανόνες - που απαιτούν µόνο επιµέλεια και 
επιµονή ,όχι ευφυΐα και διόραση στην εκτέλεση -που όταν εφαρµόζονται σε 
µια πρόταση της γλώσσας της αριθµητικής , να µπορούν τελεσίδικα να πουν αν 
η πρόταση είναι ή δεν είναι ορθή. 

Θεώρηµα 5 ( ουσιώδους µη απαντησιµότητας) 

Καµιά συνεπής επέκταση της Q, δεν είναι αποφασίσιµη (decidable) 
Ειδικότερα η ίδια η Q είναι µη αποφασίσιµη (undecidable). 
Απόδειξη 

Έστω Τ συνεπής επέκταση της Q ( ειδικότερα Τ θα µπορούσε να είναι η ίδια η 
Q). Από το λήµµα 5 το σύνολο Θ των αριθµών Γκέντελ των θεωρηµάτων της Τ 
είναι µη ορίσιµο στην Τ. Τώρα όπως στην περίπτωση του θεωρήµατος 4 
επικαλεσθείτε το γεγονός ότι κάθε αναδροµικό σύνολο είναι ορίσιµο στην Τ. 

 

 

 

 



Έτσι το σύνολο Θ είναι µη αναδροµικό, το οποίο µας λέει ότι είναι µη 
απαντήσιµο. 

Θεώρηµα 6 (Church’s theorem) 
Το σύνολο των λογικά έγκυρων προτάσεων είναι µη απαντήσιµο. 
Απόδειξη 

Έστω Γ είναι η σύζευξη όλων των αξιωµάτων της Q. Τότε µια πρόταση Α είναι 
θεώρηµα της Q αν και µόνο αν Α είναι µια συνέπεια (consequence) του Γ, κι 
έτσι αν και µόνο αν (~Γ ν Α) είναι λογικά έγκυρη. Η συνάρτηση φ που 
αντιστοιχεί στον, αριθµό Γκέντελ της Α, τον αριθµό Γκέντελ της (~Γ ν Α) είναι 
αναδροµική. Αν το σύνολο Λ των λογικά έγκυρων προτάσεων ήταν 
αναδροµικό τότε και το σύνολο Κ των αριθµών Γκέντελ των θεωρηµάτων της 
Q, που αποκτάται από το Λ µε αντικατάσταση της αναδροµικής συνάρτησης 
φ, θα ήταν αναδροµικό. ( αφού α ανήκει στο Κ αν και µόνο αν φ(α) ανήκει στο 
Λ). Αυτό όµως αντιφάσκει µε το θεώρηµα 4. 

Το σύνολο των έγκυρων προτάσεων, και των θεωρηµάτων µιας 
αξιωµατικοποιήσιµης θεωρίας ( δηλαδή µιας θεωρίας όπου διαθέτει ένα 
σύνολο αξιωµάτων το οποίο είναι αναδροµικό ), είναι ηµιαναδροµικό και 
διαισθητικά και τα δυο είναι θετικώς αποτελεσµατικά απαντήσιµα: σε γενικές 
γραµµές , αν όχι στην πράξη, αναζητώντας ανάµεσα σε όλες τις επεξηγήσεις 
(ή όλες τις αποδείξεις από τα αξιώµατα της θεωρίας ), αν µια πρόταση είναι 
έγκυρη (ή θεώρηµα της θεωρίας), κάποιος µπορεί τελικά να τις εντοπίσει. Τα 
θεωρήµατα 5 και 6 παραπάνω µας λένε ότι αυτά τα σύνολα δεν είναι 
αναδροµικά, κι έτσι σύµφωνα µε την θέση του Church’s δεν µπορεί να είναι 
αποτελεσµατικά απαντήσιµα. 

Θεώρηµα 7 ( Πρώτο θεώρηµα µη πληρότητας του 

∆εν υπάρχει συνεπής και πλήρης αξιωµατικοποιήσιµη επέκταση της 

Απόδειξη 

Κάθε πλήρης αξιωµατικοποιήσιµη θεωρία είναι αποφασίσιµη , αλλά όπως 
δείξαµε παραπάνω δεν υπάρχει συνεπής και αποφασίσιµη επέκταση της Q. 

 


