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Πρόλογος

  Με αφορμή την απόδειξη ενός θεωρήματος που αποδίδεται στον Πάππο, επιχειρώ στην εργασία αυτή,
μια εισαγωγή στην Προβολική Γεωμετρία. Έτσι το θεώρημα γίνεται ο κεντρικός άξονας γύρω από τον
οποίο εκτυλίσσεται η όλη παρουσίαση, με ένα ύφος ομολογουμένως διαφορετικό από τον συνηθισμένο
τρόπο που γράφονται μαθηματικά άρθρα, βιβλία ή εργασίες. Έχοντας κατά νου, έργα του Πλάτωνα
αλλά  και  το  “αποδείξεις  και  ανασκευές”  του  Imre  Lakatos,  παρουσιάζω  το  υλικό  με  τη  μορφή
διαλόγων  ανάμεσα  σε  κάποιους  δασκάλους  και  τους  μαθητές  τους,  στα  πλαίσια  μιας  υποθετικής
ομάδας που αυτοί έχουν δημιουργήσει.  Έτσι αν και το έργο είναι καθαρά μαθηματικού περιεχομένου
και  οι  διάλογοι  στοχεύουν  πρωτίστως  προς  αυτή  την  κατεύθυνση,  οι  διάφοροι  χαρακτήρες
κουβαλώντας  τη δική τους φιλοσοφία και κοσμοαντίληψη, και  έχοντας τα δικά τους στερεότυπα,
φωτίζουν με διαφορετικό τρόπο το θέμα που μελετάται, εντάσσοντάς το ταυτόχρονα και αναπόφευκτα
μέσα σε ένα φυσικό εκπαιδευτικό περιβάλλον.

Γιώργος Κασαπίδης

Δράμα – Καλοκαίρι 2016
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ΗΜΕΡΑ 1η

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Θα ήθελα να αφιερώσετε λίγο από το χρόνο σας για να προσπαθήσετε να αποδείξετε
την πρόταση που θα διατυπώσω τώρα και είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως θεώρημα του Πάππου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Ποιος είναι αυτός ο Πάππος;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Ο  Πάππος  ο  Αλεξανδρεύς ήταν ονομαστός  Έλληνας μαθηματικός,  γεωμέτρης  και
μηχανικός που γεννήθηκε στην Αλεξάνδρεια της ρωμαϊκής Αιγύπτου κατά την εποχή του Αυτοκράτορα
Διοκλητιανού  (3ος  -  4ος  αιώνας  μ.Χ.).  Θεωρείται  από  τους  τελευταίους  αρχαίους  Έλληνες
μαθηματικούς, καθώς μετά απ' αυτόν η εν λόγω επιστήμη παρέμεινε για μεγάλο χρονικό διάστημα σε
στασιμότητα.
Αν  κάποιος  θέλει,  μπορεί  να  συγκεντρώσει  στοιχεία  για  τη  ζωή  και  το  έργο  του  και  να  μας  τα
παρουσιάσει.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Μπορώ να αναλάβω εγώ αυτή την εργασία.

ΜΑΘΗΤΗΣ  3:   Πείτε  μας  παρακαλώ  τι  λέει  το  θεώρημα.  Τι  να  τις  κάνουμε  τις  βιογραφικές
πληροφορίες; Μαθηματικά κάνουμε εδώ, όχι ιστορία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Δεν έχεις δίκιο. Η επιστήμη δεν είναι κάτι απρόσωπο. Σε κάθε εποχή ασκείται από
συγκεκριμένα άτομα τα οποία και δυναμικά διαμορφώνουν την εικόνα της. Το να ξέρουμε τα άτομα
που συνέβαλαν με κάποιο τρόπο στη διαμόρφωσή της σε κάποια φάση του παρελθόντος δεν είναι
καθόλου άχρηστο.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Τι σημασία έχει ποιος ήταν ο Πάππος. Αυτό που μετράει είναι το δημιούργημά του.
Αυτό  σε  τελική  ανάλυση  επηρεάζει  την  επιστήμη.  Θα  μας  πείτε  επιτέλους  κύριε,  ποιο  είναι  το
θεώρημα αυτού του τύπου;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Η  συζήτηση  που  ανοίξατε  έχει  ενδιαφέρον.  Ας  την  αφήσουμε  για  αργότερα.  Σας
παρουσιάζω λοιπόν το περιβόητο θεώρημα:
Πάνω στις ευθείες ε1 και ε2 θεωρούμε τα σημεία Α1, Β1, Γ1 και Α2, Β2, Γ2 αντίστοιχα. Φέρνουμε τα
τμήματα Α1Β2, Β1Α2 και ονομάζουμε Κ το σημείο τομής τους. Παρόμοια φέρνουμε τα Β1Γ2, Γ1Β2 και
ονομάζουμε Λ την τομή τους καθώς και τα Α1Γ2, Α2Γ1 και ονομάζουμε Ν το σημείο τομής τους. Αυτό
που βεβαιώνει το θεώρημα είναι ότι τα σημεία Κ, Λ, Ν είναι συνευθειακά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Δεν κάνετε κι ένα σχήμα να το δούμε παραστατικά;
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Ορίστε και το σχήμα

     

  Σχήμα 1

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Γραμμή από εδώ γραμμή από εκεί, σαν πίνακας του Καντίντσκι μου φαίνεται. Και στο
τέλος ομολογουμένως ένα όμορφο και αναπάντεχο συμπέρασμα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Έχεις μονίμως την τάση να μπλέκεις τα μαθηματικά με άλλα πράγματα που δεν έχουν
καμιά σχέση μ' αυτά. Τι θα πει είναι όμορφο το συμπέρασμα; Αισθητικού χαρακτήρα κρίσεις δεν έχουν
θέση στα μαθηματικά. Αυτό που έχει αξία για τα μαθηματικά είναι το γεγονός ότι το συμπέρασμα είναι
αληθινό. Κι αφού είναι αληθινό δεν μπορεί να είναι αναπάντεχο, γιατί πολύ απλά προκύπτει με λογική
αυστηρότητα βάσει μιας αποδεικτικής διαδικασίας.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:   Θέλεις  να  πεις  ότι  πρέπει  να είναι  ένα  αναμενόμενο συμπέρασμα που προκύπτει
αναπόδραστα από τα δεδομένα μας μέσω λογικών συλλογισμών;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ακριβώς.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Δηλαδή δεν μπορούμε να ήμαστε σίγουροι για την αλήθεια μιας πρότασης χωρίς να
διαθέτουμε μια απόδειξη γι'  αυτήν;  Δεν βλέπουμε στην περίπτωσή μας ότι  το συμπέρασμα για το
γεγονός ότι τα σημεία Κ,Ν,Λ είναι συνευθειακά είναι όντως αληθές πριν ακόμη  δώσουμε κάποια
απόδειξη;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Όταν στα μαθηματικά λέμε ότι μια πρόταση είναι θεώρημα, σημαίνει ότι διαθέτουμε
μια  απόδειξη  γι'  αυτήν.  Από  την  εποχή  των  αρχαίων  Ελλήνων  το  να  λες  μαθηματικά  σημαίνει
απόδειξη. Όσο δεν διαθέτεις μιαν απόδειξη η πρότασή σου είναι απλώς μια εικασία. Μπορεί να είναι
ορθή μπορεί και όχι.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Έχεις κατά νου καμιά απόδειξη για το θεώρημα του Πάππου;
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ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αυτή τη στιγμή δεν μου έρχεται κάτι στο μυαλό για το πώς θα μπορούσε να αποδειχτεί
αυτή η πρόταση.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Άρα για σένα είναι μια εικασία προς το παρόν σύμφωνα με τα προλεγόμενά σου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Προφανώς.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Πάντως για το δάσκαλο είναι ένα θεώρημα αφού υποθέτω πως κατέχει μιαν απόδειξη
της πρότασης. Τελικά για άλλους είναι θεώρημα και για άλλους εικασία;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:   Πάλι  μπλέκεσαι  σε φιλοσοφικές  ανοησίες.  Εντάξει,  δε  χρειάζεται  να κατέχω εγώ
προσωπικά μια απόδειξη. Αρκεί κάποιος να έχει δώσει μια απόδειξη για την πρόταση, ώστε να μπορεί
αυτή πλέον να χαρακτηρίζεται ως θεώρημα από την ανθρώπινη κοινότητα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Για στάσου μια στιγμή. Η πρόταση αυτή του Πάππου, ας τη λέμε για συντομία “Π” δεν
έχει εξαρχής μια αληθοτιμή; Δεν θα είναι ή αληθής ή ψευδής;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αυτό είναι σίγουρο. Κάθε πρόταση με νόημα, είναι ή αληθής ή ψευδής.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Δέχεσαι επομένως ότι η αληθοτιμή της πρότασης είναι δοσμένη εκ των προτέρων,
απλά εμείς δεν ξέρουμε ποια είναι αυτή η τιμή, αν και εικάζουμε, με βάση και το σχήμα που έχουμε
μπροστά μας ότι πρέπει να είναι αληθής.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Πολύ σωστά τα λες!

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Συνοψίζοντας λοιπόν δέχεσαι ότι η αληθοτιμή της “Π” υπάρχει πριν ακόμη δώσει ένας
άνθρωπος μια απόδειξη  γι'  αυτήν κι ότι  η απόδειξη είναι μια ανθρώπινη δραστηριότητα που μας
βοηθάει στο να μπορούμε με βεβαιότητα να πούμε ποια είναι τελεσίδικα η αληθοτιμή της “Π”.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Υπάρχει λογικός άνθρωπος που θα διαφωνούσε σ' αυτό; 

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Δεν νομίζετε πως είναι ώρα να δούμε την απόδειξη; Θα μας παρουσιάσετε κύριε μιαν
απόδειξη, ώστε πλέον η εικασία “Π” να πάρει τον τιμητικό τίτλο θεώρημα “Π”;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Βεβαίως κύριοι. Η απόδειξη που γνωρίζω στηρίζεται στο θεώρημα του Μενελάου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Μενέλαος! Άλλος ένας μαθηματικός της Αλεξανδρινής περιόδου. Αν θυμάμαι καλά το
θεώρημά του αφορά τις διατέμνουσες ενός τριγώνου, αν και δε θυμάμαι ακριβώς τη διατύπωσή του.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Καλά θυμάσαι. Η διατύπωσή του είναι η εξής:
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Σχήμα 2

Μήπως θυμάται κανένας την απόδειξη αυτής της πρότασης;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ναι τη θυμάμαι εγώ. Είναι πολύ εύκολη.

6



Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

 Σχήμα 3

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μπράβο! Θα χρειαστούμε και  το  αντίστροφο του θεωρήματος.  Μπορεί  να  μας  το
διατυπώσει κάποιος;

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Στην αντίστροφη πρόταση εναλλάσσουμε τους  ρόλους υπόθεσης και συμπεράσματος.
Έτσι δεν είναι;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Σωστά!
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ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  

Ορίστε, σας το γράφω μέσα σε χρωματιστό 
πλαίσιο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μήπως μπορείς να μας δώσεις και την απόδειξη;

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Δυστυχώς όχι!

ΔAΣΚΑΛΟΣ:  Γι' αυτό είμαι εγώ εδώ. Προσέξτε λοιπόν! Θα εφαρμόσουμε απαγωγή σε άτοπο. Έστω
λοιπόν ότι τα σημεία Δ, Ε, Ζ δεν είναι συνευθειακά και ότι η ευθεία πχ. ΖΕ τέμνει την ΒΓ στο σημείο
Δ'. Κοιτάξτε και το σχήμα: 

 Σχήμα 4  

Εφαρμόζοντας το ευθύ του θεωρήματος που αποδείξαμε θα έχουμε Δ' Β
Δ' Γ

ZΓ
ZA

ΕΑ
ΕΒ

=1 . Συνδυάζοντας

αυτήν τη σχέση με την υπόθεση  
ΔΒ
ΔΓ

ZΓ
ZA

ΕΑ
ΕΒ

=1  βρίσκουμε ότι 
Δ ' Β
Δ ' Γ

=
ΔΒ
ΔΓ

. Από τις ιδιότητες

των αναλογιών θα έχουμε :
Δ ' Β
Δ ' Γ

=
ΔΒ
ΔΓ

⇔
Δ' Β

Δ ' Γ−Δ ' Β
=

ΔΒ
ΔΓ−ΔΒ

⇔
Δ ' Β
ΒΓ

=
ΔΒ
ΒΓ

⇔Δ' Β=ΔΒ  άρα  τα  σημεία  Δ'  και  Δ  θα

ταυτίζονται, άτοπο.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Μη μου πείτε ότι δεν είναι όμορφη αυτή η απόδειξη!
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ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Όμορφη είναι αλλά εγώ έχω μια απορία. Δε νομίζετε ότι η απόδειξη είναι εξαρτώμενη
από το σχήμα; Πως ήμαστε σίγουροι ότι οι θέσεις των σημείων είναι αυτές που βλέπουμε στο σχήμα;

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Πως αλλιώς θα μπορούσε να είναι;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Έχει δίκιο ο “4”. Η διατέμνουσα μπορεί να τέμνει τις πλευρές του τριγώνου είτε σε
εσωτερικά σημεία είτε σε εξωτερικά δηλαδή στις προεκτάσεις των πλευρών. Σύμφωνα με το αξίωμα
του Pasch είτε και τα τρία σημεία τομής θα είναι εξωτερικά των πλευρών του τριγώνου, είτε τα δυο θα
είναι εσωτερικά και μόνο το ένα εξωτερικό της μιας πλευράς του. Δηλαδή μπορεί να υφίσταται και το
εξής σχήμα:

                                   

Σχήμα 5

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:   Δηλαδή αν η διατέμνουσα περνάει  από ένα εσωτερικό σημείο μιας πλευράς,  τότε
αναγκαστικά θα περνάει και από ένα ακόμη εσωτερικό σημείο ακριβώς μιας από τις άλλες πλευρές του
τριγώνου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Ακριβώς!

ΜΑΘΗΤΗΣ  5:  Η απόδειξή μας λειτουργεί και στην περίπτωση που τα Δ,Ε,Ζ είναι εξωτερικά σημεία
και τα τρία;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Δείτε και μόνοι σας. Τι θα άλλαζε στην απόδειξη που δώσαμε παραπάνω;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Όλα είναι πανομοιότυπα. Η απόδειξη προφανώς καλύπτει κι αυτή την περίπτωση. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Σταθείτε! Έχω άλλη μιαν ένσταση. Στην απόδειξη που δώσαμε, στηριχτήκαμε στο

γεγονός ότι από τη σχέση 
Δ ' Β
Δ ' Γ

=
ΔΒ
ΔΓ

 προκύπτει Δ≡Δ' . Σε κάθε περίπτωση δεχτήκαμε πως τα
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σημεία Δ και Δ' είναι εξωτερικά του τμήματος ΒΓ. Γνωρίζουμε όμως ότι όταν έχουμε ένα ευθύγραμμο
τμήμα και θέλουμε να το χωρίσουμε σε συγκεκριμένο λόγο, υπάρχουν πάντοτε δυο σημεία που το
πετυχαίνουν αυτό. Ένα εσωτερικό κι ένα εξωτερικό σημείο του τμήματος. Έτσι αν εμείς θεωρήσουμε

ως Δ το εσωτερικό σημείο του ΒΓ που ικανοποιεί την αναλογία 
Δ ' Β
Δ ' Γ

=
ΔΒ
ΔΓ

 τότε ενώ η προϋπόθεση

του θεωρήματος  
ΔΒ
ΔΓ

ZΓ
ZA

ΕΑ
ΕΒ

=1  θα ικανοποιείται, προφανώς τα σημεία Ε,Ζ,Δ όντας εσωτερικά

σημεία των αντίστοιχων πλευρών του τριγώνου, δεν μπορεί  να είναι  συνευθειακά.  Μετά απ'  αυτά
νομίζω πως είναι προφανές ότι η απόδειξη δεν είναι ικανοποιητική.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Συμφωνώ απολύτως.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Μα τότε τι αποδεικνύει3 η απόδειξη του “ΔΑΣΚΑΛΟΥ”;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Μετά το αντιπαράδειγμα του “4”, λογικά δεν αποδεικνύει  σχεδόν τίποτα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ίσως μπορούμε να την ανασκευάσουμε κάπως  ώστε να να μην έχει το σφάλμα που
εντόπισε ο συμμαθητής μας.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Εσείς κύριε τι έχετε να πείτε;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Σας  θαυμάζω!  Εντοπίσατε  το  αδύναμο  σημείο  της  απόδειξης,  το  οποίο  ελάχιστοι
προσέχουν. Ωστόσο  οφείλω να ομολογήσω ότι είναι δικό μου το φταίξιμο γιατί δεν σας έδωσα την
ακριβή διατύπωση του θεωρήματος του Μενελάου. Αυτό το έκανα για “παιδαγωγικούς” λόγους, ώστε
να μην σας εμπλέξω με έννοιες στις οποίες δεν είστε εξοικειωμένοι από τα σχολικά μαθηματικά.

ΜΑΘΗΤΗΣ   2:   Πώς  μπορείτε  να  αποκαλείται  κάτι  “παιδαγωγικό”  όταν  είναι  στην  καλύτερη
περίπτωση ελλιπές ή στη χειρότερη λανθασμένο;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Κάποια αξία έχει κι αυτό που είπαμε γιατί ήδη μας δείχνει τη σωστή κατεύθυνση. Εμείς
οι δάσκαλοι πολλές φορές συνειδητά απλοποιούμε τις παρουσιάσεις μας ώστε να γίνουν ευκολότερα
κατανοητά  αυτά  που  θέλουμε  να  διδάξουμε.  Τονίζω  τη  λέξη  “συνειδητά”,  γιατί  σε  διαφορετική
περίπτωση σίγουρα υπάρχει μεγάλος κίνδυνος να παρασύρουμε τους μαθητές μας σε λάθος δρόμους.
Γιατί όπως καταλαβαίνετε όταν γνωρίζω  σε ποιο βαθμό είναι λανθασμένα αυτά που λέω, μπορώ να
σας προειδοποιήσω ώστε να φυλαχτείτε από τις κακοτοπιές.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δεν γίνεστε λίγο πιο συγκεκριμένος για την περίπτωσή μας;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Βεβαίως. Η σωστή διατύπωση του θεωρήματος του Μενελάου είναι η εξής:
Αν μια ευθεία (ε)  τέμνει τις  πλευρές ΒΓ,ΑΒ,ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ στα σημεία Δ,Ζ,Ε αντίστοιχα τότε

ισχύει 
ΔΒ

ΔΓ
⋅

EΓ

EA
⋅

ΖΑ

ΖΒ
=1  

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Τι σημαίνουν οι παύλες πάνω από τα ευθύγραμμα τμήματα;
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Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Οι παύλες δηλώνουν την αλγεβρική τιμή των αντίστοιχων τμημάτων. Είναι σαν να
βάζουμε  έναν  προσανατολισμό  πάνω  στις  ευθείες  και  τότε  παίζει  ρόλο  η  φορά  με  την  οποία
διαγράφεται ένα ευθύγραμμο τμήμα, η οποία μπορεί να είναι θετική ή αρνητική. 
Έτσι θα ισχύει ΑΒ=-ΒΑ.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Μα  αυτή δεν είναι η γνωστή μας έννοια του διανύσματος;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Περίπου ναι. Ας γίνω πιο σαφής μ' ένα παράδειγμα. Στο παρακάτω σχήμα τα σημεία Α,
Β και Γ πάνω στην ευθεία (ε) ικανοποιούν τη σχέση ΑΒ=2ΒΓ. Τότε ως γνωστόν λέμε ότι ο λόγος

ΑΒ
ΒΓ

=2.

Σχήμα 7

Αν  πάρουμε  αλγεβρικές  τιμές  τότε  μπορούμε  επίσης  να  γράψουμε  
ΑΒ
ΒΓ

=2 ή
ΒΑ
ΒΓ

=−2 ή

ΑΒ
ΓΒ

=−2 ή 
ΒΑ
ΓΒ

=2 .

Έτσι ο λόγος  
ΑΒ
ΒΓ

είναι θετικός γιατί τα ΑΒ, ΒΓ έχουν την ίδια φορά ενώ ο λόγος  
ΒΑ
ΒΓ

είναι

αρνητικός γιατί τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΑ,ΒΓ έχουν αντίθετες φορές διαγραφής.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Σύμφωνα με τα λεγόμενά σας το συμπέρασμα του θεωρήματος του Μενελάου θα

μπορούσε να γραφεί κι έτσι: 
ΒΔ
ΔΓ
⋅

ΓE
ΕΑ
⋅

ΑΖ
ΖΒ

=−1 .

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Πολύ  σωστά!  Κάποιοι  συγγραφείς  προτιμούν  αυτήν  τη  γραφή.  Η  απόδειξη  του
θεωρήματος είτε στην περίπτωση του σχήματος 2, είτε στην περίπτωση του σχήματος 5 λαμβάνοντας
υπόψιν και τους προσανατολισμούς των ευθυγράμμων τμημάτων είναι άμεση συνέπεια των όσων ήδη
έχουμε πει.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Και για το αντίστροφο; Εκεί ουσιαστικά υπήρχε πρόβλημα στην απόδειξη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Για  το  αντίστροφο,  ακολουθώντας  την  απόδειξη  που  είχαμε  δώσει  παραπάνω  και

κάνοντας χρήση προσημασμένων λόγων θα έχουμε:  
Δ ' Β

Δ' Γ
=

ΔΒ

ΔΓ
. Έτσι κατ'  αρχάς οι λόγοι  είναι

ομόσημοι. Αν είναι θετικοί τότε και το Δ και το Δ' θα είναι εξωτερικά σημεία του ΒΓ, ενώ αν είναι
αρνητικοί  και το Δ και το Δ' θα είναι εσωτερικά σημεία του ΒΓ. Συνεπώς δεν υφίσταται πλέον το
πρόβλημα που είχε εντοπίσει ο “4” στην αρχική μας απόδειξη.

ΜΑΘΗΤΗΣ  2:   Θαυμάσια.  Αποκαταστήσαμε  την  αληθοτιμή  και  της  αντίστροφης  πρότασης  του
θεωρήματος του Μενελάου. Ο “3” μπορεί να την αποκαλεί και επισήμως πλέον ως θεώρημα!
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Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Να συγχαρούμε και το δάσκαλο μας. Κατάφερε να μας διδάξει την αναγκαιότητα των
προσημασμένων  λόγων.  Είναι  αλήθεια  πως  αν  μας  τα  έλεγε  όλα  από  την  αρχή  μάλλον  δεν  θα
αντιλαμβανόμασταν τη χρησιμότητα τους.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Επειδή βλέπω ότι δεν έχουμε άλλο χρόνο, θα σας παρακαλούσα να προσπαθήσετε με τη
βοήθεια του ευθέως και του αντιστρόφου του θεωρήματος του Μενελάου, να αποδείξετε την πρόταση
του Πάππου. Θα περιμένω ως αύριο για να δω πως θα τα καταφέρετε.  
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Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΗΜΕΡΑ 2η

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Μπόρεσε  κανείς να αποδείξει την πρόταση του Πάππου;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Εγώ δεν μπόρεσα να κάνω τίποτα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Εγώ εφάρμοσα το θεώρημα του Μενελάου σε κάποια τρίγωνα, αλλά τα αποτελέσματα
δε φαίνεται να με οδηγούν πουθενά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Το ίδιο ισχύει και για μένα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Ωραία! Κανένας μας δεν τα κατάφερε. Αναρωτιέμαι κύριε αν πραγματικά πιστεύατε
ότι θα τα καταφέρουμε με την απόδειξη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Για να πω την αλήθεια όχι!  Αν όμως ασχοληθήκατε λιγάκι αναζητώντας την απόδειξη
αυτό σίγουρα θα σας φανεί χρήσιμο στη συνέχεια. Θα έχετε εξοικειωθεί με το σχήμα και θα έχετε τη
γνωστική ετοιμότητα να κάνετε την απόδειξη μετά τις σχετικές υποδείξεις μου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ας ξεκινήσουμε τότε. Δώστε μας μια πρώτη βοήθεια.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Είπαμε ότι  η  απόδειξη  μας11 βασίζεται  στο  θεώρημα του Μενελάου.  Προφανώς  η
δυσκολία σας έγκειται στο ότι δυσκολεύεστε να εντοπίσετε το τρίγωνο στο οποίο θα το εφαρμόσετε
και οι διατέμνουσες που θα χρησιμοποιήσετε. Κοιτάξτε λοιπόν το παρακάτω Σχήμα 8:
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Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Έχουμε θεωρήσει το σημείο τομής Δ των ευθειών Β1Α2, Γ1Β2 και τα σημεία τομής Ε και
Ζ των  Β1Α2, Γ1Β2 με την ευθεία Α1Γ2. Θέλω τώρα να κάνετε εφαρμογή του θεωρήματος του Μενελάου
στο τρίγωνο ΔΕΖ με κατάλληλες διατέμνουσες. Σας αφήνω λίγο χρόνο για να δουλέψετε.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Κάνω εγώ την αρχή. Στο τρίγωνο ΔΕΖ με διατέμνουσα την ΚΑ1Β2 θα έχουμε:
ΚΔ
KE
⋅

A1 E

A1 Z
⋅

B2 Z

B2 Δ
=1 .  Για  να  μην  ταλαιπωρούμαστε  με  τις  παύλες  των  αλγεβρικών  τιμών  των

τμημάτων, ας συμφωνήσουμε από εδώ και πέρα ότι η σειρά που γράφουμε τα γράμματα των τμημάτων
εκφράζει και την αλγεβρική τους τιμή. Έτσι για παράδειγμα ΚΔ=-ΔΚ.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Με διατέμνουσα την ΝΑ2Γ1 στο ίδιο τρίγωνο έχουμε ΝΕ
ΝΖ
⋅

Γ1 Ζ

Γ1Δ
⋅

Α 2Δ

Α 2 Ε
=1 .

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Με διατέμνουσα την ΛΓ2Β1 παίρνουμε τη σχέση ΛΖ
ΛΔ
⋅

Β1 Δ

Β1 Ε
⋅

Γ2 Ε

Γ2 Ζ
=1 .

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Με διατέμνουσα την ευθεία ε1 θα είναι 
Α1 Ζ

Α1 Ε
⋅

Β1 Ε

Β1 Δ
⋅

Γ1 Δ

Γ1 Ζ
=1 .

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Με διατέμνουσα την ε2 θα είναι 
Β2 Δ

Β2 Ζ
⋅

Γ2 Ζ

Γ2 Ε
⋅

Α2 Ε

Α 2 Δ
=1 .

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε κατά μέλη τις πέντε τελευταίες σχέσεις. Μετά τις 

απλοποιήσεις βρίσκουμε ότι 
ΚΔ
ΚΕ
⋅

ΝΕ
ΝΖ
⋅

ΛΖ
ΛΔ

=1 . Άρα με βάση το αντίστροφο του θεωρήματος 

Μενελάου, τα σημεία Κ,Λ,Ν οφείλουν να είναι συνευθειακά. Όπερ έδει δείξαι! 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μπράβο παιδιά!

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Μπορούμε πλέον να αποκαλούμε θεώρημα την πρόταση του Πάππου!

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Εγώ έτσι κι αλλιώς θα την αποκαλούσα θεώρημα. Άλλωστε όλα αυτά τα ανακάλυψαν 
αιώνες πριν, άνθρωποι εξυπνότεροι από εμάς.  

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Συγγνώμη λίγο. Στο σχήμα που είχα αρχικά στο τετράδιο μου, οι ευθείες Β1Α2 και Γ1Β2

έτυχε να είναι παράλληλες. Έτσι δεν σχηματιζόταν το τρίγωνο ΔΕΖ στο οποίο κάναμε εφαρμογή του 
θεωρήματος του Μενελάου. Άρα όλη η παραπάνω απόδειξη είναι άκυρη!

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αμάν βρε παλιογκαντέμη. Μας ανάστρεψες  όλο το σκηνικό.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Οι εξυπνότεροι από εμάς άνθρωποι δεν το είχαν προσέξει αυτό;

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Μήπως θα έπρεπε στην υπόθεση του θεωρήματος να προσθέσουμε ως δεδομένο πως οι
ευθείες  Β1Α2 και Γ1Β2  είναι τεμνόμενες; Τότε η απόδειξή μας θα παραμείνει αλώβητη. 
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Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Δεν το σκέφτηκα ποτέ έτσι το θέμα. Ας πειραματιστούμε λιγάκι για να δούμε αν η
πρόταση εξακολουθεί να ισχύει με τις ευθείες  Β1Α2 και Γ1Β2  παράλληλες. Αν η πρόταση διαψευστεί
ίσως ο “5” να έχει δίκιο. Αν όμως δεν διαψευστεί, τότε σίγουρα θα πρέπει να τροποποιήσουμε την
απόδειξη, ώστε να καλύπτει και αυτή την περίπτωση. Προτείνω να κάνουμε χρήση του λογισμικού
Geogebra  που  μας  δίνει  πολλές  δυνατότητες  διάδρασης  και  πειραματισμού  με  το  σχήμα.  Στη
διεύθυνση https://www.geogebra.org/o/ja2ZW4n5 θα βρείτε το σχετικό αρχείο.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Δυστυχώς τα μαντάτα δεν είναι καλά. Κοιτάξτε και  μόνοι σας.  Το λογισμικό μας
δείχνει ότι τα σημεία Κ,Λ,Ν εξακολουθούν να είναι συνευθειακά ακόμη και στην περίπτωση που οι
ευθείες  Β1Α2 και Γ1Β2 είναι παράλληλες.

Σχήμα 9

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Θα μπορούσαμε να πάρουμε το σημείο τομής των  Β2Α1 και Γ2Β1  και να θεωρήσουμε
το τρίγωνο που ορίζεται από την τομή  των  Β2Α1 και Γ2Β1 με την Α2Γ1.
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Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

Σχήμα 10

Τότε η προηγούμενη απόδειξη θα μπορούσε να εφαρμοστεί επιτυχώς στο τρίγωνο Δ1Ε1Ζ1.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Κι αν είναι παράλληλες και οι ευθείες Β2Α1 και Γ2Β1;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Ας πειραματιστούμε να δούμε τι μπορεί να συμβεί και στην περίπτωση αυτή.

ΜΑΘΗΤΗΣ  5:   Το  λογισμικό  δείχνει  ότι  και  σ'  αυτή  την  περίπτωση  τα  σημεία  Κ,Λ,Ν  είναι
συνευθειακά.
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Σχήμα 11

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Δεν βλέπω να μπορεί να σωθεί η απόδειξη που επιχειρούμε να δώσουμε και σ' αυτή την
περίπτωση. Μάλλον θα πρέπει να αναζητήσουμε διαφορετική απόδειξη. Όπως σας έχω ξαναπεί, πρώτη
φορά κι εγώ αντιμετωπίζω αυτή την κατάσταση. Έτσι δεν γνωρίζω πως θα μπορούσαμε να βγούμε από
το  αδιέξοδο  στο  οποίο  κολλήσαμε.  Προτείνω  να  σταματήσουμε  για  σήμερα  εδώ  και  να  το
ξανασυζητήσουμε το θέμα πάλι αύριο.
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Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΗΜΕΡΑ 3η  

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Με ταλαιπώρησε αρκετά το ζήτημα όμως την βρήκα την άκρη τελικά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Εσείς την βρήκατε, αλλά από εμάς κανένας δεν κατάφερε κάτι.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Στ' αλήθεια πιστεύατε πως θα μπορούσαμε να αντιμετωπίσουμε αυτό το θέμα;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Αρχικά  νόμιζα  ότι  είναι  μια  εφαρμογή,  λίγο  σύνθετη  βεβαίως,  του  θεωρήματος
Μενελάου. Μετά όμως από την κριτική που ασκήσατε στην απόδειξη κατάλαβα πως δεν είναι έτσι τα
πράγματα.  Αυτό  που  κάνατε  δεν  είναι  λίγο.  Ούτε  εγώ  ούτε  και  πολύς  κόσμος  που  ασχολείται
επαγγελματικά με τα μαθηματικά, είχε προσέξει ότι η αρχική απόδειξη δεν είναι πλήρης. Έχω ψάξει σε
αρκετά βιβλία και ιστοσελίδες και είδα ότι οι πολλοί παρουσιάζουν την εκδοχή της δικής μας ελλιπούς
απόδειξης.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μη μου πείτε ότι το κάνουν αυτό για “παιδαγωγικούς” λόγους.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Όπως και να έχει το ζήτημα αυτό που μάθατε είναι ότι οι αποδείξεις στα μαθηματικά
δεν είναι πάντοτε ούτε ιερές ούτε τέλειες στην κάθε τους λεπτομέρεια. Αντιθέτως είναι μια υγιής στάση
το να τις κριτικάρουμε και να τις περνάμε από εξονυχιστικό έλεγχο.3

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Αυτά να τα πείτε σε κάποιους συναδέλφους σας. Στην προηγούμενη τάξη είχαμε ένα
καθηγητή που όταν παρουσίαζε μια απόδειξη κάποιου θεωρήματος, σπάνιο πράγμα βέβαια γιατί τις
περισσότερες φορές μας έδινε κατευθείαν τη διατύπωση του θεωρήματος και περνούσαμε σε επίλυση
ασκήσεων αμέσως, δεν τολμούσαμε να ρωτήσουμε γιατί λόγου χάρη σε κάποιο σημείο της απόδειξης
έκανε μια συγκεκριμένη ενέργεια κι αυτός εξοργισμένος φώναζε “Θα την μάθετε όπως ακριβώς τη
γράφω, τι θα πει γιατί και πώς, αυτή είναι η σωστή απόδειξη”. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ: (χαμογελώντας) Ουδείς αναμάρτητος!

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Τελικά τι αποδεικνύει μια απόδειξη; 3

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αφήστε τα φιλοσοφικά ερωτήματα. Να δούμε την ίδια την απόδειξη.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Και να την κριτικάρουμε!

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Είχαμε μείνει στην περίπτωση όπου  οι ευθείες Β2Α1 και Γ2Β1 όπως επίσης και οι Α2Β1

και  Γ1Β2 είναι  παράλληλες.  Κατ'  αρχάς  θα  αποδείξουμε  ότι  και  οι  ευθείες  Α1Α2 και  Γ1Γ2 είναι
παράλληλες.
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 Σχήμα 12

Θεωρείστε λοιπόν το σημείο τομής Ο των ευθειών ε1,ε2. Αφού Α1Β2 // Β1Γ2 θα έχουμε 
OB2

OΓ2

=
OA1

OB1

.

Από  την  Α2Β1 //  Γ1Β2 έχουμε  
OΑ2

OΒ2

=
OΒ1

OΓ1

.  Πολλαπλασιάζοντας  κατά  μέλη  τις  δυο  τελευταίες

αναλογίες βρίσκουμε 
OΑ2

OΓ2

=
OA1

OΓ1

άρα θα ισχύει και Α1Α2 // Γ1Γ2.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Θεωρήσατε το σημείο τομής Ο των ευθειών ε1, ε2. Αν όμως οι ευθείες  αυτές είναι
παράλληλες;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Χαίρομαι! Την περίμενα αυτήν την ερώτηση.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Στην περίπτωση αυτή η απόδειξη του ισχυρισμού είναι απλούστερη. Τα τετράπλευρα
Α1Β1Γ2Β2 και Β1Γ1Β2Α2 θα είναι παραλληλόγραμμα, οπότε Α2Β2=Β1Γ1 και Β2Γ2=Α1Β1. Κατά συνέπεια
θα  είναι και Α1Γ1=Α2Γ2 κι έτσι το τετράπλευρο Α1Α2Γ2Γ1 θα είναι επίσης παραλληλόγραμμο.
 Άρα Α1Α2 // Γ1Γ2.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Νομίζω ότι δεν πρέπει να υπάρχουν άλλες ενστάσεις για το πρώτο μας συμπέρασμα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Όχι, όχι. Προχωρήστε παρακαλώ.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Την συγγραμμικότητα των Κ,Λ,Ν τώρα θα την αποκαταστήσουμε όχι με το θεώρημα
του Μενελάου, αλλά με όμοια τρίγωνα.
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ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Αυτό έχει ενδιαφέρον. Έχουμε αλλαγή της μεθόδου απόδειξης.1

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  
 

Σχήμα 13

Τα τρίγωνα Α1Α2Ν και Γ2Γ1Ν είναι όμοια άρα 
Α 2 Ν

Γ1 Ν
=

Α 1 Α2

Γ1Γ2

.

Επίσης  τα  τρίγωνα  Α1Α2Κ και  Γ2Γ1Λ είναι  όμοια  γιατί  έχουν  τις  πλευρές  τους  παράλληλες,  άρα
Α2 Κ

Γ1 Λ
=

Α1 Α2

Γ1 Γ2

. Από τις αναλογίες αυτές προκύπτει ότι  
Α2 Κ

Γ1 Λ
=

Α 2 Ν

Γ1 Ν
⇔

Α 2 Κ

Α 2 Ν
=

Γ1 Λ

Γ1 Ν
και

δεδομένου ότι οι γωνίες ΚΑ2Ν και ΛΓ1Ν είναι ίσες (διαφορές ίσων γωνιών) συμπεραίνουμε ότι και τα
τρίγωνα  ΚΑ2Ν και ΛΓ1Ν είναι όμοια. Αφού τα Α2,Ν,Γ1 είναι συνευθειακά σημεία το ίδιο θα συμβαίνει
και με τα σημεία Κ,Λ,Ν.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Νομίζω πως η περιπέτεια τελείωσε.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μην ξεχνάτε τι σας έχω διδάξει τόσον καιρό. Να κάνετε πάντοτε μια επισκόπηση της
απόδειξης, ώστε να φανούν όλα τα λογικά βήματα που ακολουθήσατε. Πολλές φορές μέσω αυτής της
διαδικασίας μπορούμε να διορθώσουμε τυχόν λάθη ή να βρούμε απλούστερες αποδείξεις για κάποια
μέρη της γενικής απόδειξης. Θέλει κάποιος να μας δώσει αυτή την επισκόπηση για την μέχρι τώρα
εργασία μας;

1 http://mathgardenblog.blogspot.gr/2013/08/hexagrammum-mysticum3.html
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ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Ο αρχικός στόχος μας ήταν να αποδείξουμε το θεώρημα του  Πάππου και σύμφωνα με
την αρχική  σας  υπόδειξη  θα  έπρεπε  να  χρησιμοποιήσουμε το  θεώρημα του Μενελάου σε  κάποιο
τρίγωνο.  Εντοπίσαμε  ένα  τέτοιο  τρίγωνο  με  κορυφές  τα  σημεία  τομής  κάποιων  προεκτεινόμενων
ευθειών.  Επειδή  όμως  θα  μπορούσε  αυτές  οι  ευθείες  που  προεκτείναμε  να  είναι  παράλληλες,
εντοπίσαμε εναλλακτικά κι  άλλο ένα τρίγωνο όπου θα  μπορούσε να εφαρμοστεί  το  θεώρημα του
Μενελάου και πάλι με κατάλληλες προεκτάσεις. Στην περίπτωση που και οι τελευταίες ευθείες των
προεκτεινόμενων τμημάτων ήταν παράλληλες χρησιμοποιήσαμε για την απόδειξη όχι το θεώρημα του
Μενελάου, αλλά τη θεωρία ομοιότητας τριγώνων. Έτσι αποκαταστήσαμε την ισχύ της πρότασης του
Πάππου  σε  κάθε  περίπτωση.  Μπορούμε  πλέον  να  αποκαλούμε  την  πρόταση,   ως  θεώρημα  του
Πάππου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Είναι αρκετά σύνθετη η όλη διαδικασία. Αναρωτιέμαι, δεν υπάρχει άλλη απόδειξη;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Ερευνώντας τη βιβλιογραφία αυτές τις μέρες, είδα ότι μπορεί να δοθεί απόδειξη με
μεθόδους της αναλυτικής Γεωμετρίας. Ο συνάδελφος “ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2” είναι σπεσιαλίστας σ' αυτό το
είδος και προσφέρθηκε να μας βοηθήσει. Θα τον καλέσω αύριο να μας παρουσιάσει την αναλυτική
εκδοχή της  απόδειξης  του θεωρήματος  του Πάππου.  Καλό είναι  να φρεσκάρετε λιγάκι  τα βασικά
στοιχεία από την Αναλυτική Γεωμετρία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:   Δηλαδή θα αποδείξουμε ένα γεωμετρικό θεώρημα με αλγεβρικές μεθόδους.  Καλό
ακούγεται.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:   Είμαι  σίγουρος  ότι  η  απόδειξη  αυτή  θα  είναι  πολύ  πιο  κομψή  από  την  καθαρά
γεωμετρική απόδειξη. Προσωπικά η Άλγεβρα μου φαίνεται πολύ πιο διαφανής από την Γεωμετρία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Άρχισες πάλι τις αισθητικές αναλύσεις. Εξ ιδίων κρίνεις τα αλλότρια.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Και εξ οικείων τα βέλη!

ΜΑΘΗΤΗΣ  4.   Ας  περιμένουμε  μέχρι  αύριο.  Έχω  ακόμα  κάποιες  ενστάσεις  όσον  αφορά  τη
γεωμετρική απόδειξη. Ίσως η αναλυτική απόδειξη να μπορέσει να τις αναιρέσει. 
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ΗΜΕΡΑ 4η

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Είμαι πραγματικά χαρούμενος που βρίσκομαι σήμερα εδώ. Ο “ΔΑΣΚΑΛΟΣ” αξίζει
συγχαρητήρια που κατάφερε να δημιουργήσει αυτή την ομάδα με άτομα σαν κι εσάς που βρίσκουν τα
Μαθηματικά το ίδιο ή και περισσότερο ενδιαφέροντα από κάποιες άλλες ασχολίες.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ο “ΔΑΣΚΑΛΟΣ” μας είπε ότι θα μας παρουσιάσετε μια αναλυτική απόδειξη του
θεωρήματος του Πάππου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Πράγματι. Μια και το αναφέρατε, σε τι διαφέρει μια αναλυτική από μια γεωμετρική
απόδειξη;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Η Αναλυτική Γεωμετρία χρησιμοποιεί αλγεβρικές μεθόδους για τις αποδείξεις της, ενώ
οι  καθαρά  γεωμετρικές  αποδείξεις  συντίθενται  από  σειρές  συλλογισμών,  είναι  θα  έλεγα  πιο
θεωρητικές. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Δηλαδή στην Άλγεβρα δεν κάνουμε συλλογισμούς;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Φυσικά και κάνουμε. Απλά είναι σαν να χρησιμοποιούμε διαφορετική γλώσσα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:   Η γλώσσα  της  Άλγεβρας  είναι  πιο  τυπική.  Οι  συλλογισμοί  φαίνεται  να  γίνονται
αυτόματα μέσω των πράξεων.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Σωστό  αυτό  που  λες.  Μέσα  στους  κανόνες  λογισμού  της  Άλγεβρας  είναι
ενσωματωμένοι  κάποιοι  συλλογισμοί.  Η σωστή εκτέλεση των κανόνων λογισμού είναι ακριβώς οι
σωστοί συλλογισμοί.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ :  Ο Ευκλείδης με τα “στοιχεία”2 του, έδωσε το πρώτο παράδειγμα στην Ιστορία, ίδρυσης
επιστήμης,  θεμελιωμένης  στα  αξιώματα.  Η  βασική  του  μέθοδος  είναι  η  αποδεικτική  μέθοδος.
Οποιαδήποτε πρόταση που αφορά ένα γεωμετρικό σχήμα μπορεί να αιτιολογηθεί μέσω μιας αλυσίδας,
ή ενός πλέγματος θα έλεγα καλύτερα, λογικών συλλογισμών που η  αφετηρία τους είναι τα αξιώματα,
δηλαδή προτάσεις που δεχόμαστε ως αληθείς δίχως να απαιτούμε γι' αυτές απόδειξη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Ο  αντίστοιχος  άνθρωπος  στην  περίπτωση  της  Αναλυτικής  Γεωμετρίας  είναι  ο
Καρτέσιος.  Ο  Rene  Descartes  το  1616,  αναμόρφωσε  την  ανθρώπινη  σκέψη  με  μια  καινούργια
φιλοσοφία που βγήκε μέσα από τα Μαθηματικά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μη μου πείτε ότι θα μας παρουσιάσετε φιλοσοφική απόδειξη του θεωρήματος του
Πάππου!

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Όχι βέβαια. Μαθηματικά κάνουμε και μαθηματική απόδειξη θα δώσουμε. Όπως ο
ίδιος  ο  Καρτέσιος  λέει3 “Οι  μακρές  αλυσίδες  με  τους  απλούς  και  εύκολους  συλλογισμούς  που

2 Ευκλείδη - Στοιχεία
3 Rene Descartes – Λόγος περί της Μεθόδου
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χρησιμοποιούν οι γεωμέτρες για να φτάνουν στις πιο δύσκολες αποδείξεις μ' έκαναν να σκεφτώ ότι
όλα τα πράγματα που μπορούν να υποπέσουν στην αντίληψη του ανθρώπου είναι κατά τον ίδιο τρόπο
αλληλένδετα”. Αυτό το όραμα του Ντεκάρτ καθοδήγησε από τότε την ανθρώπινη σκέψη και παραμένει
η φιλοδοξία όλων των σύγχρονων επιστημών.4

ΜΑΘΗΤΗΣ  3:   Ωραία  όλα  αυτά,  αλλά  πως  σχετίζονται  με  τα  Μαθηματικά  και  την  Αναλυτική
Γεωμετρία;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2: Θα προσπαθήσω να σας το εξηγήσω όσο πιο σύντομα μπορώ. Ο Καρτέσιος όπως
είπαμε,  εμπνεόμενος  από τις  αποδείξεις  της  Γεωμετρίας,  αναζήτησε  αλήθειες  που  να  μπορούν να
παίξουν  το  ρόλο  των  γεωμετρικών  αξιωμάτων  στη  Φιλοσοφία.  Όσο  περισσότερο  έψαχνε  τόσο
λιγότερες, όπως ο ίδιος ομολογεί, έβρισκε. Τελικά δεν μπόρεσε να βρει καμιά εκτός από την απλή
διαπίστωση:  Gogito,  ergo  sum –  Σκέφτομαι  άρα υπάρχω –  εννοώντας  ότι  δεν  μπορούσε  να  βρει
καλύτερη βάση για να αρχίσει να αντιλαμβάνεται τον υλικό κόσμο παρά την ικανότητα του ανθρώπου
να χρησιμοποιεί το νου του.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Σιγά τη μεγάλη  επαναστατική ανακάλυψη. Οι καθηγητές  μας το λένε αυτό κάθε μέρα.
Μάλλον θα είναι όλοι τους μεγάλες διάνοιες!  

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Σκέφτεσαι σαν παιδί του 21ου αιώνα. Ο Ντεκάρτ όμως έζησε τον 17ο αιώνα. Στην
εποχή του δεν ήταν καθόλου προφανές το ότι ο άνθρωπος μπορεί να φτάσει στην αλήθεια μέσω της
λογικής σκέψης και του ορθού λόγου. Η διανόηση της εποχής του ήταν κυριολεκτικά κάτω από τη
δεσποτεία της εκκλησίας και προσκολλημένη δογματικά στην αρχαία φιλοσοφία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:   Έχετε δίκιο.  Αλλά δεν είναι  και  εύκολο να σκέφτεσαι  σαν άνθρωπος μιας  άλλης
εποχής.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Σίγουρα όχι. Αυτή νομίζω πως είναι και μια από τις μόνιμες  δυσκολίες της διδασκαλίας
των αρχαίων στα ελληνικά σχολεία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Αφού λοιπόν ο Καρτέσιος θεώρησε πως ο ανθρώπινος νους είναι η βάση για να
φτάσει  κανείς  στην  κατάκτηση  της  αλήθειας,  στο  Λόγο  περί  της  Μεθόδου,  περιγράφει  τέσσερις
βασικούς κανόνες μεθοδικής σκέψης. Ακούστε τι γράφει:5

α.  Να μην αποδέχομαι ποτέ μια ιδέα ως αληθινή, αν δεν παρουσιάζεται στο νου μου με τόση σαφήνεια
και ευκρίνεια, ώστε να μη μένει καμιά δυνατότητα να αμφιβάλλω γι' αυτή.
β.  Να διαιρώ κάθε σύνθετο πρόβλημα σε άλλα απλούστερα.
γ.  Να κατευθύνω τη σκέψη μου από τα απλούστερα στα συνθετότερα.
δ.  Να αναθεωρώ τη σειρά των συλλογισμών μου, ώστε να βεβαιώνομαι ότι δεν υπάρχει κενό ή λάθος
στη συλλογιστική μου πορεία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Μα καλά. Αρχαίοι στοχαστές όπως ο Ευκλείδης ή ο Αριστοτέλης δεν καθοδηγούσαν το
πνεύμα τους με βάση αυτούς τους κανόνες;

4 Επιστημονική βιβλιοθήκη LIFE - Μαθηματικά
5 Rene Descartes – Λόγος περί της Μεθόδου
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Προφανώς ναι. Μην ξεχνάτε ότι ο Καρτέσιος εμπνέεται από τα Μαθηματικά και
ειδικότερα  από  τους  γεωμετρικούς  συλλογισμούς.  Μην  ξεχνάτε  επίσης  ότι  είναι  η  εποχή  όπου  ο
Κοπέρνικος  ρίχνει  την  ιδέα  ότι  ο  ήλιος  είναι  το  κέντρο  του  ηλιακού  συστήματος,  μια  ιδέα  που
καταδικάστηκε  ως  αιρετική  από  τον  Πάπα  ενώ  ο  Γαλιλαίος  προειδοποιείται  να  σταματήσει  να
υποστηρίζει με ενθουσιασμό τις νέες ιδέες. Άρα ο ορθολογικός τρόπος σκέψης είτε είναι ανύπαρκτος
είτε πατρονάρεται από την εκκλησία, είτε περιορίζεται μόνο στα Μαθηματικά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Δηλαδή τα Μαθηματικά υπήρξαν κάτι σαν το κρυφό σχολειό του ορθολογισμού!

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ο Ντεκάρτ εκδίδει τον Λόγο περί της Μεθόδου το 1637, αρκετά χρόνια  μετά  από  τη
σύλληψη των  βασικών αρχών της μεθόδου του, μια σύλληψη που πραγματοποιήθηκε από αυτόν ενώ
βρισκόταν  σ'  ένα  στρατόπεδο  στις  όχθες  του  Δούναβη.  Στον  επίλογο  του  Λόγου  δίνει  τρία
παραδείγματα εφαρμογής της Μεθόδου. Το τρίτο παράδειγμα ήταν μια υποσημείωση 106 σελίδων, η
Γεωμετρία, την οποία οι μαθηματικοί επικαλούνται ως σήμερα με τον γαλλικό της τίτλο La Geometrie.
Στο παράρτημα αυτό λοιπόν τίθενται οι βάσεις της Αναλυτικής Γεωμετρίας, ως ενός νέου κλάδου των
Μαθηματικών  ο  οποίος  εναρμονίζει  όλη  την  αριθμητική  την  άλγεβρα  και  τη  γεωμετρία  των
περασμένων εποχών σ' ένα ενιαίο σύστημα, σε μια τεχνική, που θεωρεί τους αριθμούς σημεία, τις
εξισώσεις γεωμετρικά σχήματα και τα γεωμετρικά σχήματα εξισώσεις. 6

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Είναι όλα αυτά δηλαδή που μαθαίνουμε πια στο σχολείο, θεωρώντας τα αυτονόητα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Ε! Όχι και τόσο αυτονόητα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Τελικά αυτό το παράρτημα θα επισκιάσει το φιλοσοφικό μέρος του έργου του, καθώς η
αναπτυσσόμενη Αναλυτική Γεωμετρία ξεπέρασε κατά πολύ τις αρχικές προσδοκίες του δημιουργού
της, μεταμορφώνοντας οτιδήποτε κι αν άγγιξε στα Μαθηματικά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ουάου! Δεν είναι όμως επιτέλους ώρα να μας παρουσιάσετε την αναλυτική απόδειξη
της πρότασης που μας ενδιαφέρει; Κοντεύουμε να ξεχάσουμε το λόγο για τον οποίο είμαστε όλοι εμείς
μαζεμένοι εδώ σήμερα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Κυνικός όπως πάντα ο “ΜΑΘΗΤΗΣ 3”.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Εντάξει ξεκινάμε αμέσως. Για να καλύψουμε κάθε περίπτωση θα χωρίσουμε δυο
περιπτώσεις. Στην πρώτη θα θεωρήσουμε ότι οι ευθείες ε1, ε2 είναι παράλληλες και στην δεύτερη ότι
είναι  τεμνόμενες.  Στο  επίπεδο δεν υπάρχει  φυσικά άλλη δυνατότητα για τις  δυο ευθείες.  Σε κάθε
περίπτωση θα χρειαστούμε μια βοηθητική πρόταση, ένα λήμμα, το οποίο σας το δίνω να το δείτε ως
μια άσκηση για προθέρμανση.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Ελπίζω να μην χρειαστεί να ψάχνουμε με τις ώρες όπως με τη γεωμετρική απόδειξη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:   Βασικά για τις  αναλυτικές αποδείξεις  κάποιος δε θέλει  παρά μόνο μόνο βασικές
γνώσεις, τις οποίες θεωρώ ότι τις έχετε αποκτήσει από την διδασκαλία του μαθήματος στο πλαίσιο του

6 Επιστημονική βιβλιοθήκη LIFE - Μαθηματικά
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σχολείου.  Η βοηθητική πρόταση που θέλω να αποδείξετε είναι η εξής:

Τα  σημεία  Κ (
x
z

,
y
z
) ,  Λ(

a
c

,
b
c
) και  Ν (

x+a
z+c

,
y+b
z+c

)  είναι  συνευθειακά,  όταν  οι  αριθμοί

x,y,z,a,b,c είναι πραγματικοί και τέτοιοι ώστε τα αναγραφόμενα κλάσματα να ορίζονται.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Είναι πολύ εύκολο να το αποδείξουμε αυτό. Αρκεί να δείξουμε ότι det ( Κ⃗Λ , Κ⃗Ν ) =0.

Όμως Κ⃗Λ=(
a
c
−

x
z

,
b
c
−

y
z
)=(

az−cx
cz

,
bz−cy

cz
) και

Κ⃗Ν=(
x+a
z+c

−
x
z

,
y+b
z+c

−
y
z
)=(

az−cx
z (z+c )

,
bz−cy
z (z+c )

) . Για την ορίζουσα λοιπόν αυτών των διανυσμάτων 

έχουμε: det (Κ⃗Λ , Κ⃗Ν ) = |
az−cx

cz
bz−cy

cz
az−cx
z(z+c)

bz−cy
z (z+c )

| = 0.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Πολύ ωραία. Είμαστε έτοιμοι τώρα να αποδείξουμε το θεώρημα του Πάππου στην
περίπτωση  όπου  οι  ευθείες  ε1,  ε2 είναι  παράλληλες.  Εισάγουμε  ένα  (ορθοκανονικό)  σύστημα
συντεταγμένων  στο  οποίο  ο  άξονας  χ'χ  ταυτίζεται  με  την  ευθεία  ε1,  η  αρχή  Ο  του  συστήματος
επιλέγεται με τέτοιο τρόπο ώστε όλα τα σημεία Α1,Β1,Γ1,Α2,Β2,Γ2 να ανήκουν στο θετικό ημιεπίπεδο

x≥0 .  

Σχήμα 14

Ως προς αυτό το σύστημα, έστω ότι τα αντίστοιχα σημεία έχουν τις παρακάτω συντεταγμένες:
Α1(α1,0),  Β1(β1,0),  Γ1(γ1,0),  Α2(α2,δ),  Β2(β2,δ),  Γ2(γ2,δ)  με  0<α1<β1<γ1 και  0<α2<β2<γ2   και  δ>0.  Η

εξίσωση της Α1Β2 είναι |
x y 1
α 1 0 1
β2 δ 1|=0⇔δx+(α 1−β2) y=δα1 . 

25



Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

Παρόμοια η εξίσωση της Α2Β1 είναι: |
x y 1
β1 0 1
α 2 δ 1|=0⇔δx+(β1−α2) y=δβ1

Το σημείο τομής των Α1Β2 και Α2Β1 θα προκύψει από την επίλυση του συστήματος
δx+(α 1−β2) y=δα1

δx+(β1−α2) y=δβ1

. Βρίσκουμε λοιπόν ότι το σύστημα αυτό έχει πάντοτε λύση (η ορίζουσά του

είναι D=δ(β1+β2-α1-α2) και αφού β1>α1 και β2>α2 θα είναι  D≠0 ). Οι συντεταγμένες του σημείου

τομής  Κ  είναι:   Κ (
α1 α2−β1 β2

α1+α2−β1−β2

, δ
α 1−β1

α 1+α2−β1−β2

)=(
Κ1

M 1

,
K 2

M 1

) .  Εντελώς  ανάλογα  οι

συντεταγμένες των σημείων Λ και Ν είναι:

Λ(
β1 β2−γ 1 γ2

β1+ β2−γ 1−γ 2

, δ
β1−γ1

β1+β2−γ1−γ2

)=(
L1

M 2

,
L2

M 2

) και

Ν (
γ1 γ 2−α 1α 2

γ 1+γ2−α1−α2

, δ
γ1−α1

γ1+γ 2−α 1−α 2

)=(
N1

M 3

,
N2

M 3

) . 

Παρατηρούμε τώρα ότι N1=K1+L1, N2=K2+L2, M3=M1+M2. 
Σύμφωνα με το λήμμα που προαναφέραμε, τα σημεία Κ, Λ, Ν πρέπει να είναι συνευθειακά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ενδιαφέρουσα η λύση καθώς και οι σχέσεις  που συνδέουν τις  συντεταγμένες των
σημείων Κ,Λ,Ν.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Εμένα αυτό που με ενθουσιάζει είναι η λιτότητα των μέσων που χρησιμοποιούμε.
Θέλει μόνο κάποιες βασικές εξισώσεις και λίγη άλγεβρα. Δεν χρειάζεται να ξέρει κανείς ούτε θεωρία
ομοιότητας,  ούτε  το  θεώρημα  του  Μενελάου.  Ακόμη  κι  αν  δεν  ξέραμε  το  λήμμα  κάλλιστα  θα
μπορούσαμε να επαληθεύσουμε την συγγραμμικότητα των Κ,Λ,Ν επιτόπου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Αυτό  είναι  ένα  βασικό  χαρακτηριστικό  της  αναλυτικής  μεθόδου,  πιστά
εναρμονισμένο στις απαιτήσεις του Ντεκάρτ.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δεν μένει παρά να δούμε και την γενική περίπτωση όπου οι ευθείες ε1 και ε2 τέμνονται.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:   Στην περίπτωση αυτή θα θεωρήσουμε ένα σύστημα συντεταγμένων στο οποίο ο
άξονας χ'χ ταυτίζεται με την ε1, η αρχή του συστήματος ταυτίζεται με το σημείο τομής Ο των ε1,ε2 και
ας τολμήσουμε να πάρουμε ως άξονα των y'y την ευθεία ε2.

ΜΑΘΗΤΗΣ  3:   Ναι  αλλά  οι  δυο  ευθείες  δεν  τέμνονται  κάθετα,  άρα  το  σύστημα  δεν  θα  είναι
ορθογώνιο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Σωστά. Όμως η ορθή γωνία των αξόνων όπως θα δούμε, δεν παίζει κανένα απολύτως
ρόλο στο πρόβλημα που μας  απασχολεί.  Θα μπορούσαμε να  πάρουμε βεβαίως  ένα  ορθοκανονικό
σύστημα  φέρνοντας  την  κάθετη  στην  ε1 στο  σημείο  Ο.  Απλά  οι  εξισώσεις  των  ευθειών  που  θα
προκύψουν θα είναι ελαφρώς συνθετότερες. Απ' την άλλη όπως πολύ εύκολα μπορείτε να δείτε και
μόνοι σας εξετάζοντας ακόμη και στο σχολικό βιβλίο τον τρόπο που προκύπτουν οι εξισώσεις των
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ευθειών ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων, όλοι οι εξαγόμενοι τύποι για την εξίσωση μιας ευθείας
υφίστανται ακόμη και σε πλαγιογώνια συστήματα συντεταγμένων. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Και η συνθήκη παραλληλίας, μέσω ορίζουσας, ισχύει σε πλαγιογώνιο σύστημα;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ναι, και η συνθήκη παραλληλίας εξακολουθεί να ισχύει. Αυτό που δεν ισχύει είναι ο
τύπος της απόστασης μεταξύ δυο σημείων των οποίων ξέρουμε τις συντεταγμένες. Στην περίπτωση
αυτή ο τύπος της απόστασης είναι λίγο συνθετότερος γιατί λαμβάνει υπόψη και την γωνία των αξόνων.
Στην πραγματικότητα ο τύπος της απόστασης αντικαθίσταται με έναν υπολογισμό που κάνει χρήση του
νόμου των συνημιτόνων. Ακριβώς για το λόγο αυτό και για να προκύπτουν απλούστερες εξισώσεις,
όταν μελετούμε θέματα στα οποία γίνεται χρήση μετρικών σχέσεων – αποστάσεων- προτιμούνται τα
ορθοκανονικά συστήματα συντεταγμένων.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Η αλήθεια είναι ότι στην εκφώνηση του θεωρήματος του Πάππου, δεν εμπλέκονται
καθόλου έννοιες που να σχετίζονται με αποστάσεις. Ωστόσο οι γεωμετρικές αποδείξεις που δώσαμε
νωρίτερα όλες εμπλέκουν με τη μορφή λόγων αποστάσεις μεταξύ σημείων. Δεν είναι λίγο οξύμωρο
αυτό; 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Οξύμωρο δεν θα έλεγα ότι είναι γιατί δεν εμπλέκει αντιφατικές έννοιες. Μπορεί όμως
να  εμφανίζει  ένα  χαρακτηριστικό  που  έχουν  πολλές  μαθηματικές  αποδείξεις.  Χρησιμοποιεί  μέσα
ισχυρότερα απ' ότι θα χρειαζόταν για να επιτευχθεί.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ο καθηγητής μου στο πανεπιστήμιο γι' αυτόν το λόγο μας έλεγε συχνά “μην κυνηγάτε
σπουργίτια με κανόνι” .

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Πολύ εύστοχη παρατήρηση! Με το κανόνι σίγουρα θα πετύχουμε το σπουργίτι, αλλά
ταυτόχρονα θα το χάσουμε κιόλας γιατί  θα το έχουμε διαλύσει τελείως.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Αν λοιπόν η απόδειξή σας δεν κάνει χρήση μετρικών σχέσεων τότε σίγουρα θα είναι
ποιοτικά ανώτερη της γεωμετρικής.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ο χαρακτηρισμός “ανώτερη” δεν νομίζω να είναι τόσο πετυχημένος. Εγώ θα έλεγα
πως  είναι  σίγουρα  “οικονομικότερη”,  πράγμα  που  γενικά  είναι  επιθυμητό  για  μια  μαθηματική
απόδειξη.  Πάντως  για  να  μην  δημιουργήσουμε  και  καμιά  παρεξήγηση,  οι  “οικονομικότερες”
αποδείξεις δεν  είναι και ευκολότερες. Το αντίθετο μάλιστα θα έλεγα πως ισχύει  γενικά.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Συμφωνώ με αυτά που λες. Μια “οικονομική” απόδειξη, αν και πιο επίπονη, συχνά
συλλαμβάνει καλύτερα την “ουσία” του αποδεικτέου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Στην περίπτωσή μας η κατάσταση είναι ότι ιδανικότερο θα μπορούσε να προκύψει. Η
απόδειξη  είναι  και  ευκολότερη  και  οικονομικότερη!  Ας  ξεκινήσουμε.  Θεωρήστε  το  σύστημα
συντεταγμένων του σχήματος 15.
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Σχήμα 15

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Μήπως θα έπρεπε να σταματήσουμε για σήμερα; Η ώρα έχει περάσει και εγώ έχω μια
επείγουσα εργασία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Έχεις δίκιο. Μπορούμε να συνεχίσουμε την απόδειξη σε μια επόμενη συνάντησή μας.
Από μένα δεν υπάρχει κανένα πρόβλημα.
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ΗΜΕΡΑ 5η

ΜΑΘΗΤΗΣ  4:   Έκανα  μια  πρόχειρη  έρευνα  για  το  κατά  πόσο  μπορούμε  να  κάνουμε  χρήση
πλαγιογώνιων συστημάτων αντί των ορθοκανονικών.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Και τι έδειξε η έρευνά σου; Είναι το ίδιο αποτελεσματική η χρήση τους;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Οι συντεταγμένες των διανυσμάτων προκύπτουν με τον ίδιο ακριβώς τρόπο. Ισχύουν
όλοι οι γνωστοί μας τύποι. Επίσης ισχύει και η συνθήκη παραλληλίας δυο διανυσμάτων με χρήση
ορίζουσας. Ο συντελεστής διευθύνσεως όμως ενός διανύσματος με συντεταγμένες (χ,ψ) με τη μορφή
του λόγου ψ/χ δεν ισούται με την εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει το διάνυσμα με τον άξονα
χ'χ.  Όπως  υπολόγισα  ο  λόγος  ψ/χ  ισούται  με  το  λόγο  ημφ/ημ(θ-φ),  όπου  φ  είναι  η  γωνία  που
σχηματίζει το διάνυσμα με τον άξονα χ'χ και θ η γωνία των αξόνων.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αν θ=π/2 προφανώς το κλάσμα αυτό μας δίνει εφφ κι ερχόμαστε στην περίπτωση των
ορθοκανονικών συστημάτων. Αναζήτησα κι εγώ τον τύπο που δίνει το μέτρο ενός διανύσματος α⃗ με
συντεταγμένες  (χ,ψ)  και  βρήκα  τον  τύπο  ∣⃗α∣=√ χ2

+ψ2
+2∣χψ∣συνθ .  Όπως  βλέπετε  είναι

συνθετότερος από τον τύπο που χρησιμοποιούμε στα ορθοκανονικά συστήματα. Ωστόσο οι εξισώσεις
των ευθειών προκύπτουν με τον ίδιο τρόπο και έχουν την ίδια μορφή όπως και στα ορθοκανονικά
συστήματα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μπράβο παιδιά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Έχω να κάνω μια παρατήρηση αναφορικά με αυτά που λέγαμε την προηγούμενη φορά.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Δηλαδή;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Είχαμε πει ότι η αναλυτική απόδειξη δεν κάνει χρήση της έννοιας της απόστασης.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αν θυμάμαι καλά εσύ το είχες παρατηρήσει αυτό.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Κι εσείς δεν το διαψεύσατε!

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Γιατί είδες να ισχύει το αντίθετο, στο πρώτο μέρος της απόδειξης που παρουσίασε ο
συνάδελφος;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Μέσα στην απόδειξη δεν φαίνεται κάτι τέτοιο, όμως στην αναλυτική γεωμετρία για να
βρει κάποιος  την εξίσωση μιας ευθείας, κάνει χρήση διανυσματικού λογισμού. Στην έννοια όμως του
διανύσματος εμπλέκεται η έννοια του μήκους. Άρα κατά βάθος η απόδειξη δεν είναι ανεξάρτητη της
έννοιας του μήκους.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:    (προς  τον  “ΔΑΣΚΑΛΟ”)  Έχεις  μαθητές  αστέρια!  Πράγματι  αυτό  που  λέει  ο
“ΜΑΘΗΤΗΣ 4” είναι σωστό. Μάλιστα στις αποδείξεις των ιδιοτήτων που έχουν οι πράξεις μεταξύ
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διανυσμάτων, γίνεται χρήση της θεωρίας ομοιότητας.7

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αυτές τις αποδείξεις συχνά κατά τη διδασκαλία τις παραλείπουμε ως πολύ τεχνικές και
βαρετές.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Κατά κάποιο τρόπο λοιπόν η θεωρία της ομοιότητας είναι ενσωματωμένη μέσα στις
ιδιότητες των πράξεων. Έτσι δεν είναι διόλου τυχαίο το γεγονός ότι ο διανυσματικός λογισμός στο
επίπεδο, μπορεί να μας λύσει πολλά και ποικίλα γεωμετρικά προβλήματα, με σχετική ευελιξία. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Θέλετε να πείτε πως ένα μεγάλο μέρος της Ευκλείδειας Γεωμετρίας είναι σφηνωμένο
μέσα στις βασικές έννοιες της Αναλυτικής Γεωμετρίας, αλγεβρικά κωδικοποιημένο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ακριβώς. Με δεδομένη την Ευκλείδεια Γεωμετρία, μπορούμε να ορίσουμε την έννοια
του διανύσματος και να φτάσουμε στην έννοια του Διανυσματικού Χώρου, δηλαδή ενός συνόλου που
τα στοιχεία του είναι διανύσματα και στο οποίο είναι ορισμένες δυο βασικές πράξεις. Η πρόσθεση
μεταξύ διανυσμάτων και ο πολλαπλασιασμός ενός πραγματικού αριθμού με ένα διάνυσμα. Γι αυτές τις
πράξεις ισχύουν κάποιες βασικές ιδιότητες. Όλες αυτές που έχετε μάθει πολύ καλά να εφαρμόζετε
όταν λύνετε διάφορες ασκήσεις. Στο σημείο αυτό κάποιος μπορεί να αναρωτηθεί: Μήπως μπορούμε να
κάνουμε αντίστροφα την παραπάνω διαδικασία; Μήπως μπορούμε να θεωρήσουμε ως βασική έννοια
αυτή του διανύσματος και με τη βοήθειά της να φτάσουμε στην έννοια του Γεωμετρικού Χώρου; Η
απάντηση  στο  ερώτημα  αυτό  είναι  καταφατική  και  θα  την  δείτε  όσοι  θα  σπουδάσετε  αργότερα
Μαθηματικά. Αυτό θέλει να εκφράσει και το σχολικό βιβλίο γράφοντας σε κάποιο σημείο “Η εξίσωση
μιας  καμπύλης,  από  βοηθητικό  μέσο  για  τη  λύση  ενός  προβλήματος,  γίνεται  μέσο  ορισμού  και
αναπαράστασης αυτής της καμπύλης”.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δεν είναι ώρα να δούμε το δεύτερο μέρος της αναλυτικής απόδειξης;   

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Θεωρήστε το σύστημα συντεταγμένων του σχήματος 15. Ως προς αυτό το σύστημα
ας υποθέσουμε ότι τα αντίστοιχα σημεία έχουν τις εξής συντεταγμένες:
Α1(α1,0), Β1(β1,0), Γ1(γ1,0), Α2(0,α2), Β2(0,β2), Γ2(0,γ2) με 0<α1<β1<γ1 και 0<α2<β2<γ2.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Τι σημαίνουν αυτές οι ανισότητες;

ΔΑΣΑΚΑΛΟΣ 2:  Όταν έχουμε τρία διακριτά σημεία πάνω σε μια ευθεία, τότε ακριβώς ένα απ' αυτά
θα είναι ανάμεσα στα άλλα δυο. Έτσι στην περίπτωσή μας χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι
το Β1 είναι ανάμεσα στα Α1,Γ1 και το Β2 είναι ανάμεσα στα Α2,Γ2. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Ναι αλλά επίσης θεωρείτε ότι το Α1 προηγείται του Β1 και το Α2 του Β2.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Κοιτάξτε. Νομίζω πως πρέπει να ξαναδιατυπώσουμε το θεώρημα για να δείτε ότι
αυτές οι θεωρήσεις που κάνουμε δεν έχουν να κάνουν σε τίποτα με την ουσία του θεωρήματος. Δεν
περιορίζουν δηλαδή τη γενικότητά του. Το θεώρημα λοιπόν διακηρύσσει ότι:

7 Μαθηματικά Θετικού προσανατολισμού Β Λυκείου

30



Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

Αν ε1 και ε2  είναι δυο τεμνόμενες ευθείες, και Α1, Β1, Γ1 τρία διαφορετικά σημεία της  της ε1 και Α2, Β2,
Γ2 τρία διαφορετικά μεταξύ τους  σημεία της  ε2 και  επιπλέον κανένα από τα έξι  αυτά σημεία δεν
ταυτίζεται  με  το  κοινό  σημείο  των  ευθειών  ε1,ε2,  και  αν  τα  ζεύγη  των  ευθειών  {Α1Β2,Α2Β1},
{Β1Γ2,Β2Γ1}, και {Α1Γ2,Α2Γ1} τέμνονται στα σημεία Κ, Λ και Ν αντίστοιχα, τότε τα σημεία Κ, Λ, Ν
είναι συνευθειακά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Στη διατύπωση αυτή δε φαίνεται πουθενά ότι τα Α,Β,Γ ανήκουν στην ίδια ημιευθεία σε
σχέση με το κοινό σημείο Ο των ε1,ε2. Γιατί βάλατε τους περιορισμούς  0<α1<β1<γ1 και 0<α2<β2<γ2;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Στο σημείο αυτό έχετε δίκιο. Δεν χρειάζονται οι περιορισμοί της θετικότητας των
συντεταγμένων αi,βi,γi. Το μόνο που θέλουμε είναι οι περιορισμοί  αi,βi,γi ≠ 0.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Να προχωρήσουμε στην απόδειξη;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Η εξίσωση της Α1Β2 είναι 
x
α1

+
y
β2

=1⇔β2 x+α1 y=α 1 β2

Ομοίως η εξίσωση της Α2Β1 είναι 
x
β1

+
y

α 2

=1⇔α2 x+ β1 y=β1 α2 . 

Λύνοντας το σύστημα των δυο αυτών εξισώσεων βρίσκουμε: 

x=
α1 β1(α2−β2)

α 1 α2−β1 β2

=

1
α2

−
1
β2

1
α 1 α2

−
1

β1 β2

και y=
α 2 β2(α 1−β1)

α1 α2−β1 β2

=

1
α1

−
1
β1

1
α 1 α2

−
1

β1 β2

Έτσι οι συντεταγμένες του σημείου Κ θα είναι Κ(

1
α2

−
1
β2

1
α 1 α2

−
1

β1 β2

,

1
α1

−
1
β1

1
α 1 α2

−
1

β1 β2

).

Εργαζόμενοι με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε επίσης ότι:

Λ(

1
β2

−
1
γ2

1
β1 β2

−
1

γ1 γ 2

,

1
β1

−
1
γ1

1
β1 β2

−
1

γ1 γ 2

) και Ν(

1
α2

−
1
γ2

1
α 1 α2

−
1

γ1 γ 2

,

1
α1

−
1
γ1

1
α 1 α2

−
1

γ1 γ 2

).

Αν για συντομία γράψουμε Κ (
Κ1

M 1

,
K 2

M 1

) , Λ(
L1

M 2

,
L2

M 2

) , Ν (
N1

M 3

,
N 2

M 3

) τότε έχουμε προφανώς 

ότι  N1=K1+L1, N2=K2+L2, M3=M1+M2  πράγμα που σημαίνει σύμφωνα με το αρχικό μας λήμμα ότι τα 
σημεία Κ,Λ,Ν είναι συνευθειακά.8

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Καταπληκτικό!

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Πράγματι. Πολύ συμπαγής απόδειξη. Για άλλη μια φορά αναδεικνύεται η δύναμη της
Αναλυτικής Γεωμετρίας.

8 http://www.mathpages.com/home/kmath542/kmath542.htm
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ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Να ρωτήσω κάτι;

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Ωχ! Κάποιο ψεγάδι θα βρήκε πάλι αυτός.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Που χρειάστηκε στην απόδειξη η υπόθεση α1<β1<γ1 και α2<β2<γ2;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Για άλλη μια φορά είναι εύστοχη η παρατήρησή σου. Δεν χρειάζεται πουθενά αυτή η
υπόθεση που κάναμε. Απλά αρκεί τα σημεία Α,Β,Γ να είναι διαφορετικά μεταξύ τους.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Όλα  αυτά  μας  δείχνουν  ότι  η  επιλογή  των  ζευγών  των  τεμνόμενων  ευθειών
{Α1Β2,Α2Β1}, {Β1Γ2,Β2Γ1}, και {Α1Γ2,Α2Γ1} δεν είναι και η μοναδική. Θα μπορούσαμε για παράδειγμα
να πάρουμε τα ζεύγη {Γ1Γ2,Α1Β2}, {Α1Α2,Β1Γ2} και {Γ1Α2,Β1Β2}. Κοιτάξτε και το σχήμα:

Σχήμα 16

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Πραγματικά. Δημιουργούνται κι άλλες τριάδες συνευθειακών σημείων.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:   Για  μένα  είναι  εκπληκτικό  και  αναπάντεχο  το  γεγονός  της  εμφάνιση  αυτών  των
συγγραμμικών τριάδων.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Βλέπετε ότι η ίδια η απόδειξη μας έσπρωξε προς την διαπίστωση της ύπαρξης κι άλλων
τέτοιων  τριάδων.  Έτσι  η  απόδειξη  μπορεί  να  γίνει  και  ένα  εργαλείο  για  περαιτέρω  διερευνήσεις
σχετικές με την αποδεικτέα πρόταση.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ένα φιλοσοφικό κίνημα, ο λογικός θετικισμός, ώθησε αυτή τη σκέψη ακόμα πιο
μακρυά,  διακηρύσσοντας  ότι  το  νόημα  μιας  πρότασης  καθορίζεται  από  τη  μέθοδο  με  την  οποία
διαπιστώνουμε ότι η πρόταση υφίσταται.
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ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Δηλαδή η απόδειξη είναι αυτή που νοηματοδοτεί μια πρόταση;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ακριβώς, Την νοηματοδοτεί, φωτίζοντας υπό κάποια οπτική γωνία, την περιοχή και
τις συνθήκες κάτω από τις οποίες η  πρόταση  αυτή παραμένει αληθής.  

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Μπορείτε να μας αναφέρετε ένα παράδειγμα;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Στα πλαίσια της Ευκλείδειας Γεωμετρίας η έννοια της ευθείας είναι μια πρωταρχική
έννοια.  Δεν  δίνεται  δηλαδή  γι΄  αυτήν  κάποιος  ορισμός,  αλλά  μέσω  μιας  σειράς  αξιωμάτων
καθορίζονται οι βασικές της ιδιότητες, όπως πχ ότι από δυο σημεία διέρχεται μοναδική ευθεία ή ότι
από  τρία  συνευθειακά  σημεία  ένα  ακριβώς  είναι  ανάμεσα  στα  άλλα  δυο  κοκ.  Στα  πλαίσια  της
Αναλυτικής Γεωμετρίας μια ευθεία είναι μια γραμμική εξίσωση της μορφής αχ+βψ+γ=0 όπου |α|+|β|ǂ0
αναφορικά  πάντοτε  με  ένα  Καρτεσιανό  σύστημα  συντεταγμένων.  Έτσι  οι  αλήθειες  που  αφορούν
ευθείες, αποκαθίστανται μέσω των αλγεβρικών ιδιοτήτων που έχουν οι αντίστοιχες εξισώσεις τους.

ΜΑΘΗΤΗΣ  4:   Οι  αλήθειες  δηλαδή  αλγεβρικών  προτάσεων  αποκαθιστούν  την  αληθοτιμή  των
γεωμετρικών προτάσεων, ενώ ταυτόχρονα υποκαθορίζουν τον τρόπο με τον οποίο σκεφτόμαστε τις
γεωμετρικές προτάσεις.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Για κάποιους μάλιστα αυτό που λέμε νόημα μιας λέξης, όπως πχ της λέξης “ευθεία”,
δεν είναι τίποτε άλλο παρά οι διαφορετικοί τρόποι με τους οποίους χρησιμοποιούμε αυτή τη λέξη.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Θεωρείτε ότι η αλγεβρικές αλήθειες είναι πάντα πιο προφανείς και ευαπόδεικτες από
τις αντίστοιχες γεωμετρικές;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Όχι βέβαια! Σε κάποιες περιπτώσεις, ο γεωμετρικός τρόπος σκέψης είναι ασύγκριτα
ανώτερος από τον αλγεβρικό. Το σημαντικό πάντως είναι το διαρκές φλερτ ανάμεσα στην Άλγεβρα και
στην Γεωμετρία. Όσο αυτό διατηρείται, κερδισμένες είναι και οι δυο. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Στην περίπτωση του θεωρήματος του Πάππου είναι το λήμμα που χρησιμοποιήσαμε η
βασική αλγεβρική αλήθεια που το αντανακλά;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Έτσι φαίνεται από την απόδειξη που δώσαμε. Ωστόσο ο μεγάλος μαθηματικός του
20ου αιώνα Χίλμπερτ9, κατάφερε να βρει μια πολύ πιο βασική αλγεβρική αλήθεια που κρύβεται πίσω
από το θεώρημα του Πάππου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Δηλαδή;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Κάνοντας  χρήση  κατάλληλων  συντεταγμένων,  το  θεώρημα  το  Πάππου  είναι
ισοδύναμο με το γεγονός ότι ο πολλαπλασιασμός στο σύνολο των πραγματικών αριθμών είναι πράξη
αντιμεταθετική, δηλαδή ισχύει αβ=βα για όλους τους πραγματικούς αριθμούς α,β.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Αυτό είναι πραγματικά σούπερ! Μια από τις πιο προφανείς αλγεβρικές ιδιότητες των

9 D. Hilbert – Θεμέλια της Γεωμετρίας
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αριθμών, μας εγγυάται την αλήθεια ενός όχι και τόσο προφανούς  γεωμετρικού θεωρήματος!

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Πώς αποδεικνύεται αυτό;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αν δεν απατώμαι αυτό δεν σχετίζεται με την Προβολική Γεωμετρία; 10

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Όντως. Μπαίνουμε όμως σε νερά που είναι άγνωστα και για μας. Έχω έναν φίλο
πανεπιστημιακό καθηγητή που έχει ασχοληθεί με το θέμα. Αυτές τις μέρες βρίσκεται στην πόλη μας.
Θα θέλατε να τον καλέσω να μας κατατοπίσει;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Και το ρωτάς; Παιδιά είμαστε σύμφωνοι;

ΜΑΘΗΤΕΣ:  Σύμφωνοι. 

10 https://en.wikipedia.org/wiki/Projective_geometry
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ΗΜΕΡΑ 6η

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Σήμερα έχουμε τη χαρά να είναι μαζί μας ο κ. “ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3”, ο οποίος δέχτηκε με
μεγάλη προθυμία να μας δώσει τα φώτα του πάνω στο θέμα που μελετάμε.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Η ομάδα που έχετε δημιουργήσει στο σχολείο σας είναι σπάνιο φαινόμενο. Συνήθως
τα  μαθηματικά  στην  δευτεροβάθμια  εκπαίδευση,  ακόμη  και  για  αυτούς  που  έχουν  αυξημένο
ενδιαφέρον  για  τα  μαθηματικά,  εξαντλούνται   σε  επίλυση  “δύσκολων”  ασκήσεων  με  στόχο  την
επιτυχία  στις  εξετάσεις  ή  στην  καλύτερη  περίπτωση  την  πρωτιά,  σε  κάποιους  μαθηματικούς
διαγωνισμούς. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:   Γιατί  υπάρχει  κάτι  κακό  στο να  θέλει  κάποιος  να  διακριθεί  σε  έναν  διαγωνισμό
μαθηματικών;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αλίμονο. Δεν είπα κάτι τέτοιο. Δεν υπάρχει τίποτα το μεμπτό σε αυτή την επιθυμία.
Το αντίθετο μάλιστα. Κι εγώ ο ίδιος πήρα μέρος και διακρίθηκα σε πολλούς τέτοιους διαγωνισμούς.
Αυτό που ήθελα να πω είναι  ότι  μπορεί  κάποιος  να ασχολείται  με τα μαθηματικά,  γιατί  απλά τα
γουστάρει!  Γιατί τα θεωρεί ως ένα στοιχείο του πολιτισμού μας και θέλει αυτό το στοιχείο να το
ενσωματώσει στην κουλτούρα του, δίχως να περιμένει κάποιο μετάλλιο ή κάποια άλλη απολαβή από
αυτή του την ενασχόληση.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Η ομάδα μας δημιουργήθηκε ακριβώς με αυτό το σκεπτικό. Και τα πηγαίνουμε πολύ
καλά μέχρι τώρα. Πρέπει να τονίσω επίσης ότι αν και όλα τα μέλη της ομάδας είναι άριστοι μαθητές,
ταυτόχρονα όλοι τους έχουν μια “εσωτερική φαγούρα” να το πω έτσι, με τα μαθηματικά, τις επιστήμες
και τις τέχνες γενικότερα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ακριβώς γι' αυτήν τη “φαγούρα” βρίσκομαι εδώ και δέχτηκα να σας γνωρίσω, όταν
μου μίλησε ο φίλος μου και συνάδελφός σας για την ομάδα σας.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Ελπίζω να ανακουφίσετε λιγάκι την “φαγούρα” μας με αυτά που θα μας πείτε.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Θα προσπαθήσω με όλες τις δυνάμεις μου. Πριν ξεκινήσω να σας υπενθυμίσω ότι δεν
σας μιλώ ως ένας “ειδικός” του θέματος. Ο τομέας μου στο πανεπιστήμιο είναι η Θεωρία Αριθμών.
Αλλά αυτό το “εσωτερικό ξύσιμο” που έχετε κι εσείς, με ώθησε από τα φοιτητικά μου χρόνια να
ασχοληθώ με το ζήτημα αυτό.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μην ανησυχείτε. Δεν πρόκειται να  σας παρεξηγήσουμε. Μιλήστε μας όμως επιτέλους 
για μαθηματικά.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Αποδείξατε,  όπως έμαθα, το θεώρημα του Πάππου με μεθόδους της Ευκλείδειας
Γεωμετρίας και της Αναλυτικής Γεωμετρίας. Η απόδειξη που θα σας δώσω εγώ είναι πάλι μέσα στα
πλαίσια της Αναλυτικής Γεωμετρίας. Θα χρησιμοποιήσω όμως άλλου είδους συντεταγμένες.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Τι ακριβώς εννοείτε, όταν λέτε “άλλου είδους συντεταγμένες”;
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Εσείς  μάθατε ότι  με χρήση ενός Καρτεσιανού συστήματος  συντεταγμένων,  κάθε
σημείο του επιπέδου περιγράφεται με ένα διατεταγμένο ζεύγος αριθμών, με μοναδικό τρόπο ως προς
αυτό  το  σύστημα.   Δεν  είναι  όμως  τα  Καρτεσιανά  συστήματα  τα  μόνα  που  μπορεί  να
χρησιμοποιήσουμε  για  να  περιγράψουμε  τα  σημεία  μέσω  των  αριθμών.  Με  αυτά  που  έχετε  ήδη
διδαχτεί στο σχολείο μια ακόμη τουλάχιστον  μορφή συστήματος συντεταγμένων πρέπει να σας είναι
είναι γνωστή.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Δεν θυμάμαι να μάθαμε κάτι άλλο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Δεν ξέρετε δηλαδή τα πολικά συστήματα συντεταγμένων; 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Όχι, όχι. Αυτά είναι εκτός ύλης. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Μου κάνει εντύπωση. Στην εποχή μας τα ξέραμε αυτά και τα χρησιμοποιούσαμε
μάλιστα όταν μαθαίναμε τους μιγαδικούς αριθμούς και την τριγωνομετρική τους μορφή. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Φέτος είναι εκτός ύλης  και οι μιγαδικοί αριθμοί.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Έχω χάσει μάλλον πολλά επεισόδια από την δευτεροβάθμια εκπαίδευση. Αν και γι'
αυτά που μας ενδιαφέρουν στο θεώρημα Πάππου δεν χρειαζόμαστε πολικές συντεταγμένες, νομίζω
πως αξίζει τον κόπο να πω στα παιδιά τι είναι αυτές. Απ' την άλλη είναι και ο πιο εύληπτος τρόπος να
συνειδητοποιήσουν ότι υπάρχει πλουραλισμός συστημάτων συντεταγμένων.
Θεωρήστε λοιπόν στο επίπεδο μια ευθεία (ε) και ένα σταθερό σημείο Ο πάνω σ' αυτήν. Τότε η θέση
οποιουδήποτε  σημείου  Μ  του  επιπέδου  μπορεί  να  περιγραφεί  αν  γνωρίζουμε  την  γωνία  θ  που
σχηματίζει η ακτίνα ΟΜ με την ευθεία (ε) και την απόσταση r του Ο από το Μ.

Σχήμα 17

Το ζευγάρι αριθμών (θ,r) με r>0 και θ [0,2π) ονομάζονται πολικές συντεταγμένες του σημείου Μ.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ποιες είναι οι συντεταγμένες του σημείου Ο;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Το σημείο Ο, ο πόλος του συστήματος όπως λέγεται, είναι μια μικρή “ανωμαλία” του
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συστήματος πολικών συντεταγμένων. Είναι το μοναδικό σημείο του επιπέδου στο οποίο δεν μπορούμε
να αντιστοιχίσουμε πολικές συντεταγμένες.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Σε τι είναι χρήσιμες οι πολικές συντεταγμένες;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Είναι ένας εναλλακτικός τρόπος περιγραφής των σημείων κατ' αρχάς του επιπέδου
και των γεωμετρικών σχημάτων κατ' επέκταση. Πολλά προβλήματα μπορεί να λυθούν απλούστερα με
χρήση  πολικών  συντεταγμένων.  Υπάρχει  ένας  απλός  τρόπος  να  περνάτε  από  τις  Καρτεσιανές
συντεταγμένες (x,y), στις Πολικές συντεταγμένες (θ,r) με χρήση των τύπων x=r cosθ , y=r sinθ .

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Μάλλον έτσι θα καταλήγουμε στην επίλυση τριγωνομετρικών προβλημάτων.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Κουτσουρεμένη και η Τριγωνομετρία στην ύλη του λυκείου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Κατάλαβα. Εγώ αυτό που θέλω να συγκρατήσετε  είναι το γεγονός ότι οι Καρτεσιανές
συντεταγμένες  δεν  είναι  και  ο  μοναδικός  τρόπος  για  να  κάνετε  χρήση  άλγεβρας  στα  γεωμετρικά
προβλήματα. Για το σκοπό που είμαστε εδώ σήμερα, θα σας παρουσιάσω άλλον ένα τέτοιο τρόπο.
Είναι οι λεγόμενες ομογενείς συντεταγμένες ενός σημείου. 
Το γνωστό μας επίπεδο των δυο διαστάσεων θα το συμβολίζω με Α2. Θεωρούμε τυχόν Καρτεσιανό
σύστημα συντεταγμένων στο Α2 και ας συμβολίσουμε (χ1,χ2) τις συντεταγμένες των σημείων του Α2.
Θεωρούμε τώρα το σύνολο Σ όλων των διατεταγμένων τριάδων της μορφής [ξ0,ξ1,ξ2], όπου ξ0,ξ1,ξ2

είναι πραγματικοί αριθμοί με ξ0 ≠ 0. Αποκαθιστούμε μια αντιστοιχία μεταξύ των συνόλων Α2 και Σ ως
εξής: Μια τριάδα [ξ0,ξ1,ξ2] και ένα σημείο Ρ του Α2 με συντεταγμένες (χ1,χ2) αντιστοιχούν μεταξύ τους

ακριβώς όταν ισχύει χ1=
ξ1

ξ0

, χ2=
ξ2

ξ0

,    ξ0 ≠ 0.   (6.1)

Προφανώς με αυτό τον τρόπο σε κάθε τριάδα [ξ0,ξ1,ξ2]  του Σ αντιστοιχεί ακριβώς ένα σημείο του Α2. 
Αν οι αριθμοί χ1,χ2,ξ0,ξ1,ξ2, ικανοποιούν τις σχέσεις (6.1) τότε για κάθε λ∈ℝ με λ≠0 οι αριθμοί
χ1,χ2,λξ0,λξ1,λξ2  ικανοποιούν και πάλι τις σχέσεις (6.1). Συνεπώς σε ένα σημείο του Α2 αντιστοιχούν
άπειρες τριάδες [ξ0,ξ1,ξ2] του Σ. Αν υποθέσουμε ότι οι τριάδες [ξ0,ξ1,ξ2] και [η0,η1,η2] αντιστοιχούν στο

ίδιο  σημείο  Ρ=(χ1,χ2)  του  Α2  τότε  χ1=
ξ1

ξ0

=
η1

η0

, χ 2=
ξ2

ξ0

=
η2

η0

, ξ0 , η0≠0. Αν  θέσουμε  η0=λξ0

βρίσκουμε ότι η1=λξ1 και η2=λξ2. 
Συμπερασματικά λοιπόν όταν η τριάδα αντιστοιχεί σε δοθέν Ρ∈Α2  τότε το σύνολο των τριάδων που
αντιστοιχούν  στο  Ρ  είναι  { [ λξ0, λξ1, λξ2] , λ∈ℝ , λ≠0 }.  Οι  διατεταγμένοι  αριθμοί  [ξ0,ξ1,ξ2]
ονομάζονται ομογενείς συντεταγμένες του σημείου Ρ.11

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Οι ομογενείς συντεταγμένες ενός σημείου Ρ δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένες. Μπορεί
να είναι επιθυμητό κάτι τέτοιο; Δεν θα προκαλεί σύγχυση; 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Μπορεί στην αρχή να σας ξενίζει λίγο αυτό. Όμως πολύ γρήγορα θα το συνηθίσετε.
Και ναι, κάτι τέτοιο είναι και επιθυμητό και βολικό όπως θα δείτε στη συνέχεια. Έτσι όταν μας δώσουν
τις  ομογενείς  συντεταγμένες   [ξ0,ξ1,ξ2]  ενός  σημείου  Ρ,  συνηθίζουμε  να  ταυτοποιούμε  την  τριάδα

11 N. Στεφανίδης – Εισαγωγή στη Γεωμετρία
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[ξ0,ξ1,ξ2] με το σημείο Ρ. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Δηλαδή μπορούμε να λέμε το σημείο [ξ0,ξ1,ξ2] εννοώντας το σημείο που έχει ομογενείς
συντεταγμένες την τριάδα [ξ0,ξ1,ξ2]. Και φυσικά θα πρέπει [ξ0,ξ1,ξ2]=[λξ0,λξ1,λξ2] για κάθε λ≠0 .

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ακριβώς. 

ΜΑΘΗΤΗΣ  5:   Έχετε  εισάγει  τις  ομογενείς  συντεταγμένες  με  τη  βοήθεια  των  Καρτεσιανών
συντεταγμένων. Δεν μπορώ να καταλάβω αυτή τη στιγμή ποιο είναι το όφελος που αποκομίζουμε. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Λίγη υπομονή και θα φανεί το όφελος. Προς το παρόν ας κάνουμε κάποιες απλές
εποπτικές παρατηρήσεις.  Θεωρήστε λοιπόν ένα (Καρτεσιανό)  σύστημα συντεταγμένων με αρχή το
σημείο Α0. Πάρτε ένα σημείο Ρ=(χ1,χ2) διαφορετικό από την αρχή Α0 του συστήματος και για λ≠0
θεωρήστε και  το σημείο Τ=(λχ1,λχ2).  Ως γνωστόν τα σημεία Α0,Ρ,Τ είναι  συνευθειακά.  Οι αριθμοί

ξ0=
1
λ

, ξ1= χ1, ξ2= χ2 αποτελούν τις ομογενείς συντεταγμένες του σημείου Τ. 

Σχήμα 18

Αν το σημείο Ρ παραμείνει σταθερό αλλά το λ μεταβληθεί ώστε να τείνει στο άπειρο, τότε προφανώς
το ξ0 τείνει  στο 0. Φυσικά το σημείο Τ της ευθείας ΟΡ, απομακρύνεται στο άπειρο. Μην ξεχνάτε
επίσης ότι σε όλη τη διαδικασία αυτή υποθέτουμε ότι η ευθεία ΟΡ είναι καλά ορισμένη, δηλαδή  ότι

Ρ≠(0,0) .

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Γιατί μας τα λέτε όλα αυτά;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Μέχρι τώρα θεωρήσαμε τριάδες της μορφής [ξ0,ξ1,ξ2] με  ξ0≠0 . Σε κάθε τέτοια
τριάδα είδαμε ότι αντιστοιχεί ακριβώς ένα σημείο του επιπέδου Α2. Θεωρούμε τώρα τις τριάδες της
μορφής [0,ξ1,ξ2] με έναν τουλάχιστον από τους ξ1,ξ2 να είναι διάφορος του μηδενός. Προφανώς σε
καμιά  τέτοια  τριάδα   δεν  αντιστοιχεί  σημείο  του  Α2.  Δεχόμαστε  λοιπόν  ότι  οι  τριάδες  αυτές
παριστάνουν  κάποια  νέα  σημεία,  τα  οποία  λόγω  και  της  εποπτικής  παρατήρησης  που  κάναμε
παραπάνω, τα ονομάζουμε κατ' εκδοχήν ή επ' άπειρον σημεία του επιπέδου Α2. Τα σημεία του Α2 τα
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ονομάζουμε και γνήσια σημεία, ενώ τα κατ' εκδοχήν ή επ' άπειρον σημεία του Α2 τα ονομάζουμε και
μη γνήσια σημεία. Ορίζουμε επίσης ότι τα κατ' εκδοχήν σημεία [0,α1,α2] και [0,β1,β2] θα λέγονται ίσα
όταν υπάρχει λ∈ℝ , λ≠0 έτσι ώστε α1=λβ1 και α2=λβ2.
Το  γνωστό  επίπεδο  Α2 μαζί  με  τα  κατ'  εκδοχήν  σημεία  του,  ονομάζεται  προβολικό  επίπεδο και
συμβολίζεται με Ρ2. Δηλαδή το προβολικό επίπεδο Ρ2 αποτελείται από τα σημεία [ξ0,ξ1,ξ2] με έναν
τουλάχιστον από τους αριθμούς ξ0,ξ1,ξ2 να είναι διάφορος του μηδενός, και με ορισμένη την σχέση
ισότητας [ξ0,ξ1,ξ2]=[η0,η1,η2] αν και μόνο αν υπάρχει λ∈ℝ , λ≠0 ώστε η0=λξ0, η1=λξ1, η2=λξ2.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Συγγνώμη αλλά όλα αυτά εξακολουθούν να μας φαίνονται ακατανόητα. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Ο  συνάδελφος  έχει  ορίσει  μέσω  των  ομογενών  συντεταγμένων,  ένα  μοντέλο  του
προβολικού  επιπέδου.  Θα  μας  δώσει  μια  απόδειξη,  υποθέτω,  του  θεωρήματος  του  Πάππου  στο
Προβολικό επίπεδο.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Τι στο καλό είναι αυτό το Προβολικό επίπεδο επιτέλους.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Τι είναι το Ευκλείδειο επίπεδο ξέρεις;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Νομίζω ότι ξέρω αλλά δεν είναι και εύκολο να το εκφράσω. Το Ευκλείδειο επίπεδο
αποτελείται από ένα σύνολο σημείων και υπάρχουν και κάποια υποσύνολα  που τα ονομάζουμε ευθείες
και κάποιες σχέσεις που ικανοποιούν τα σημεία και οι ευθείες. Τις βασικές ιδιότητες που έχουν αυτές
οι σχέσεις τις περιγράφουν κάποια βασικά αξιώματα τα οποία και καθιέρωσε αρχικά ο Ευκλείδης.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ωραία.  Το προβολικό επίπεδο είναι και αυτό ένα σύνολο σημείων και υπάρχουν
κάποια  υποσύνολα  αυτού  του  συνόλου  που  τα  λέμε  ευθείες  και  κάποιες  βασικές  σχέσεις  μεταξύ
σημείων και ευθειών οι οποίες περιγράφονται από μια σειρά κάποιων αξιωμάτων.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Προφανώς διαφορετικά από τα αξιώματα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Και ποια είναι αυτά τα αξιώματα;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Στο Προβολικό επίπεδο οι αρχικές έννοιες είναι το σημείο, η ευθεία και η σχέση της
σύμπτωσης. Όταν για ένα σημείο Α και μια ευθεία ε, ισχύει η σχέση της σύμπτωσης, τότε λέμε ότι η
ευθεία  διέρχεται  από το Α,  ή  ότι  το  Α ανήκει  στην ευθεία.  Δεχόμαστε  ότι  ισχύουν τα  παρακάτω
αξιώματα:12

Π1.  Από δυο διαφορετικά σημεία διέρχεται ακριβώς μια ευθεία.
Π2.  Δυο ευθείες έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σημείο. (Άρα αν οι ευθείες είναι διαφορετικές τότε θα
έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο).
Π3.  Υπάρχουν τέσσερα σημεία, τα οποία λαμβανόμενα ανά τρία δεν είναι συνευθειακά.
Π4. (αξίωμα Fano)  Τα τρία διαγώνια σημεία ενός πλήρους τετρακόρυφου δεν είναι ποτέ συνευθειακά.
Π5.  (θεώρημα Pappus)  Αν οι έξι κορυφές ενός εξαγώνου ανήκουν εναλλάξ πάνω σε δυο ευθείες, τότε
τα τρία σημεία τομής των απέναντι πλευρών είναι συνευθειακά.

12 Coxeter – Introduction to Geometry
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ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Το θεώρημα του Πάππου είναι αξίωμα της Προβολικής Γεωμετρίας;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Ναι.  Για  την  μορφή  του  προβολικού  επιπέδου  που  εμείς  θα  μελετήσουμε  είναι
αξίωμα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μα αν το δεχόμαστε ως αξίωμα τι νόημα έχει η απόδειξη που μας έχετε τάξει; 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αυτό που θα αποδείξουμε είναι ότι στο Ρ2 που ορίσαμε παραπάνω ικανοποιούνται τα
αξιώματα του Προβολικού επιπέδου. Όπως λέμε το Ρ2 είναι ένα μοντέλο του Προβολικού επιπέδου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Δεν υπάρχει κάτι πιο χειροπιαστό που να είναι μοντέλο του προβολικού επιπέδου13;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Υπάρχει. Είναι το γνωστό μας επίπεδο στο οποίο θεωρούμε ότι κάθε ευθεία είναι
εφοδιασμένη με ένα επ' άπειρον σημείο. Έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε ότι όλες οι ευθείες, ακόμη και
οι παράλληλες τέμνονται. Βεβαίως το σημείο τομής των παραλλήλων θα είναι επ' άπειρον σημείο του
επιπέδου.14

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Το να τέμνονται οι παράλληλες δεν είναι αντιφατικό;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Είναι αντιφατικό στην Ευκλείδεια Γεωμετρία. Στην Προβολική όμως είναι μια βασική
μας  απαίτηση να  τέμνονται  δυο οποιεσδήποτε  διαφορετικές  ευθείες.  Ουσιαστικά στην  Προβολική
Γεωμετρία15 δεν έχει νόημα η έννοια της παραλληλίας δυο ή περισσοτέρων ευθειών. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αν κατάλαβα καλά όλες οι παράλληλες μεταξύ τους ευθείες τέμνονται στο ίδιο επ'
άπειρον  σημείο.  Αν  τώρα  έχουμε  κάποιες  άλλες  παράλληλες  σε  διαφορετική  διεύθυνση  από  τις
προηγούμενες θα τέμνονται κι αυτές σε κάποιο επ' άπειρον σημείο διαφορετικό από το προηγούμενο
κοκ. 

Σχήμα 19

13 Πάρι Πάμφιλου – Γεωμετρία  - 18. Το προβολικό επίπεδο
14 Παν. Λαδοπουλου – Στοιχεία Προβολικής Γεωμετρίας
15 Ε. Βασιλείου – Εισαγωγή στην Προβολική Γεωμετρία
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Αυτά τα σημεία Ρ1,Ρ2,Ρ3 που είναι όλα επ΄ άπειρον σημεία πρέπει να είναι συνευθειακά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Γιατί το λες αυτό;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Σύμφωνα με το αξίωμα Π1 από δυο διαφορετικά σημεία διέρχεται μια μόνο ευθεία.
Έτσι από τα Ρ1 και Ρ2 θα ορίζεται μια και μοναδική ευθεία η οποία δεν μπορεί να είναι μια γνήσια
ευθεία  του  επιπέδου,  αφού  είπαμε  ότι  σε  κάθε  ευθεία  Ευκλείδεια  ευθεία  δεχόμαστε  πως  υπάρχει
μοναδικό επ΄ άπειρον σημείο του Ευκλείδειου επιπέδου. Η ευθεία τώρα Ρ1Ρ2 σύμφωνα με το αξίωμα
Π2 οφείλει  να  τέμνει  την  πράσινη  ευθεία.  Επειδή  όμως  η   Ρ1Ρ2  δεν  περιέχει  γνήσια  σημεία  του
επιπέδου, η μοναδική διέξοδος είναι το Ρ3 να ανήκει στην  Ρ1Ρ2.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Συγχαρητήρια! Μόλις έχεις διατυπώσει το πρώτο σου Προβολικό θεώρημα. “ Όλα τα
επ'  άπειρον  σημεία  του  επιπέδου  ανήκουν πάνω στην  ίδια  ευθεία,  την  οποία  ονομάζουμε και  επ΄
άπειρον ευθεία του επιπέδου”.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:   Ισχυρίσθηκες  ότι  η  ευθεία    Ρ1Ρ2 δεν  περιέχει  γνήσια σημεία του επιπέδου.  Πώς
προκύπτει αυτό;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δεν ξέρω. Διαισθητικά φαντάστηκα ότι έτσι πρέπει να είναι.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Πράγματι είναι έτσι. Αν υποθέσουμε ότι η  Ρ1Ρ2   περιέχει και κάποιο γνήσιο σημείο
του επιπέδου, έστω το Α, τότε από το Α μπορούμε να φέρουμε μια μοναδική παράλληλη προς τις μπλε
ευθείες. Μια μπλε ευθεία όμως τέμνει την Ρ1Ρ2 σε ένα και μοναδικό σημείο που είναι το Ρ1. Άρα το Α
πρέπει να ταυτίζεται με το Ρ1 το οποίο είναι άτοπο. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:   Έτσι  ενώ υπάρχουν άπειρα επ'  άπειρον σημεία,  ένα για κάθε κλάση παράλληλων
ευθειών του επιπέδου, υπάρχει μια και μοναδική επ' άπειρον ευθεία του προβολικού επιπέδου. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Πολύ εξωτικά μου φαίνονται όλα αυτά! Πρέπει να βιάσεις τη φαντασία σου για να
κάνεις προβολικούς συλλογισμούς.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Εδώ είναι που η Αναλυτική Γεωμετρία μπορεί να μας βοηθήσει. Ξεκινώντας με το
παράδειγμα που ήδη έχετε στο μυαλό σας, έχετε απ΄ τη μια μεριά την κλασική Ευκλείδεια Γεωμετρία.
Απ΄ την άλλη έχετε την Αναλυτική Γεωμετρία του Καρτέσιου. 
Τι είναι ένα σημείο; Λέτε είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος αριθμών. Το σύνολο όλων των ζευγών είναι το
επίπεδο Α2 που λέγαμε παραπάνω.
Τι  είναι  μια  ευθεία;  Λέτε  είναι  μια  εξίσωση  γραμμική  της  μορφής  αχ+βψ+γ=0  με  |α|+|β|>0  κοκ.
Βεβαίως το ότι λέμε ότι οι εξισώσεις της μορφής αυτής είναι ευθείες δεν είναι κάτι αυθαίρετο. Ο λόγος
είναι  ότι  τα  αντικείμενα  αυτά  ικανοποιούν  τα  βασικά  Ευκλείδεια  αξιώματα  της  Γεωμετρίας.  Για
παράδειγμα όταν μας δώσουν δυο διαφορετικά σημεία Α(χ1,ψ1) και Β(χ2,ψ2) μπορούμε να αποδείξουμε
ότι υπάρχει μια και μοναδική γραμμική εξίσωση  της μορφής αχ+βψ+γ=0 που ικανοποιείται από τις
συντεταγμένες των Α,Β. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Μ' άλλα λόγια το επίπεδο Α2 είναι ένα μοντέλο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Έτσι ακριβώς.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Οπότε μπορούμε να δουλεύουμε μέσα στο μοντέλο Α2 αποδεικνύοντας αλγεβρικές
προτάσεις,  αποκαθιστώντας  έτσι  και  την  αλήθεια  των  αντίστοιχων  ερμηνευμένων  γεωμετρικών
προτάσεων. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Σωστά. Το πιάσατε το νόημα! Η βασική συνταγή είναι: “Σκεφτείτε Γεωμετρικά –
Αποδείξτε Αλγεβρικά”. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Στην εποπτική παρατήρηση που κάναμε προηγουμένως, πριν ορίσουμε τα κατ' εκδοχήν
σημεία του επιπέδου, αφήσαμε το Τ να τείνει στο άπειρο και είδαμε που τείνει η συνιστώσα ξ 0. Πάνω
σε μια συνηθισμένη “γνήσια” όπως την είπαμε ευθεία του επιπέδου μπορούμε να απομακρυνθούμε
από ένα σημείο στο άπειρο με δυο διαφορετικούς τρόπους.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Εννοείς προς το θετικό ή το αρνητικό άπειρο.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ακριβώς. Σε κάθε περίπτωση όμως το ξ0 τείνει στο 0. Δηλαδή καταλήγουμε σε ένα
μόνο επ'  άπειρον σημείο της  ευθείας.  Είναι  επομένως σαν να μην είναι  η ευθεία του προβολικού
επιπέδου μια “ανοικτή” αλλά μια “κλειστή” καμπύλη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  3:   Πολύ  εύστοχη  η  παρατήρησή  σου.  Πράγματι  αυτό  συμβαίνει.  Οι  ευθείες  του
Προβολικού επιπέδου είναι κατά κάποιο τρόπο “κλειστά” αντικείμενα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Με το θεώρημα του Πάππου πως σχετίζονται όλα αυτά; Να μην ξεχνάμε και το στόχο
μας.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Να ξαναθυμίσω ότι στο μοντέλο Ρ2 του προβολικού επιπέδου, θεωρήσαμε ότι τα
σημεία του είναι τριάδες της μορφής [ξ0,ξ1,ξ2] όπου τουλάχιστον ένας από τους πραγματικούς αριθμούς
ξ0,ξ1,ξ2 είναι  διάφορος  του  μηδενός.  Επίσης  θεωρήσαμε  ότι  [ξ0,ξ1,ξ2]=[λξ0,λξ1,λξ2]  για  κάθε  μη
μηδενικό πραγματικό αριθμό λ. Το επόμενο βασικό αντικείμενο της Γεωμετρίας, είναι η ευθεία. Εσείς
ξέρετε ότι μια γνήσια ευθεία στο Α2 έχει τη μορφή αχ1+βχ2+γ=0 με |α|+|β|>0. Αν στην εξίσωση αυτή
αντικαταστήσουμε  τα  χ1,χ2 μέσω των  σχέσεων  που  τα  συνδέουν  με  τις  ομογενείς  συντεταγμένες,
οδηγούμαστε σε μια ομογενή μορφή της εξίσωσης της ευθείας που είναι η αξ1+βξ2+γξ0=0 με |α|+|β|>0.
Αν εγκαταλείψουμε τον τελευταίο περιορισμό, δηλαδή αν βάλουμε α=β=0 οδηγούμαστε στη εξίσωση
γξ0=0. Αν υποτεθεί τα ότι  γ≠0 θα πρέπει ξ0=0 δηλαδή η εξίσωση ικανοποιείται μόνο από τα κατ'
εκδοχήν σημεία του επιπέδου. Καταλήγουμε λοιπόν στον εξής ορισμό: Αν ένας τουλάχιστον από τους
αριθμούς  α0,α1,α2 είναι  διάφορος  του  μηδενός,  τότε  η  ομογενής  εξίσωση  α0ξ0+α1ξ1+α2ξ2=0
παριστάνει στο Προβολικό επίπεδο Ρ2 μια ευθεία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μπορούμε να αποδείξουμε ότι σε κάθε ευθεία ανήκει μόνο ένα επ' άπειρον σημείο του
επιπέδου;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Φυσικά. Όχι όμως σε κάθε ευθεία, αλλά σε κάθε γνήσια ευθεία του επιπέδου. Μην
ξεχνάς τι είχες αποδείξει προηγουμένως.
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ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Σωστά, σωστά. Σε κάθε γνήσια ευθεία ανήκει μόνο ένα επ' άπειρον σημείο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Βάλτε ξ0=0 και δείτε τι συμβαίνει με την εξίσωση.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  α1ξ1+α2ξ2=0. Επειδή η ευθεία είναι γνήσια |α1|+|α2|>0. Ας υποθέσουμε ότι  α 1≠0 ,

τότε  ξ1=−
α2

α1

ξ2 .  Αν θέσουμε  λ=−
α 2

α 1

και  εκλέξουμε  ξ2≠0 βρίσκουμε ότι  το κατ'  εκδοχήν

σημείο [0,ξ1,ξ2] με ξ2≠0  ανήκει στην ευθεία. Αν τώρα και το σημείο [0,η1,η2] ανήκε στην ευθεία θα
έπρεπε επίσης  η1=λη2 . Από τις σχέσεις  ξ1=λξ2  και  η1=λη2 προκύπτει ότι υπάρχει  μ≠0
ώστε ξ1=μη1  και ξ2=μη2. Άρα [0,η1,η2]=[0,ξ1,ξ2].

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Πολύ ωραία. Μπράβο! Μπορείτε να μου πείτε ποια είναι η εξίσωση της μιας και
μοναδικής κατ' εκδοχήν ευθείας του Προβολικού επιπέδου;

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Αφού η ευθεία δεν είναι γνήσια, θα πρέπει α1=α2=0. Άρα η εξίσωση θα είναι α0ξ0=0.
Αφού θα πρέπει το α0 να είναι μη μηδενικό, τελικά ξ0=0.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Περίφημα. Είναι θέμα τώρα απλής γραμμικής άλγεβρας ομογενών συστημάτων να
αποδείξει  κάποιος  ότι  από δυο διαφορετικά σημεία του Ρ2 διέρχεται  μοναδική ευθεία  και  ότι  δυο
διαφορετικές ευθείες του Ρ2 έχουν πάντοτε ένα και μοναδικό σημείο τομής.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μ' άλλα λόγια τα αξιώματα Π1 και Π2 του Προβολικού επιπέδου ικανοποιούνται στο
Ρ2. Επίσης και το Π3 είναι κάτι παραπάνω από φανερό ότι αληθεύει.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Τι είναι αυτό το πλήρες τετρακόρυφο που αναφέρεται στο αξίωμα Fano;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Θεωρείστε τέσσερα σημεία Α,Β,Γ,Δ που ανά τρία δεν είναι συνευθειακά. Αυτά τα
σημεία λέγονται κορυφές του πλήρους τετρακόρυφου και ορίζουν έξι διαφορετικές ευθείες οι οποίες
καλούνται πλευρές του πλήρους τετρακόρυφου.16

16 Coxeter – Introduction to Geometry
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Σχήμα 20

Δυο πλευρές που δεν έχουν κοινή κορυφή καλούνται  απέναντι πλευρές. Οι τομές των ζευγών των
απέναντι πλευρών ορίζουν τα διαγώνια σημεία του πλήρους τετρακόρυφου. Στο σχήμα 20, είναι τα
σημεία Ε ,Ζ και Η.  Ίσως στα πλαίσια της Γεωμετρίας που διδαχτήκατε, να συναντήσατε αυτό το
σχήμα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Εμείς το λέμε πλήρες τετράπλευρο και το ορίζουμε ως το σύνολο τεσσάρων ευθειών
που  ανά δυο τέμνονται  και  ανά τρεις  δεν  συντρέχουν,  μαζί  με  τα  έξι  σημεία  τομής  τους  που τα
ονομάζουμε κορυφές του πλήρους τετραπλεύρου. Το πλήρες τετράπλευρο συνδέεται με ένα θεώρημα
που αποδίδεται στον Gauss: Τα μέσα των διαγωνίων ΑΓ,ΒΔ και ΕΖ του πλήρους τετραπλεύρου είναι
συνευθειακά σημεία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Ναι. Τώρα που το λέτε το θέμα αυτό ήταν μια προτεινόμενη άσκηση σε ένα φύλλο
εργασίας που μας είχε δώσει ο “ΔΑΣΚΑΛΟΣ”.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Και που φυσικά, δεν προλάβαμε να λύσουμε μέσα στην τάξη, λόγω έλλειψης χρόνου.
Δεν θυμάμαι αν κάποιος από εσάς μου είχε δώσει λύση.

ΜΑΘΗΤΗΣ  3:   Είχα  προσπαθήσει  τότε,  αλλά  χωρίς  αποτέλεσμα.  Θα  μπορούσαμε  άραγε  να  το
αποδείξουμε με μεθόδους της προβολικής γεωμετρίας;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Δε νομίζω, γιατί η έννοια του μέσου ενός ευθύγραμμου τμήματος δεν έχει νόημα στην
Προβολική Γεωμετρία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Όντως έτσι  είναι.  Για να έρθουμε όμως στα δικά μας,  το αξίωμα Π4 του Fano,
δηλώνει  ότι  ποτέ  τα  διαγώνια  σημεία  του  πλήρους  τετρακόρυφου  δεν  είναι  συνευθειακά.  Πριν
δώσουμε  την  απόδειξή  του  θα  ήθελα  να  σας  πω  λίγα  πράγματα  για  τα  προβολικά  συστήματα
συντεταγμένων.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Νομίζω πως όλοι μας έχουμε κουραστεί σήμερα. Θα μπορούσαμε να το κανονίσουμε σε
μια επόμενη συνάντηση;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Θα είμαι στην πόλη σας ένα τριήμερο. Τι λέτε να ξαναβρεθούμε μεθαύριο;

ΜΑΘΗΤΕΣ:  Μεθαύριο λοιπόν.
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ΗΜΕΡΑ 7η

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Γνωρίζετε ότι το σύνολο των διανυσμάτων του επιπέδου είναι ένας διανυσματικός
χώρος με διάσταση 2. Αυτό σημαίνει ότι αν e⃗1, e⃗2 είναι δυο γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα του
επιπέδου,  τότε  υπάρχουν  δυο  μονοσήμαντα  ορισμένοι  πραγματικοί  αριθμοί  χ1,χ2 ώστε  το  τυχαίο
διάνυσμα χ⃗  του επιπέδου να γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των  e⃗1, e⃗2 , δηλαδή ισχύει η
ισότητα χ⃗ = χ1 e⃗1+ χ2 e⃗2 . Λέμε τότε ότι οι συντεταγμένες του διανύσματος χ⃗ ως προς τη βάση

e⃗1, e⃗2 είναι το ζεύγος (χ1,χ2) και γράφουμε επίσης  χ⃗ = (χ1,χ2). Με παρόμοιο τρόπο σκεπτόμενοι
για  τα  διανύσματα  του  τρισδιάστατου  χώρου,  βρίσκουμε  ότι  πάντοτε  υπάρχουν  τρία  διανύσματα

e⃗1, e⃗2, e⃗3 γραμμικώς  ανεξάρτητα  ώστε  το  τυχαίο  διάνυσμα  χ⃗ του  χώρου  να  γράφεται  ως
γραμμικός συνδυασμός των  e⃗1, e⃗2, e⃗3 , δηλαδή ισχύει χ⃗ = χ1 e⃗1+ χ2 e⃗2+ χ3 e⃗3 , χ1, χ2, χ3∈ℝ .
Για το λόγο αυτό λέμε ότι το σύνολο των διανυσμάτων του χώρου είναι ένας διανυσματικός χώρος με
διάσταση 3.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Πολύ μεγάλη εισαγωγή κάνετε και μας τρομάζετε.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Για να μιλήσω αυστηρά για τα προβολικά συστήματα συντεταγμένων17, χρειάζομαι
την έννοια του τρισδιάστατου διανυσματικού χώρου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Καθόλου αφύσικη απαίτηση, αν σκεφτούμε ότι τα σημεία του Προβολικού επιπέδου 
Ρ2 είναι τριάδες αριθμών [ξ0,ξ1,ξ2].

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ας είναι λοιπόν V3 ένας τρισδιάστατος διανυσματικός χώρος με βάση τα διανύσματα 
e⃗1, e⃗2, e⃗3  .Αποκαθιστούμε μια αντιστοιχία μεταξύ των σημείων του Ρ2 και του V3 ως εξής: Ένα 

σημείο Α του Ρ2 και ένα διάνυσμα  x⃗=( x1, x2, x3) αντιστοιχούν, ακριβώς όταν τα (x1, x2, x3) είναι 
οι ομογενείς συντεταγμένες του σημείου Α. Θα λέμε τότε ότι το χ⃗ είναι ένα συντεταγμένο διάνυσμα
του σημείου Α και θα το συμβολίζουμε αυτό με Ᾱ . Έτσι σε κάθε μη μηδενικό διάνυσμα του V3 
αντιστοιχεί ακριβώς ένα σημείο του Ρ2. Τα διανύσματα Ā , B̄ είναι συντεταγμένα διανύσματα του 
ίδιου σημείου του προβολικού επιπέδου Ρ2 όταν υπάρχει λ∈ℝ , λ≠0 έτσι ώστε να ισχύει Ā= λ B̄ .

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Προς το παρόν, τα συντεταγμένα διανύσματα δεν είναι παρά ένας  εναλλακτικός 
τρόπος περιγραφής των σημείων του Ρ2.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αν θεωρήσουμε τρία μη συνευθειακά σημεία Α,Β,Γ του επιπέδου Ρ2 με ομογενείς 
συντεταγμένες [α0,α1,α2],[β0,β1,β2],[γ0,γ1,γ2] αντίστοιχα, τότε τα συντεταγμένα τους διανύσματα

Ᾱ , B̄ , Γ̄ όπως εύκολα προκύπτει, είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, άρα θα αποτελούν μια βάση του 
διανυσματικού χώρου V3. Αν Χ είναι τυχαίο σημείο του Ρ2, θα υπάρχουν αριθμοί χ0,χ1,χ2 όχι όλοι ίσοι 
με το μηδέν, έτσι ώστε να ισχύει Χ̄= χ0 Ā+ χ1 B̄+ χ 2 Γ̄  (7.1)
Αντιστρόφως, αν θεωρήσουμε τρεις πραγματικούς  χ0,χ1,χ2 όπου τουλάχιστον ένας είναι μη μηδενικός 
από την παραπάνω σχέση ορίζεται ένα συντεταγμένο διάνυσμα Χ̄ και συνεπώς ένα σημείο του Ρ2

.

17 Ν. Στεφανίδης – Εισαγωγή στη Γεωμετρία
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Το κακό όμως είναι ότι οι αριθμοί χ0,χ1,χ2 δεν εξαρτώνται μόνο από τα σημεία Α,Β,Γ 
αλλά και από τα συντεταγμένα διανύσματα Ᾱ , B̄ , Γ̄ .

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Γιατί λέτε ότι είναι κακό αυτό το φαινόμενο;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αν επιλέγαμε για τα ίδια σημεία Α,Β,Γ άλλα συντεταγμένα διανύσματα, έστω τα
Ᾱ ' , B̄ ' , Γ̄ ' τότε θα οριζόταν το συντεταγμένο διάνυσμα Χ̄= χ0 λ0 Ā '+ χ1 λ1 B̄ '+ χ2 λ2 Γ̄ ' (7.2)

με λ0 , λ1 , λ2≠0 . Από την (7.1) στο συντεταγμένο διάνυσμα Χ̄ αντιστοιχεί το σημείο του Ρ2 
 με 

ομογενείς συντεταγμένες [χ0,χ1,χ2], ενώ από την (7.2) αντιστοιχεί το σημείο [χ0λ0,χ1λ1,χ2λ2]. Δεδομένου 
ότι οι αριθμοί λ0,λ1,λ2 είναι διαφορετικοί μεταξύ τους, τα δυο τελευταία σημεία δεν ταυτίζονται.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Δηλαδή παίρνοντας διαφορετικά συντεταγμένα διανύσματα των Α,Β,Γ προκύπτουν 
διαφορετικά σημεία του Ρ2.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Κοιτάξτε λοιπόν πως μπορούμε να διορθώσουμε αυτή την ατέλεια. Θεωρούμε και ένα
τέταρτο σημείο Δ που δεν ανήκει σε καμία από τις ευθείες που ορίζουν τα Α,Β,Γ. Για το διάνυσμα Δ̄
θα υπάρχουν πραγματικοί δ0,δ1,δ2 όπου κανένας δεν είναι μηδέν, έτσι ώστε Δ̄=δ 0 Ᾱ+δ1 Β̄+δ2 Γ̄ .

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ότι είναι μη μηδενικοί οι αριθμοί πως προκύπτει;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αν πχ ήταν δ0=0 τότε Δ̄=δ 1 Β̄+δ 2 Γ̄ με δ 1 ή δ 2≠0 αυτό όμως σημαίνει ότι το Δ
θα πρέπει να ανήκει στην ΒΓ, πράγμα αδύνατο από την εκλογή του Δ.
Αν επιπλέον και δ1=0 τότε Δ̄=δ 2 Γ̄ με δ 2≠0 άρα Δ=Γ, επίσης αδύνατο.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ωραία μπορείτε να προχωρήσετε. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  3:   Αν  θέσουμε  Ā '=δ0 Ā , B̄ '=δ 1 B̄ , Γ̄ '=δ 2 Γ̄ τότε  προκύπτει  η  σχέση
Δ̄= Ā '+ B̄ '+ Γ̄ ' (7.3). Αν κάνουμε χρήση συντεταγμένων διανυσμάτων που ικανοποιούν μια σχέση

της μορφής (7.3) τότε το σημείο που ορίζεται από την (7.1) είναι ανεξάρτητο των συντεταγμένων
διανυσμάτων που επιλέγουμε. Το βλέπετε;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δυστυχώς όχι.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Αν θεωρήσουμε άλλα συντεταγμένα διανύσματα των σημείων Α,Β,Γ ας πούμε τα
Ā ' ' , B̄ ' ' , Γ̄ ' ' τέτοια ώστε ρ Δ̄=Ā ' '+ B̄ ' '+ Γ̄ ' ' , ρ≠0

τότε αφού Ā ' '=k Ā ' , B̄ ' '=l B̄ ' , Γ̄ ' '=m Γ̄ ' , k ,l ,m≠0 θα πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις:
k
ρ
=

l
ρ
=

m
ρ
⇔k=l=m=ρ. Έτσι για τους αριθμούς που ορίζονται από την σχέση (7.1) θα έχουμε

Χ̄= χ0 Ā ' '+ χ1 B̄ ' '+ χ2 Γ̄ ' ' = ρχ0 Ā '+ρχ1 B̄ '+ρχ2 Γ̄ ' .Τώρα τα αντίστοιχα σημεία του Ρ2
,  [χ0,χ1,χ2]

και  [ρχ0,ρχ1,ρχ2] προφανώς ταυτίζονται.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Συγγνώμη παιδιά, αλλά μόνο εγώ δεν καταλαβαίνω τι γίνεται;

46



Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Νομίζω πως όλοι μας έχουμε χάσει πλέον την “μπάλα”.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Δεν έχετε άδικο. Όμως τα δύσκολα πέρασαν. Εσείς παιδιά απ΄ όσα είπαμε παραπάνω
μπορείτε να κρατήσετε το εξής:  Αν στο Προβολικό επίπεδο θεωρήσουμε τέσσερα σημεία Α,Β,Γ,Δ
τέτοια ώστε τα Α,Β,Γ να μην είναι συνευθειακά και το Δ να μην ανήκει σε καμιά από τις ευθείες που
ορίζουν τα Α,Β,Γ και θεωρήσουμε συντεταγμένα διανύσματα των Α,Β,Γ τα οποία να ικανοποιούν μια
εξίσωση  της  μορφής  Δ̄= Ā+ B̄+ Γ̄ τότε  οι  αριθμοί  χ0,χ1,χ2 που  ορίζονται  από  τη  σχέση

Χ̄= χ0 Ā+ χ1 B̄+ χ2 Γ̄ είναι  το  πολύ  μέχρι  ενός  κοινού  παράγοντα,  μονότιμα  ορισμένοι.  Τους
αριθμούς αυτούς του ονομάζουμε προβολικές ή τριγωνικές συντεταγμένες του σημείου Χ ως προς το
προβολικό σύστημα συντεταγμένων (Α,Β,Γ |  Δ).  Αυτές  οι  συντεταγμένες είναι  φυσικά ομογενείς
συντεταγμένες. Το τρίγωνο ΑΒΓ ονομάζεται και  θεμελιώδες τρίγωνο ή τρίγωνο συντεταγμένων, τα
σημεία  Α,Β,Γ  ονομάζονται  θεμελιώδη  σημεία και  οι  ευθείες  ΑΒ,  ΒΓ,  ΑΓ  άξονες  των
συντεταγμένων.18

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Τόσο απλά!!!

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Είναι πράγματι απλά. Θυμηθείτε τι κάνετε όταν λύνετε ένα γεωμετρικό πρόβλημα με
Αναλυτική  Γεωμετρία.  Πρώτα  απ'  όλα  προσαρμόζεται  στο  σχήμα  σας  ένα  κατάλληλο  σύστημα
συντεταγμένων.  Συνήθως ταυτοποιούμε την αρχή του συστήματος  με κάποιο υπάρχων σημείο του
προβλήματος και τους άξονες συντεταγμένων με κάποιες ευθείες που ήδη υπάρχουν στο σχήμα. Αυτό
κάναμε ακόμη και στην αναλυτική απόδειξη του θεωρήματος του Πάππου. Ανατρέξτε στις σημειώσεις
σας  να  δείτε  τα  αντίστοιχα  σχήματα.  Έτσι  λοιπόν  από  μια  πληθώρα  δυνατών  συστημάτων
συντεταγμένων εμείς επιλέγουμε κάποιο κατάλληλα. Γιατί το κάνουμε αυτό;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:   Γιατί  τότε  κάποια  σημεία  και  κάποιες  ευθείες  αποκτούν  πολύ  απλή  μορφή.  Για
παράδειγμα η αρχή του συστήματος είναι πάντα το σημείο με συντεταγμένες (0,0), ο άξονας των χ έχει
εξίσωση ψ=0 και ο άξονας των ψ έχει εξίσωση χ=0.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Πολύ ωραία! Με το ίδιο σκεπτικό μπορεί να έχουμε και πολλά προβολικά συστήματα
συντεταγμένων. Για να καθορίσετε ένα τέτοιο αρκεί να επιλέξετε μια τετράδα σημείων (Α,Β,Γ | Δ) με
τις απαιτήσεις που σας ανέφερε ο κ. “ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3”.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  3:   Ας  κάνουμε  μια  μικρή  εξάσκηση.  Θεωρήστε  λοιπόν  το  προβολικό  σύστημα
συντεταγμένων  (Α,Β,Γ | Δ). Τι συντεταγμένες θα έχουν τα βασικά σημεία του συστήματος;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:   Για  το  Α σημείο  θα  πρέπει  να  ισχύει  Ā=x0 Ā+x1 B̄+x2 Γ̄ Από τη  σχέση  αυτή
δεδομένου ότι τα συντεταγμένα διανύσματα Ā , B̄ , Γ̄ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, θα πρέπει χ0=1,
χ1=0, χ2=0. Άρα  θα ισχύει Α=[1,0,0].

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Τότε παρομοίως θα είναι Β=[0,1,0] και Γ=[0,0,1].

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Και το σημείο Δ;

18 Ν. Στεφανίδης – Εισαγωγή στη Γεωμετρία
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ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Αφού  Δ̄= Ā+ B̄+ Γ̄ και είναι γνωστές οι συντεταγμένες των Α,Β,Γ προφανώς θα
είναι Δ=[1,1,1].

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Το σημείο με συντεταγμένες [5,5,5] ποιο σημείο είναι;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Λόγω ομογένειας είναι το ίδιο το σημείο Δ.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Περίφημα! Να βρούμε και τις εξισώσεις των αξόνων;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ας υπολογίσουμε την εξίσωση της ΒΓ. Αυτή διέρχεται από τα σημεία Β=[0,1,0] και
Γ=[0,0,1]. Η γενική μορφή της εξίσωσης μιας ευθείας είπαμε ότι είναι α0χ0+α1χ1+α2χ2=0. Θα πρέπει
συνεπώς να ισχύει α1=0 και α2=0. Άρα η εξίσωση της ΒΓ είναι χ0=0. Ομοίως η εξίσωση της ΑΒ θα
είναι χ2=0 και της ΑΓ, χ1=0.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Βλέπετε ότι ήδη αρχίσατε να διαχειρίζεστε τις νέες τεχνικές. Όπως έχετε τύπους που
σας δίνουν την εξίσωση μιας ευθείας  που διέρχεται από δυο σημεία του επιπέδου Α2 έτσι μπορούμε να
βρούμε τύπους που κάνουν την ίδια δουλειά στο Ρ2. Σας δίνω έναν τέτοιο τύπο. Η εξίσωση της ευθείας
που διέρχεται από τα σημεία [α0,α1,α2] και [β0,β1,β2] είναι:

|α 1 α 2

β1 β2
| χ0+|α 2 α 0

β2 β0
|χ1+|α 0 α 1

β0 β1
|χ2=0 19.

Επίσης ένα συνηθισμένο πρόβλημα είναι να βρούμε το σημείο τομής δυο ευθειών. Αν οι ευθείες μας
έχουν εξισώσεις α0χ0+α1χ1+ α2χ2=0 και β0χ0+β1χ1+β2χ2=0, τότε το σημείο τομής τους έχει συντεταγμένες

[ |α 1 α 2

β1 β2
|,|α2 α 0

β2 β0
|,|α0 α1

β0 β1
| ]20.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε το αξίωμα Fano.
 

Σχήμα 21

Ας θεωρήσουμε το προβολικό σύστημα με θεμελιώδη σημεία τις κορυφές Α,Β,Γ και τέταρτο σημείο

19 Coxeter – Introduction to Geometry
20 Coxeter – Introduction to Geometry
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την κορυφή Δ. Για τις εξισώσεις των αντίστοιχων ευθειών έχουμε:
ΑΒ: χ2=0, ΑΓ: χ1=0, ΒΓ: χ0=0, ΒΔ: χ0=χ2, ΑΔ: χ1=χ2, ΓΔ: χ0=χ1. Έτσι για τα διαγώνια σημεία θα έχουμε
τις  συντεταγμένες  Η=[1,0,1],  Ε=[0,1,1],  Ζ=[1,1,0].  Αν  αυτά  τα  σημεία  ήταν  συνευθειακά  θα
ικανοποιούσαν μια εξίσωση της μορφής α0χ0+α1χ1+α2χ2=0 με έναν τουλάχιστον από τους αριθμούς
α0,α1,α2 διαφορετικό του μηδενός. Καταλήγουμε επομένως στις εξισώσεις α0+α2=0, α1+α2=0, α0+α1=0
από τις οποίες προκύπτει ότι α0=α1=α2=0 άτοπο. Άρα τα διαγώνια σημεία δεν είναι συνευθειακά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Νομίζω ότι ήρθε η ώρα να αποδείξουμε και το θεώρημα του Πάππου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Κάθε πράγμα στον καιρό του...

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Θα θεωρήσουμε και πάλι ένα βολικό προβολικό σύστημα συντεταγμένων. 

Σχήμα 22

Επιλέγουμε ως τέτοιο,  το σύστημα που ορίζεται από τα σημεία Α1,Α2,Λ και  Γ1.  Οι εξισώσεις  των
ευθειών Γ1Α1, Γ1Α2, Γ1Λ είναι αντιστοίχως χ1=χ2, χ0=χ2, χ0=χ1. Αν πάρουμε τα σημεία Β1, Ν, Β2 να είναι
τα [p,1,1], [1,q,1], [1,1,r] αντίστοιχα, τότε οι ευθείες ΛΒ1, Α1Ν, Α2Β2 είναι αντιστοίχως χ0= pχ1, χ2=qχ3,
χ3=rχ2. Επειδή αυτές οι τρεις ευθείες διέρχονται από το σημείο Γ2, το σύστημά τους πρέπει να έχει μη
μηδενική λύση. Προκύπτει τότε ότι πρέπει να ισχύει pqr=1 (7.4).
Οι ευθείες ΛΝ, Α2Β1, Α1Β2 έχουν εξισώσεις χ1=qχ0, χ0=pχ2, χ2=rχ1. Οι ευθείες αυτές θα διέρχονται από
το Κ αν και μόνο αν qpr=1 (7.5) σχέση που ικανοποιείται αν και μόνο αν qp=pq. Δεδομένου επομένως
ότι  ο  πολλαπλασιασμός  πραγματικών  αριθμών είναι  αντιμεταθετική  πράξη,  συμπεραίνουμε  ότι  το
θεώρημα του Πάππου επίσης αληθεύει. Πώς σας φάνηκε αυτή η απόδειξη;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Νοιώθω μουδιασμένος. Δεν μπορώ ακόμη να συγκρατήσω στο μυαλό μου όλες τις νέες
ιδέες στις οποίες βασίζεται αυτή η απόδειξη.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Εγώ δεν καταλαβαίνω τι ακριβώς αποδεικνύει  αυτή η απόδειξη.
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Αποδεικνύει ότι στο μοντέλο Ρ2  του προβολικού επιπέδου, ικανοποιείται το θεώρημα
του Πάππου.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Και γιατί αυτό είναι αναγκαστικά και μια απόδειξη του ίδιου του θεωρήματος στα
πλαίσια της Ευκλείδειας Γεωμετρίας;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:   Αφού  το  Προβολικό  επίπεδο  είναι  μια  επέκταση  του  Ευκλείδειου  επιπέδου,  και
προκύπτει από το τελευταίο με την επισύναψη κάποιων επιπλέον σημείων, των επ' άπειρον σημείων,
και μιας επ' άπειρον ευθείας, δεν μπορεί παρά οποιαδήποτε αλήθεια δεν εμπλέκει μη γνήσια στοιχεία
του προβολικού επιπέδου, να είναι επίσης και αλήθεια του Ευκλείδειου επιπέδου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Έτσι αν δυο ευθείες του Ρ2 τέμνονται σε γνήσιο σημείο του, τότε επίσης αληθές θα
είναι το γεγονός ότι οι ευθείες αυτές θα είναι τεμνόμενες και στο συνηθισμένο επίπεδο. Αν τρία γνήσια
σημεία του Ρ2 είναι συνευθειακά, τότε αυτά θα είναι επίσης συνευθειακά και στο Ευκλείδειο επίπεδο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Να κάνω κι εγώ ένα σχόλιο για την απόδειξη που μας παρουσίασε ο φίλος μου. Αυτό
που δυσκόλεψε τα παιδιά νομίζω ότι είναι το “πανεπιστημιακό” ύφος της παρουσίασης. Μέσα σε πολύ
μικρά χρονικά περιθώρια, μπήκαν πάρα πολλές νέες και πρωτόγνωρες έννοιες, καθόλου αυτονόητες,
όχι μόνο για τους μαθητές, αλλά και για εμάς.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Δεν έχεις  άδικο σ'  αυτό.  Οι πανεπιστημιακοί  δεν έχουμε συχνά την ευκαιρία να
απευθυνθούμε σε κοινό της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. Ως εκ τούτου, η παρουσίαση που σας έκανα
κρατάει κάτι από τον χαρακτήρα  των διαλέξεων προς τους φοιτητές μου. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Νοιώθω ότι την δευτεροβάθμια εκπαίδευση τη χωρίζει ένα τεράστιο κενό από την
τριτοβάθμια. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Γιατί το λέτε αυτό;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Γιατί ενώ υπάρχουν πολλά θέματα, ενδιαφέροντα και εφικτά, που θα μπορούσαμε να
τα προσεγγίσουμε από “κάτω” και από “πάνω”, δεν υπάρχει η διάθεση ούτε απ' τη μια πλευρά, ούτε
από την άλλη για μια “δημιουργική σύγκλιση”.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Projects σαν κι αυτό που υλοποιεί η ομάδα σας αυτή τη στιγμή, πιστεύω πως είναι μια
έστω μερική πλήρωση του κενού που προανέφερες.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Τέτοιες ομάδες δεν είναι εύκολο να δημιουργηθούν. Σκεφτείτε ότι συναντιόμαστε σε
ώρες εκτός σχολικού ωραρίου πράγμα το οποίο από μόνο του δυσκολεύει όλα τα μέλη της ομάδας τα
οποία  στην  κυριολεξία  είναι  πνιγμένα  στις  εξωσχολικές  δραστηριότητες  που  αφορούν,  δυστυχώς,
ενδοσχολικές υποχρεώσεις τους.

ΜΑΘΗΤΗΣ  4:   Για  μας  αυτές  οι  συναντήσεις  είναι  ένα  είδος  διασκέδασης  και  ψυχαγωγίας.
Χαλαρώνουμε ασχολούμενοι και με πράγματα που μας ενδιαφέρουν πολύ.
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Φυσικά το ίδιο ισχύει και για μας τους καθηγητές που συμμετέχουμε στην ομάδα. Όσο
κι αν σας φαίνεται περίεργο, προσπαθώντας να διδάξεις κάτι, μαθαίνεις κι ο ίδιος καινούρια πράγματα,
ξεκαθαρίζεις ασάφειες που ενδεχομένως έχεις στο μυαλό σου και αποκτάς την ευχέρεια  να κινείσαι
πιο άνετα μέσα σε ένα γνωστικό αντικείμενο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Συμφωνώ απολύτως. Ειδικά όταν υπάρχουν συνεισφορές σαν του “ΔΑΣΚΑΛΟΥ 3”
μας δίνεται η ευκαιρία να ξαναθυμηθούμε κι εμείς ξεχασμένες γνώσεις.  

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Για σας η Προβολική Γεωμετρία ήταν ξεχασμένη γνώση, για μας όμως ήταν τελείως
άγνωστη. Η προβολική απόδειξη του θεωρήματος του Πάππου εξακολουθεί να είναι αινιγματική και
μυστήρια.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Σε κάποιες επόμενες συναντήσεις μας θα προσπαθήσουμε να την κάνουμε λιγότερο
αινιγματική, σηκώνοντας το πέπλο του μυστηρίου που την καλύπτει.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Έχω να κάνω μια παρατήρηση. Επιλέγοντας το σύστημα που ορίζεται από τα σημεία
Α1,Α2,Λ και Γ1  στο σχήμα 22, τα σημεία Α2 και Λ έχουν συντεταγμένες [0,1,0] και [0,0,1] δηλαδή είναι
μη γνήσια σημεία του Ρ2, ακόμη κι αν υποθέσουμε ότι τα Α2 και Λ είναι γνήσια σημεία του επιπέδου.
Δεν είναι παράδοξο αυτό; 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Δεν βλέπω κάποιο παράδοξο. Αυτή μάλιστα είναι και όλη η λειτουργικότητα των
συστημάτων  συντεταγμένων.  Για  να  το  δεις  αυτό   πάρε  ένα  συνηθισμένο  καρτεσιανό  σύστημα
συντεταγμένων χΟψ στο επίπεδο Α2. Τι συντεταγμένες έχει η αρχή Ο του συστήματος;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Το Ο έχει συντεταγμένες (0,0).

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ωραία. Πες τώρα ότι θεωρείς ένα άλλο σύστημα χ'Αψ' του οποίου η αρχή είναι το
σημείο Α(2.2), και οι άξονές του να είναι παράλληλοι προς αυτών του αρχικού συστήματος, όπως
φαίνεται στο σχήμα:

Σχήμα 23
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Ως προς το νέο σύστημα τι συντεταγμένες έχει το Α;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Αφού είναι η αρχή του θα έχει συντεταγμένες (0,0).

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Και το Ο ως προς το νέο σύστημα τι συντεταγμένες θα έχει;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Προφανώς (-2,-2).

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Έτσι λοιπόν το σημείο Α που δεν ήταν “αρχή” του συστήματος χΟψ, μετατρέπεται σε
“αρχή” του νέου συστήματος χ'Αψ', ενώ το Ο που ήταν “αρχή” του χΟψ μετατράπηκε σε σημείο που
δεν είναι “αρχή” του συστήματος χ'Αψ'.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:   Με τον  ίδιο  τρόπο θέλετε  να  πείτε,  ένα  σημείο  που είναι  “γνήσιο”  ως  προς  ένα
προβολικό σύστημα συντεταγμένων, μπορεί να μετατραπεί στο “επ' άπειρον” σημείο του επιπέδου, ως
προς κάποιο άλλο προβολικό σύστημα. 

ΜΑΘΗΤΗΣ  5:   Συγγνώμη  αλλά  και  πάλι  δεν  καταλαβαίνω.  Πως  είναι  δυνατό  θεωρώντας  ένα
συνηθισμένο “γνήσιο” όπως λέτε σημείο του Α2, να μπορώ να του κολλήσω μια ετικέτα που να το
χαρακτηρίζει ως μη γνήσιο; 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Όπως ακριβώς ένα σημείο που δεν είναι η “αρχή”, το χαρακτηρίζεις ως “αρχή”, σε ένα
άλλο σύστημα συντεταγμένων.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Να πούμε ότι στην προβολική γεωμετρία, ουσιαστικά δεν υφίσταται η διάκριση, σε
“κατ' εκδοχήν” και” γνήσια” σημεία. Όλα τα σημεία είναι ισότιμα. Τη διάκριση αυτή την κάνουμε,
όταν φανταζόμαστε το προβολικό επίπεδο ως επέκταση του συνηθισμένου Ευκλείδειου (αφινικού ή
ομοπαραλληλικού  όπως  λέμε  καλύτερα)  επιπέδου.  Πάντως  μια  αλλαγή  του  συστήματος
συντεταγμένων, μπορούμε να την δούμε από μιαν άλλη οπτική γωνία, ως έναν μετασχηματισμό του
επιπέδου.  Αυτό  όμως  είναι  μια  ιστορία  που θέλει  λίγο  χρόνο  να  την αναπτύξουμε.  Θα είμαι  στη
διάθεσή σας αν το θέλετε , άλλη μια μέρα για να συζητήσουμε το θέμα αυτό.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Εμένα θα μου επιτρέψετε να μην έρθω. Έχω χαθεί πλέον και δεν νομίζω ότι μπορώ να
παρακολουθήσω πιο προχωρημένα ζητήματα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Το ίδιο ισχύει και για μένα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Εγώ, κι απ' ότι βλέπω και ο συνάδελφος, θα το θέλαμε πολύ.

ΜΑΘΗΤΕΣ 3,4,5:  Θα έρθουμε κι εμείς κι ότι προκύψει.
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ΗΜΕΡΑ 8η

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Σήμερα έφερε μαζί μου κι έναν φοιτητή μου που θα τον χαρακτήριζα “κομπιουτερά”.
Το συνάντησα τυχαία σε κάποιο βιβλιοπωλείο της πόλης και του μίλησα για την ομάδα σας και το θέμα
που μας απασχολεί τις τελευταίες ημέρες. Ζήτησε λοιπόν να παραβρεθεί στη συνάντησή μας γιατί
γνωρίζει μια απόδειξη του θεωρήματος του Πάππου, η οποία μπορεί να γίνει με χρήση ηλεκτρονικού
υπολογιστή.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Το γνωρίζουμε πολύ καλά το παιδί αυτό. Ήταν μαθητής μας πριν από λίγα χρόνια. 

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Χαίρομαι κι εγώ που σας ξαναβλέπω μετά από τόσο καιρό. Ελπίζω να μου δώσετε την
ευκαιρία να σας παρουσιάσω την απόδειξη που προανέφερε ο “ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3”.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Φυσικά  και  θα  έχεις  αυτή  την  ευκαιρία,  δεν  το  συζητάμε.  Αν  δεν  διαφωνεί  ο
“ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3”, είμαστε έτοιμοι να σε ακούσουμε.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  3:   Κανένα  πρόβλημα.  Ας  δούμε  πρώτα  την  παρουσίαση  του  “ΦΟΙΤΗΤΗ”  και  να
μιλήσουμε στη συνέχεια για τους προβολικούς μετασχηματισμούς.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Όπως με ενημέρωσε ο “ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3”, δουλεύετε στο μοντέλο Ρ2, του προβολικού
επιπέδου, στο πραγματικό προβολικό επίπεδο όπως το ονομάζουμε συχνά.  Είχατε δει ότι η εξίσωση
της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία [α0,α1,α2] και [β0,β1,β2] είναι:

|α 1 α 2

β1 β2
|χ 0+|α 2 α 0

β2 β0
|χ1+|α 0 α 1

β0 β1
|χ 2=0  (8.1)

ενώ αν οι δυο ευθείες έχουν εξισώσεις α0χ0+α1χ1+ α2χ2=0 και β0χ0+β1χ1+β2χ2=0, τότε το σημείο τομής
τους έχει συντεταγμένες 

[ |α 1 α 2

β1 β2
|,|α2 α 0

β2 β0
|,|α0 α1

β0 β1
| ] (8.2).  Επειδή μια ευθεία με εξίσωση  α0χ0+α1χ1+ α2χ2=0 καθορίζεται

από τους συντελεστές α0,α1,α2,  ας την συμβολίζουμε στο εξής ως <α0,α1,α2>. Βεβαίως  η ευθεία που
παριστάνει η τριάδα  <λα0,λα1,λα2> με λ0, παριστάνει και πάλι την ίδια ευθεία. Έτσι θα πρέπει να
δεχτούμε ότι <α0,α1,α2>=<λα0,λα1,λα2>.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Αυτός ο συμβολισμός είναι παρόμοιος με τον συμβολισμό που χρησιμοποιήσαμε για
τα σημεία του Ρ2.. Μήπως αυτό μας επιφέρει κάποια σύγχυση; 

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Απεναντίας θα μας αποκαλύψει πιο εύκολα και τη σχέση “δυισμού” που έχουν μεταξύ
τους τα σημεία , οι ευθείες και οι σχέσεις σύμπτωσης μεταξύ αυτών. Προς το παρόν θεωρήστε το
σημείο Σ=[σ1,σ2,σ3] και την ευθεία ε=<ε1,ε2,ε3>. Πώς μεταφράζεται αλγεβρικά η συνθήκη ότι το σημείο
Σ ανήκει στην ευθεία ε;

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Προφανώς θα πρέπει οι συντεταγμένες του Σ να ικανοποιούν την εξίσωση της ευθείας
ε. Άρα θα πρέπει να ισχύει η σχέση ε1σ1+ε2σ2+ε3σ3=0  (8.3)
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ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Σας λέει κάτι η τελευταία εξίσωση;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αν δεν είχε τρεις όρους θα έλεγα πως είναι ένα εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων του
επιπέδου. Μήπως είναι κάτι αντίστοιχο στον τρισδιάστατο χώρο;

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Ακριβώς. Αυτό είναι το εσωτερικό γινόμενο δυο διανυσμάτων του χώρου R3. Κατ΄ αρχάς
να πούμε ότι ένας τρόπος να φανταζόμαστε το προβολικό επίπεδο Ρ2, είναι να σκεφτόμαστε τα σημεία
του ως ευθείες που διέρχονται από την αρχή Ο=(0,0,0) και τις ευθείες του ως επίπεδα του χώρου που
διέρχονται επίσης από την αρχή Ο.

Σχήμα 24

Με την ερμηνεία αυτή, στο παραπάνω σχήμα η ευθεία ΟΣ είναι ένα σημείο του προβολικού επιπέδου
Ρ2

.  Το σημείο Σ του χώρου R3 όπως επίσης και το Μ είναι δυο “αντιπρόσωποι” του ίδιου προβολικού
σημείου. Ας μην ξεχνάμε ότι για τα διανύσματα Ο⃗Σ και O⃗Μ ισχύει Ο⃗M=λ O⃗Σ .

Σχήμα 25
ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Η ευθεία ε=<ε1,ε2,ε3> είναι απλά το επίπεδο του R3 το οποίο διέρχεται από την αρχή Ο
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και είναι κάθετο στο αντιπροσωπευτικό διάνυσμα ε=(ε1,ε2,ε3). Έτσι λοιπόν το γεγονός ότι το σημείο Σ
ανήκει στην ευθεία ε, ερμηνεύεται ως το γεγονός ότι η ευθεία ΟΣ ανήκει στο επίπεδο ε. Τότε όμως τα
διανύσματα Ο⃗Σ και ε θα είναι κάθετα στον χώρο R3 , κι αυτό ακριβώς δηλώνει η σχέση (8.3).

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Έτσι επομένως θα έχουμε Σ∈(ε )⇔Σ⋅ε=0 .

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Πολύ σωστά. Αν τώρα αναζητήσουμε την εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από τα
σημεία Α=[α0,α1,α2] και Β=[β0,β1,β2] τότε θα πρέπει να βρούμε ένα διάνυσμα ε, για το οποίο θα ισχύουν
οι σχέσεις Α⋅ε=0 και Β⋅ε=0 . Στα πλαίσια όμως του R3 ένα τέτοιο διάνυσμα είναι το λεγόμενο
εξωτερικό  γινόμενο  των  διανυσμάτων  Α  και  Β,  το  οποίο  συμβολίζεται  με  Α×Β και  έχει
συντεταγμένες ακριβώς τους αριθμούς που δίνονται από την σχέση (8.2) και όπως βλέπετε δεν είναι
παρά οι συντελεστές της εξίσωσης της ευθείας που εκφράζει η σχέση (8.1).

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Στην προβολική γεωμετρία για να δηλώσουμε την ευθεία που ορίζουν τα σημεία Α
και Β, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό Α∨Β .
 Έτσι μπορούμε να γράψουμε Α∨Β = < Α×Β >  (8.4).

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Για το εσωτερικό γινόμενο γνωρίζουμε έναν καθαρά γεωμετρικό ορισμό. Υπάρχει κάτι
ανάλογο για το εξωτερικό γινόμενο;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Βεβαίως. Το εξωτερικό γινόμενο δυο μη παράλληλων διανυσμάτων Α και Β (για
απλότητα θα μου επιτρέψετε να μην βάζω πάνω από τα γράμματα Α,Β τα γνωστά βελάκια ή τις παύλες
που συμβολίζουν διανύσματα) είναι ένα διάνυσμα  Α×Β το οποίο είναι κάθετο στο επίπεδο που
ορίζουν τα Α,Β και με κατεύθυνση τέτοια ώστε η τριάδα Α, Β,  Α×Β να αποτελεί δεξιόστροφο
σύστημα.  Το  μέτρο  του  διανύσματος  ορίζεται  ως  | Α×Β |=|Α|  |Β|  sinθ,  όπου  θ  η  γωνία  των
διανυσμάτων Α,Β.

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Τι εννοείτε όταν λέτε δεξιόστροφο σύστημα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Σημαίνει  ότι  det(A,B, Α×Β )>0.  Για  να  απαντήσω πιο  πρακτικά,  η  φορά του
Α×Β καθορίζεται  είτε  με τον  κανόνα του δεξιού χεριού είτε  με τον  κανόνα του δεξιόστροφου

κοχλία όπως μπορείτε να δείτε στα παρακάτω σχήματα:

Σχήμα 26

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Όταν τα διανύσματα Α και Β είναι παράλληλα τότε ορίζουμε το Α×Β να είναι το
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μηδενικό διάνυσμα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Έτσι  μια  βασική  ιδιότητα  του  εξωτερικού  γινομένου  είναι  ότι  δεν  είναι
αντιμεταθετική πράξη, αφού από τον ορισμό προκύπτει ότι Α×Β =- Β×Α .

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Για το σκοπό που θα το χρησιμοποιήσουμε εμείς το εξωτερικό γινόμενο χρειαζόμαστε

μόνο το γεγονός ότι Α×Β =( |α 1 α 2

β1 β2
|,|α2 α 0

β2 β0
|,|α0 α1

β0 β1
| )  (8.5)   Α∨Β =  < Α×Β >  (8.6)

καθώς και μια σχέση που δίνει το σημείο τομής ε∧η δυο ευθειών (ε) και (η). Νομίζω πως αυτήν τη
σχέση μπορείτε να τη βρείτε μόνοι σας τώρα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ας δοκιμάσουμε λοιπόν. Αν Τ είναι το ζητούμενο σημείο τομής τότε σύμφωνα με αυτά
που ειπώθηκαν παραπάνω θα πρέπει  Τ⋅ε=0 και  Τ⋅η=0 . Άρα ένα διάνυσμα που θα ικανοποιεί
τις δυο αυτές εξισώσεις είναι το ε×η . Έτσι θα έχουμε ε∧η =[ ε×η ]  (8.7).

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:   Ωραία!  Τώρα διαθέτουμε  όλο τον  κατάλληλο  εξοπλισμό  για  να  κάνουμε  μια  κατά
μέτωπο επίθεση στο θεώρημα του Πάππου και να το αποδείξουμε.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αναρωτιέμαι γιατί χρησιμοποιείς τέτοιους “πολεμικούς” όρους.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Θα καταλάβεις γιατί στη συνέχεια. 

Σχήμα 27

Αναφερόμενοι  στο  κλασικό  σχήμα  του  θεωρήματος,  επιλέγουμε  πέντε  βασικά  σημεία  του  πχ,  τα
σημεία  Α1,  Α2,  Γ2,  Γ1,  Λ  και  εκφράζουμε  όλα  τα  υπόλοιπα  συναρτήσει  αυτών  των  σημείων.
Αντιλαμβάνεστε πως μπορεί να γίνει αυτό;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μάλλον θα θέλεις να κάνουμε χρήση του συμβολισμού του εξωτερικού γινομένου που
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αναπτύξαμε παραπάνω. Οπότε για να δούμε:

Β2=(Α1×Γ2)×(Γ1×Λ)
Β1=(Α1×Γ1)×(Γ 2×Λ)
Κ=(Α1×Β2)×(Α2×Β1)      (8.8)
Λ=(Α2×Γ1)×(Α1×Γ2)

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Σωστά. Έχετε βρει κάποιους αντιπροσώπους των αντίστοιχων προβολικών σημείων που
αναφέρονται στο σχήμα 27. Εμείς θέλουμε να δείξουμε ότι τα σημεία Κ,Λ,Ν είναι συνευθειακά. Ποια
συνθήκη επομένως θα πρέπει να δείξουμε ότι ικανοποιούν;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Για να δείξουμε ότι τα Κ,Λ,Ν είναι συνευθειακά θα πρέπει οι αντιπρόσωποί τους στον
R3 να ανήκουν στο ίδιο επίπεδο που διέρχεται από την αρχή Ο, άρα τα διανύσματα Κ,Λ,Ν θα πρέπει να
είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Βάζουμε συντεταγμένες στα αρχικά σημεία και από τους τύπους (8.8) υπολογίζουμε και
τις συντεταγμένες των Κ,Λ,Ν. Τότε ποια συνθήκη θα πρέπει να επαληθεύσουμε;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Πρέπει να δείξουμε ότι det(K,L,N)=0.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Συγγνώμη αλλά αν επιχειρήσουμε να κάνουμε υπολογισμούς με βάση τους τύπους
(8.8) εικάζω ότι θα χρειαστούν χιλιάδες πράξεις. Πρακτικά είναι ανέφικτο να κάνει κάποιος όλες αυτές
τις πράξεις.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Κάποιος  άνθρωπος.  Ένας υπολογιστής  όμως όπως θα δείτε  μπορεί  να τις  κάνει  τις
πράξεις σε δευτερόλεπτα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μπορεί να κάνει ο υπολογιστής συμβολικούς υπολογισμούς; Αν είναι να βάλουμε ως
συντεταγμένες των αρχικών σημείων συγκεκριμένους αριθμούς δεν θα έχουμε καλύψει  την γενική
περίπτωση.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:   Ίσως  επιλέγοντας  κατάλληλο  προβολικό  σύστημα,  όπως  και  στην  απόδειξη  του
“ΔΑΣΚΑΛΟΥ 3”, τα σημεία να μπορούν να αποκτήσουν συγκεκριμένες συντεταγμένες.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:   Δεν  χρειάζεται  τίποτα  τέτοιο.  Το  λογισμικό  που  θα  χρησιμοποιήσουμε  κάνει  και
συμβολικούς υπολογισμούς. Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να βάλουμε στα πέντε σημεία  Α1, Α2, Γ2, Γ1,
Λ τυχαίες συντεταγμένες. Το λογισμικό θα κάνει άνετα τον υπολογισμό της ορίζουσας det(K,L,N) και
θα μας δώσει την τιμή της.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ποιο λογισμικό είναι αυτό;

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Είναι το mathematica. Γράφουμε λοιπόν και τρέχουμε το ακόλουθο πρόγραμμα:
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Αυτό ήταν. Όπως βλέπετε η τιμή της ορίζουσας είναι μηδενική, πράγμα που σημαίνει ότι τα Κ,Λ,Ν
είναι συνευθειακά.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μπορεί να θεωρηθεί απόδειξη κάτι τέτοιο;

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Γιατί, ποιο είναι το πρόβλημα; Ο υπολογιστής με το κατάλληλο λογισμικό, αντίθετα με
τον  άνθρωπο,  μπορεί  να  κάνει  κάποιες  πράξεις  πολύ  εύκολα.  Δεν  βλέπω  για  ποιο  λόγο  να
αποκλείσουμε τη χρήση του υπολογιστή σε μια απόδειξη.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μπορούμε να εμπιστευτούμε αυτού του είδους τους υπολογισμούς;

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Μη μου πεις ότι εσύ δεν χρησιμοποίησες ποτέ σου κομπιουτεράκι για να κάνεις πράξεις
με πολύ μεγάλους αριθμούς. Δηλαδή αν θέλεις να υπολογίσεις το γινόμενο 123456789 Χ 987654321
δεν θα εμπιστευόσουν το αποτέλεσμα που θα σου έδινε ένας υπολογιστής; Ή θα καθόσουν να κάνεις
τις πράξεις με το χέρι;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ναι, αλλά είναι άλλο πράγμα οι αριθμητικοί υπολογισμοί και άλλο μια μαθηματική
απόδειξη με τους λογικούς συλλογισμούς της.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Στην περίπτωσή μας, τους λογικούς συλλογισμούς τους έχουμε κάνει εμείς οι ίδιοι. Για
τον  υπολογιστή  αφήσαμε  μόνο  το  άχαρο  μέρος  της  υπόθεσης,  να  κάνει  τους  αλγεβρικούς
υπολογισμούς. Αυτό ακριβώς ο υπολογιστής μπορεί να το κάνει ταχύτατα και με μεγάλη επιτυχία. Δεν
βλέπω λοιπόν για ποιο λόγο να αποκλείσουμε έναν Η/Υ από τη διαδικασία μιας απόδειξης.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Είτε το θέλουμε είτε όχι οι υπολογιστές έχουν μπει για τα καλά στη ζωή μας και είναι
απαραίτητο πλέον να αναθεωρήσουμε το ρόλο τους και στην εκπαίδευση και στην έρευνα.
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Θα γνωρίζεται υποθέτω ότι ένα από τα σημαντικά προβλήματα στην τοπολογία, το
πρόβλημα των τεσσάρων χρωμάτων, δηλαδή του χρωματισμού ενός επίπεδου ή σφαιρικού χάρτη με
τέσσερα μόνο χρώματα, ώστε γειτονικές χώρες να έχουν διαφορετικά χρώματα, λύθηκε το 1976 από
τους  Άππελ – Χέικεν του Πανεπιστημίου του Ιλλινόις,  με μια περίπλοκη ανάλυση βασισμένη σε
υπολογιστή.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Από τότε μέχρι σήμερα φυσικά έχουν γίνει πάρα πολλά πράγματα. Παρόλα αυτά, στην
δευτεροβάθμια εκπαίδευση υπάρχει μια υστέρηση και ένα κλίμα μιας γενικότερης απέχθειας προς τη
χρήση υπολογιστών στη διδασκαλία.  Εγώ για παράδειγμα έβγαλα το Λύκειο δίχως την παραμικρή
επαφή με μια τέτοια διαδικασία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Ωστόσο τα τελευταία χρόνια γίνεται μια προσπάθεια από αρκετούς συναδέλφους προς
μια τέτοια κατεύθυνση.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ως προς αυτό που λέτε θέλω να κάνω μια παρατήρηση. Πιστεύω πως ο τρόπος που
πολλοί καθηγητές χρησιμοποιείτε το υπολογιστή για τη διδασκαλία, είναι περισσότερο “εφετζίδικος”
για να το πω έτσι, παρά ουσιαστικός.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Συμφωνώ. Πολλά πράγματα γίνονται πολύ πρόχειρα και μου φαίνεται να στοχεύουν
στον εντυπωσιασμό περισσότερο, παρά στην ουσία. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Είναι εύστοχα όσα λέτε. Για να διδάξεις με Η/Υ θα πρέπει να έχεις προετοιμασμένο
ένα διδακτικό σενάριο, βάση του οποίου θα προσπαθήσεις να εμπλέξεις και να ενεργοποιήσεις τους
μαθητές στην εκπαιδευτική διαδικασία και φυσικά θα πρέπει να υπάρχει και η κατάλληλη υλικοτεχνική
υποδομή στα σχολεία για να στηρίξει την προσπάθειά σου. Αυτό το τελευταίο δυστυχώς, δεν υφίσταται
στα ελληνικά σχολεία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Στην απόδειξη του “ΦΟΙΤΗΤΗ”, ο υπολογιστής έπαιξε έναν πολύ βασικό ρόλο στη
διαδικασία.  Είναι  σαν  να  έχουμε  κολλήσει  σε  κάποιες  πράξεις  κι  ένας  φίλος,  μας  βοηθάει  να
ξεκολλήσουμε κάνοντας αυτός τις πράξεις. Σε αντιδιαστολή με αυτό, θυμάμαι την ημέρα όπου στο
γυμνάσιο ο καθηγητής, μας παρουσίασε την έννοια της μεσοκαθέτου ενός τμήματος. Πράγματα που θα
μπορούσαμε κάλλιστα να τα κάνουμε με το χέρι, με χάρακα και διαβήτη, απλώς τα κάναμε στην οθόνη
του υπολογιστή. Δεν νομίζω να κέρδισα τίποτε παραπάνω απ' 'ότι  θα κέρδιζα με τον παραδοσιακό
τρόπο διδασκαλίας.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αυτό ακριβώς είναι και το μεγάλο ζητούμενο. Να μπορέσουμε να ενσωματώσουμε
δημιουργικά στην παραδοσιακή διδασκαλία, τις νέες τεχνολογίες, χωρίς να γινόμαστε “γραφικοί”.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Η νέα εποχή έχει ξεκινήσει εδώ κι αρκετά χρόνια. Απλά ο χώρος της εκπαίδευσης
είναι  ένας  χώρος  όπου  οι  αλλαγές  προχωρούν  με  βραδύτερους  ρυθμούς  απ'  ότι  στην  υπόλοιπη
κοινωνία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Όπως βλέπω τα πράγματα, θα παρατείνω την διαμονή μου στην πόλη σας για μια
ημέρα  ακόμη,  αφού  σήμερα  δεν  προλαβαίνουμε  να  πούμε  τίποτε  για  τους  προβολικούς
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μετασχηματισμούς του επιπέδου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Να ανανεώσουμε επομένως το ραντεβού μας για αύριο.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Μπορώ να έρθω κι εγώ;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Εννοείται. Από εδώ και πέρα είσαι ένα επίτιμο μέλος της ομάδας μας.
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ΗΜΕΡΑ 9η

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3: Δεδομένου ότι δεν έχω άλλα περιθώρια ώστε να μπορέσω να παραμείνω στην πόλη
σας περισσότερο, το πρόγραμμά μας για σήμερα θα είναι αρκετά ενισχυμένο και ζητώ προκαταβολικά
την υπομονή σας. Έχετε ακούσει για το πρόγραμμα Ερλάγκερ;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αυτό δεν είναι ένα πρόγραμμα σχετικό με τη θεμελίωση της Γεωμετρίας;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ακριβώς. Στα πλαίσια αυτού του προγράμματος, ο Γερμανός Μαθηματικός Κλάιν,
έδωσε έναν ορισμό για το τι είναι μια γεωμετρία. Αυτός ο ορισμός του Κλάιν αναφέρει ότι: Γεωμετρία
είναι η μελέτη των ιδιοτήτων ενός συνόλου Σ που παραμένουν αναλλοίωτες όταν τα στοιχεία του Σ
υπόκεινται  στους  μετασχηματισμούς  μιας  ομάδας  μετασχηματισμών Γ.  Μια  τέτοια  γεωμετρία  την
παριστάνουμε ως G(Σ,Γ).

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:   Όπως καταλαβαίνετε, χρήζουν επεξηγήσεων όλα όσα λέει αυτός ο ορισμός.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Στην περίπτωση της δικής μας μελέτης, το σύνολο Σ είναι το σύνολο  όλων των 
σημείων με ομογενείς συντεταγμένες [χ0,χ1,χ2], δηλαδή  
Σ={ [ χ 0, χ1, χ2] / χ0, χ1, χ2∈ℝ και χ0

2
+ χ1

2
+ χ2

2
≠0 }.  Φυσικά  θεωρούμε  ότι  τα  στοιχεία  του  Σ

ικανοποιούν  την  εξής  σχέση  ισότητας:  [χ0,χ1,χ2]=[y0,y1,y2]  αν  και  μόνο  αν  υπάρχει  πραγματικός
αριθμός λ0, ώστε χκ=λyκ για κ=0,1,2. Αυτό φυσικά είναι το γνωστό μας επίπεδο Ρ2.
Μετασχηματισμό ενός συνόλου Σ, ονομάζουμε μια 1-1 και επί αντιστοιχία του Σ στον εαυτό του.
Δηλαδή ένας μετασχηματισμός του Σ, είναι μια συνάρτηση F : Σ→Σ , όπου F συνάρτηση 1-1 και
επί. Στην περίπτωση του προβολικού επιπέδου, η F ορίζεται μέσω μιας αντιστοιχίας που στο σημείο
[χ0,χ1,χ2]  αντιστοιχεί το σημείο [χ0',χ1',χ2'] μέσω των παρακάτω σχέσεων:

χ0 '=α11 χ 0+α12 χ1+α13 χ2

χ1 '=α21 χ 0+α22 χ1+α23 χ2

χ2 '=α31 χ 0+α32 χ1+α33 χ2

  (9.1)

Αυτές τις σχέσεις είναι προτιμότερο να τις γράψουμε με μορφή πινάκων.  Αν λοιπόν θέσουμε

Χ=[
χ0

χ1

χ2
]  , Χ '=[

χ0 '
χ1 '
χ2 ' ] και Α=[

α 11

α 21

α 31

α 12

α 22

α 32

α 13

α 23

α 33
]

οι εξισώσεις (9.1) μπορούν να πάρουν την απλή μορφή Χ'=ΑΧ. Υποθέτουμε επίσης ότι η ορίζουσα του
πίνακα Α είναι μη μηδενική. Συνοψίζοντας λοιπόν, ένας μετασχηματισμός του προβολικού επιπέδου Ρ2

ορίζεται μέσω της εξίσωσης πινάκων Χ'=ΑΧ με det(A)0  (9.2).

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Τι εννοείτε όταν λέτε ότι το σύνολο όλων αυτών των μετασχηματισμών είναι μια
ομάδα;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Δεν διδαχτήκατε καθόλου αλγεβρικές δομές;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Πάνε πολλά χρόνια που ούτε οι αλγεβρικές δομές διδάσκονται στη μέση εκπαίδευση.
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Τελικά μόνο διαφορικό λογισμό διδάσκονται οι μαθητές του Λυκείου;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Και λίγο ολοκληρωτικό λογισμό. Σε μια μελλοντική αναδόμηση των αναλυτικών
προγραμμάτων, θεωρώ απαραίτητη την προσθήκη ύλης βασικής γραμμικής άλγεβρας.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αν και δεν είμαι της άποψης ότι η προσθήκη ύλης αποτελεί απαραίτητη προϋπόθεση
για την αναβάθμιση της εκπαίδευσης, από αυτά που βλέπω καταλήγω στο συμπέρασμα ότι στο λύκειο
έχουν κουτσουρέψει και συρρικνώσει επικίνδυνα την διδακτέα ύλη. Εγώ τον ορισμό της ομάδας τον
θυμάμαι από τα μαθητικά μου χρόνια. 

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Ο ορισμός είναι απλός αλλά οι προεκτάσεις του που στην κυριολεξία διαπερνούν όλο το
φάσμα των μαθηματικών, δεν είναι εύκολο να γίνουν αντιληπτές και κατανοητές, παρά μόνο μετά από
μακροχρόνια ενασχόληση με το θέμα.   

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Πείτε μας επιτέλους τι είναι μια ομάδα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ομάδα είναι ένα σύνολο Γ εφοδιασμένο με μια εσωτερική πράξη * για την οποία
ισχύουν τα παρακάτω:
1. Η πράξη είναι προσεταιριστική δηλαδή α*(β*γ)=(α*β)*γ , ∀α ,β , γ∈Γ
2. Υπάρχει ένα στοιχείο θ, που το λέμε ουδέτερο στοιχείο τέτοιο ώστε α*θ=θ*α=α , ∀α∈Γ
3. Για κάθε αΓ υπάρχει ένα στοιχείο α-1 ώστε α*α-1=α-1*α=θ. Το α-1 το ονομάζουμε αντίστροφο του α.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:   Αυτές  οι  ιδιότητες  ικανοποιούνται  στο  σύνολο  R-{0}  με  πράξη τον  γνωστό  μας
πολλαπλασιασμό.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Άρα μπορείτε να λέτε ότι η δομή (R*,·) είναι μια ομάδα. Μάλιστα η ομάδα αυτή είναι
και αντιμεταθετική γιατί αβ=βα για όλους τους μη μηδενικούς πραγματικούς αριθμούς.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Τότε και η δομή (R,+) είναι επίσης μια αντιμεταθετική ομάδα. Στην περίπτωση αυτή το
αντίστροφο όπως το είπατε στοιχείο του α, είναι ο αντίθετος αριθμός του α.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Το σύνολο των διανυσμάτων του επιπέδου με πράξη το άθροισμα διανυσμάτων είναι
επίσης μια αντιμεταθετική ομάδα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αν θεωρήσετε το σύνολο όλων των συναρτήσεων f : Σ→Σ που είναι 1-1 και επί και
ως πράξη μεταξύ δυο συναρτήσεων ορίσετε την πράξη της σύνθεσης συναρτήσεων, τότε προκύπτει και
πάλι  μια  δομή  ομάδας,  η  οποία  όμως  δεν  είναι  αντιμεταθετική  αφού  f ∘g≠g∘ f .  Το  ουδέτερο
στοιχείο είναι η ταυτοτική απεικόνιση, Ι που ορίζεται από την Ι(χ)=χ ∀ χ∈Σ , ενώ το αντίστροφο
στοιχείο  της  συνάρτησης  f  είναι  η  αντίστροφη  συνάρτηση  f-1  αφού  ως  γνωστόν
(f ∘ f−1

)( χ )=(f −1
∘f )( χ )= χ ∀ χ∈Σ .

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Όπως βλέπετε πολλές οικείες αλγεβρικές δομές που ήδη γνωρίζετε, έχουν τη δομή της
ομάδας. Οι ομάδες είναι σπουδαίο αντικείμενο μελέτης στα μαθηματικά, γιατί αυτές σχετίζονται με τις
συμμετρίες που έχουν τα διάφορα μαθηματικά αντικείμενα. Θα προσπαθήσω να σας τα εξηγήσω όλα
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αυτά, μέσα από το θέμα που μας απασχολεί.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Εμάς μας ενδιαφέρει το προβολικό επίπεδο Ρ2. Οι σχέσεις (9.2) ορίζουν ένα σύνολο
μετασχηματισμών του Ρ2 και σύμφωνα με τα παραπάνω, αυτό το σύνολο έχει τη δομή ομάδας. Αυτή
την ομάδα θα την αποκαλούμε στο εξής ομάδα των προβολικών μετασχηματισμών του επιπέδου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Τα βασικά αντικείμενα του προβολικού επιπέδου είναι τα σημεία και οι ευθείες. Οι
προβολικοί μετασχηματισμοί αντιστοιχίζουν βέβαια σημεία του Ρ2 σε σημεία του Ρ2. Τι γίνεται όμως
με  τις  ευθείες;  Είναι  πολύ  εύκολο  να  δούμε  ότι  μια  ευθεία  ε  του  Ρ2 απεικονίζεται  μέσω  ενός
προβολικού  μετασχηματισμού,  επίσης  σε  ευθεία  ε΄.  Αυτή  η  ιδιότητα  των  προβολικών
μετασχηματισμών είναι πολύ βασική. Σύμφωνα με αυτήν, τρία συνευθειακά σημεία, απεικονίζονται
επίσης σε συνευθειακά σημεία. Έτσι για παράδειγμα, όπως και στην περίπτωση του θεωρήματος του
Πάππου, αν θέλουμε να δείξουμε ότι τρία σημεία είναι συνευθειακά, αρκεί να δείξουμε ότι οι εικόνες
αυτών των σημείων μέσω κατάλληλου προβολικού μετασχηματισμού, είναι  συνευθειακά σημεία. Θα
επανέλθουμε αργότερα στο θέμα αυτό.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δεν είναι ώρα για ένα παράδειγμα;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ας θεωρήσουμε τον προβολικό μετασχηματισμό που ορίζεται από τον πίνακα 

Α=[
−1
1
1

1
−1
1

1
1
−1] . Για την εικόνα  Χ '=[

χ0 '
χ1 '
χ2 ' ] του σημείου Χ=[

χ0

χ1

χ2
] θα ισχύουν οι εξισώσεις

χ0 '=− χ0+ χ 1+ χ 2

χ1 '= χ0− χ1+ χ2

χ2 '= χ0+ χ 1− χ2

(9.3)

Ποια είναι η εικόνα του σημείου Σ=[1,2,3];

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Εφαρμόζουμε τους τύπους (9.3) και βρίσκουμε ότι το σημείο Σ=[1,2,3] απεικονίζεται
στο σημείο Σ'= [4,2,0]=[2,1,0].

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ποια είναι η εικόνα του σημείου Α=[1,1,1]; 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Είναι το σημείο Α'=[1,1,1] δηλαδή ταυτίζεται με το αρχικό σημείο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3: Ακριβώς. Σημεία σαν το Α που οι εικόνες τους ταυτίζονται με τα αρχικά σημεία, από
τη  δράση  ενός  μετασχηματισμού,  καλούνται  αναλλοίωτα  σημεία  του  μετασχηματισμού.  Κάθε
προβολικός μετασχηματισμός έχει τουλάχιστον ένα αναλλοίωτο σημείο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Πως θα μπορούσαμε να εντοπίσουμε, αν υπάρχουν κι άλλα τέτοια αναλλοίωτα σημεία;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Το σημείο [χ0,χ1,χ2] είναι αναλλοίωτο σημείο του μετασχηματισμού F, αν και μόνο αν
F([χ0,χ1,χ2])=[χ0,χ1,χ2]. Άρα θα πρέπει να υπάρχει μη μηδενικός αριθμός λ, έτσι ώστε χ0'=λχ0, χ1'=λχ1,
χ2'=λχ2. Αντικαθιστώντας αυτές τις τιμές στην εξίσωση (9.2) προκύπτει ένα 3Χ3 ομογενές σύστημα για
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το οποίο αναζητούμε μη μηδενικές λύσεις. Το σύστημα αυτό έχει την εξής μορφή:
(α 11−λ) χ0+α12 χ 1+α13 χ 2=0
α 21 χ0+(α 22−λ) χ 1+α23 χ2=0
α 31 χ0+α32 χ 1+(α 33−λ) χ2=0

  (9.5)

Από την γραμμική άλγεβρα ξέρουμε ότι ένα τέτοιο σύστημα έχει μη μηδενικές λύσεις, ακριβώς όταν η

ορίζουσά του ισούται με μηδέν, δηλαδή όταν |
α 11− λ

α 21

α 31

α12

α22− λ
α32

α13

α23

α33− λ|=0   (9.6)

Την  εξίσωση (9.6)  την  λέμε  εξίσωση ιδιοτιμών  του  πίνακα  Α.  Όταν  αναπτύξουμε  την  παραπάνω
ορίζουσα, προκύπτει γενικά ένα τριτοβάθμιο πολυώνυμο.  Επειδή μια εξίσωση τρίτου βαθμού,  έχει
τουλάχιστον μια πραγματική ρίζα, προκύπτει ότι κάθε προβολικός μετασχηματισμός του Ρ2 έχει ένα
τουλάχιστον αναλλοίωτο σημείο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Έτσι στο παράδειγμα που μελετάμε θα έχουμε την εξίσωση

|
−1−λ

1
1

1
−1−λ

1

1
1

−1− λ|=0   (9.7). 

Υπολογίζοντας την ορίζουσα βρίσκουμε (1-λ)(2+λ)2=0. Άρα λ=1 ή λ=-2.
Θέτουμε τώρα λ=1 στο σύστημα (9.5)
−2 χ0+ χ 1+ χ 2=0
χ 0−2 χ1+ χ2=0
χ 0+ χ1−2 χ2=0

  (9.8)

Λύνοντας το σύστημα (9.8) βρίσκουμε [χ0,χ1,χ2]=[α,α,α]=[1,1,1] και βρήκαμε το ένα σταθερό σημείο 
το οποίο είχαμε εντοπίσει και παραπάνω.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Θέτουμε λ=-2 στο σύστημα (9.5) και έχουμε
χ0+ χ1+ χ2=0
χ0+ χ1+ χ2=0
χ0+ χ1+ χ2=0

  (9.9)

Δηλαδή το σύστημα συρρικνώνεται σε μια μόνο εξίσωση. Άρα οι λύσεις θα εξαρτώνται από δυο 
παραμέτρους, ορίζοντας έναν διδιάστατο υποχώρο του R3. 
Γράφοντας (χ0,χ1,χ2)=(χ0,0,-χ0)+(0,χ1,-χ1)=χ0(1,0,-1)+χ1(0,1,-1), βρίσκουμε άλλα δυο αναλλοίωτα 
σημεία, τα [1,0,-1] και [0,1,-1].

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Αφού η εξίσωση (9.6) είναι τριτοβάθμια θα πρέπει να υπάρχουν το πολύ τρία 
αναλλοίωτα σημεία του προβολικού μετασχηματισμού.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Προσοχή! Αυτό δεν είναι σωστό. Ένας μετασχηματισμός μπορεί να έχει ακόμα και 
άπειρο πλήθος σταθερών σημείων.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Μα πως είναι δυνατόν αυτό;
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Η εξίσωση (9.6) μας δίνει τις ιδιοτιμές του πίνακα. Τα αναλλοίωτα σημεία όμως 
αντιστοιχούν σε ιδιοδιανύσματα του πίνακα. Στην περίπτωση της ιδιοτιμής λ=1 τα αντίστοιχα 
ιδιοδιανύσματα ανήκουν σε έναν μονοδιάστατο διανυσματικό υποχώρο του R3. Αυτό σημαίνει ότι δυο 
ιδιοδιανύσματα αυτού του υποχώρου θα είναι γραμμικώς εξαρτημένα και άρα από την άποψη της 
προβολικής γεωμετρίας τα αντίστοιχα σημεία του Ρ2 θα ταυτίζονται. Δηλαδή στην ιδιοτιμή λ=1 
αντιστοιχεί μόνο ένα αναλλοίωτο σημείο. Ο υποχώρος όμως των ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχούν 
στην ιδιοτιμή λ=-2, είναι διδιάστατος. Αυτό σημαίνει ότι όλα τα διανύσματα αυτού του υποχώρου θα 
αντιστοιχούν σε αναλλοίωτα σημεία του Ρ2. Με άλλα λόγια στην ιδιοτιμή λ=-2 αντιστοιχούν άπειρα 
αναλλοίωτα σημεία του μετασχηματισμού.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Στην πραγματικότητα η εξίσωση χ0+χ1+χ2=0 είναι η εξίσωση της ευθείας που ορίζουν τα 
σημεία [1,0,-1] και [0,1,-1]. Πράγματι εφαρμόστε τον τύπο (8.1) ή υπολογίστε το αντιπροσωπευτικό 
διάνυσμα [1,0,-1] Χ [0,1,-1] της ευθείας. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Οι υπολογισμοί δεν είναι δύσκολοι αλλά είναι ρουτινιάρικοι. 

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Για αυτό το λόγο μπορείτε να κάνετε χρήση κάποιου λογισμικού για να μην 

ταλαιπωρείστε άσκοπα. Σας είχα δείξει το mathematica, το οποίο όμως δεν είναι ελεύθερο λογισμικό. 
Ένα αντίστοιχο και ελεύθερο λογισμικό είναι το Maxima. Κοιτάξτε πόσο εύκολα μας δίνει όλους τους 
προηγούμενους υπολογισμούς.
Με την πρώτη εντολή εισάγουμε τον πίνακα Α ορίζοντας τα διανύσματα των γραμμών του.
Με την δεύτερη εντολή ζητούμε να υπολογίσει τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα. Τα ιδιοδιανύσματα είναι
ουσιαστικά οι λύσεις του συστήματος (9.5). Από την απάντηση που μας επιστρέφει ο υπολογιστής
πληροφορούμαστε ότι οι ιδιοτιμές του πίνακα είναι λ=1 και λ=-2 με πολλαπλότητα ριζών 1 και 2
αντίστοιχα.  Θυμηθείτε  ότι  η  εξίσωση  που  είχαμε  να  λύσουμε  ήταν  η   (1-λ)(2+λ)2=0.  Τέλος  το
αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα της τιμής λ=1 είναι το [1,1,1], ενώ τα ιδιοδιανύσματα της τιμής λ=-2 είναι τα
[1,0,-1] και [0,1,-1].

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Αν θέλετε να υπολογίσετε το εξωτερικό γινόμενο διανυσμάτων στο Maxima, δώστε τις
παρακάτω εντολές:
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Με την πρώτη εντολή το λογισμικό “φορτώνει” τη βιβλιοθήκη του διανυσματικού λογισμού και με την
δεύτερη εκφράζει το εξωτερικό γινόμενο των δυο διανυσμάτων. Η πράξη του εξωτερικού γινομένου
δηλώνεται με το σύμβολο “~” μεταξύ των διανυσμάτων.
Αυτό  που  είχα  ξεκινήσει  να  λέω  αρχικά  για  την  ευθεία  ε:  χ0+χ1+χ2=0  είναι  ότι  αυτή  παραμένει
αναλλοίωτη και μάλιστα σημείο προς σημείο από τη δράση του μετασχηματισμού.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δηλαδή;

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Αν πάρουμε τυχαίο σημείο Μ της (ε) τότε Μ=[-χ1-χ2,χ1,χ2]. Ας βρούμε τώρα την εικόνα
F(Μ) του σημείου Μ. Με τον συμβολισμό πινάκων που έχουμε εισάγει θα είναι F(Μ)=Α ·ΜΤ.. Έτσι

βρίσκουμε F(M)= [
−χ0+ χ 1+ χ 2

χ0− χ1+ χ2

χ0+ χ1− χ2
] = [

2 ( χ1+ χ2)

−2 χ1

−2 χ2
] = −2 [

−( χ1+ χ2)

χ1

χ2
] . Επομένως βλέπουμε ότι 

F(Μ)=Μ. Όλα τα σημεία της ευθείας (ε)  παραμένουν αναλλοίωτα και φυσικά και η ίδια η ευθεία
παραμένει αναλλοίωτη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Εικάζω ότι  κάτι  αντίστοιχο  θα  ισχύει  και  την  ευθεία  που ορίζει  άλλο  ένα  ζεύγος
αναλλοίωτων σημείων του μετασχηματισμού.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δεν έχουμε παρά να το ελέγξουμε. Ας βρούμε την εξίσωση της ευθείας που ορίζουν τα
σημεία  [1,1,1]  και  [0,1,-1].  Κάνουμε  χρήση  του  λογισμικού  για  τον  υπολογισμό  του  εξωτερικού
γινομένου:

Η εξίσωση της εν λόγω ευθείας θα είναι: (η): -2χ0+χ1+χ2=0. Το τυχαίο σημείο Ν αυτής της ευθείας θα

έχει συντεταγμένες (τις γράφω κατακόρυφα) :N= [
( χ1+ χ2)

2
χ1

χ2
] .  Θα υπολογίσουμε την εικόνα F(Ν).
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Δεν μπορούμε να το κάνουμε κι αυτό με το λογισμικό;

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Βεβαίως και μπορούμε.
Πρώτα εισάγουμε τους πίνακες:

και στη συνέχεια υπολογίζουμε το γινόμενό τους:

Με τη δεύτερη εντολή, ζητούμε να απλοποιηθεί η
έκφραση του γινομένου Α·Ν.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Η δεύτερη και η τρίτη συνιστώσα της εικόνας δεν ταυτίζεται γενικά με τις αντίστοιχες
συνιστώσες του Ν. Άρα ένα τυχαίο σημείο της ευθείας (η) δεν μένει αναλλοίωτο όπως συνέβαινε με
την ευθεία (ε).

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Η ευθεία (η) δεν είναι αναλλοίωτη σημείο προς σημείο, ωστόσο μπορείτε να δείτε ότι
ως ολόκληρη ευθεία παραμένει αναλλοίωτη, δηλαδή οι συντεταγμένες της εικόνας F(Ν) ικανοποιούν
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την εξίσωση της (η).

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Υπάρχουν κι άλλες ευθείες που μένουν αναλλοίωτες από τον μετασχηματισμό;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  3:   Κάθε  προβολικός  μετασχηματισμός  του  Ρ2,  αφήνει  μια  τουλάχιστον  ευθεία
αναλλοίωτη, αλλά ενδέχεται να αφήνει ακόμη και άπειρες ευθείες αναλλοίωτες. Αυτό συμβαίνει και
στο παράδειγμά μας. Αν ονομάσουμε Α=[1,1,1], Β=[1,0,-1] και Γ=[0,1,-1], τότε είδαμε ότι τα Α,Β,Γ
είναι αναλλοίωτα σημεία, η ευθεία ΒΓ είναι αναλλοίωτη σημείο προς σημείο, ενώ οι ευθείες ΑΒ και
ΑΓ είναι αναλλοίωτες όχι όμως σημείο προς σημείο. Μπορούμε να δούμε επίσης ότι και κάθε ευθεία
που διέρχεται από το Α παραμένει αναλλοίωτη από τον μετασχηματισμό F.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Νομίζω ότι μπορώ να το αποδείξω αυτό και μόνος μου. Μια ευθεία που διέρχεται από 
το Α θα έχει εξίσωση Α0 χ0+Α1 χ1+Α2 χ 2=0 με Α0

2
+Α1

2
+Α2

2
≠0. Αφού αυτή διέρχεται από το Α θα 

πρέπει Α0+Α1+Α2=0 συνεπώς η εξίσωση της ευθείας γίνεται

Α0 χ0+Α1 χ1−(Α1+Α0) χ 2=0 με Α0
2+Α1

2≠0. Το σημείο [
χ 0

χ1

χ2
]  της ευθείας μετασχηματίζεται στο

[
−χ0+ χ 1+ χ 2

χ0− χ1+ χ2

χ0+ χ1− χ2
] . Παρατηρούμε τώρα ότι

Α0(− χ0+ χ1+ χ 2)+Α1( χ 0− χ1+ χ2)−(Α1+Α0)( χ0+ χ1− χ 2)=−2(Α0 χ0+Α1 χ1−(Α1+Α2) χ 2)=0 . Άρα
η ευθεία είναι αναλλοίωτη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Έχω παρατηρήσει ότι στη διαδικασία επαλήθευσης του αναλλοίωτου μιας ευθείας,
εμφανίζεται πάντοτε στο τέλος των πράξεων ο παράγοντας -2 και ακολουθεί η εξίσωση της ευθείας.
Δεδομένου ότι το -2 ήταν μια από τις ιδιοτιμές που είχαμε υπολογίσει, είναι τυχαίο αυτό το γεγονός;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Σωστή παρατήρηση. Δεν είναι καθόλου τυχαίο το γεγονός. Για να είναι αναλλοίωτη η
ευθεία  με  εξίσωση  Α0 ' χ0 '+Α1 ' χ1 '+Α2 ' χ2 '=0 και Α0 '2+Α1 '2+Α2 '2≠0 θα  πρέπει  όταν
αντικαταστήσουμε τα χ0',χ1',χ2' με βάση τους τύπους (9.1), οι συντελεστές Α0,Α1,Α2 της προκύπτουσας
εξίσωσης ευθείας να ικανοποιούν τις συνθήκες Α0=κΑ0', Α1=κΑ1', Α2=κΑ2' για κάποιο κ0. Αυτό μας
οδηγεί σε ένα ομογενές 3Χ3 σύστημα με αγνώστους Α0',Α1',Α2' και πίνακα τον

|
α 11−κ

α 12

α 13

α 21

α 22−κ
α 23

α31

α32

α33−κ| που  προκύπτει  από  τον  ανάστροφο  του  πίνακα  Α.  Θα  πρέπει  συνεπώς  η

ορίζουσα αυτού του πίνακα να ισούται με μηδέν, και καταλήγουμε στην εξίσωση

|
α 11−κ

α 12

α 13

α 21

α 22−κ
α 23

α31

α32

α33−κ|=0  (9.10). Τώρα αναπτύσσοντας την ορίζουσα είναι πολύ εύκολο να δούμε

ότι η εξίσωση (9.10) είναι ταυτόσημη με την (9.6). Έτσι και στην περίπτωση του παραδείγματός μας
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θα είναι κ=1 ή κ=-2 και η αναζήτηση των αναλλοίωτων ευθειών μοιάζει πάρα πολύ με τη διαδικασία
που ακολουθήσαμε για την αναζήτηση των αναλλοίωτων σημείων. 
 Όταν για έναν μετασχηματισμό υπάρχει ένα σημείο Α για το οποίο όλες οι ευθείες που διέρχονται από
το Α παραμένουν αναλλοίωτες, τότε το Α θα το ονομάζουμε  κέντρο του μετασχηματισμού. Επίσης
όταν  υπάρχει  ευθεία  που  παραμένει  αναλλοίωτη  σημείο  προς  σημείο,  την  ευθεία  αυτή  θα  την
ονομάζουμε άξονα του μετασχηματισμού.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Έχουν όλοι οι προβολικοί μετασχηματισμοί κέντρο και άξονα;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Όχι αυτό δεν γίνεται πάντοτε. Το βέβαιο όμως είναι ότι αν υπάρχει κέντρο τότε θα
υπάρχει και άξονας, όπως επίσης αν υπάρχει άξονας τότε θα υπάρχει και κέντρο. Μάλιστα το κέντρο
και ο άξονας όταν υπάρχουν είναι και μοναδικά. Δεν μπορεί δηλαδή να υπάρχουν δυο κέντρα ή δυο
άξονες για έναν προβολικό μετασχηματισμό.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Προφανώς κάτι χρήσιμο θα έχουν οι μετασχηματισμοί με κέντρο και άξονα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αν γνωρίζουμε το κέντρο και τον άξονα ενός μετασχηματισμού, καθώς και την εικόνα
ενός σημείου του επιπέδου, τότε μπορούμε να περιγράψουμε τον μετασχηματισμό με τρόπο “γραφικό”
φέρνοντας ευθείες και βρίσκοντας τα σημεία τομής τους. Για παράδειγμα αν Α είναι το κέντρο και (ε) ο
άξονας ενός μετασχηματισμού Φ και θέλουμε να βρούμε την εικόνα ενός σημείου Σ, εργαζόμαστε ως
εξής:
Ας είναι ΦΔ  η εικόνα του σημείου που θεωρείται γνωστή.
Αν το Σ δεν ανήκει στην ευθεία ΑΔ
Βρίσκουμε την τομή Ε της ΣΔ με την (ε) και στη συνέχεια την τομή ΦΣ των ευθειών ΕΦΔ και ΑΣ και
αυτή είναι η εικόνα του Σ. 
Δηλαδή
ΦΣ=((ΔΣ)  ε ΦΔ  Α Σ

 
 

Σχήμα 28
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Αν το Σ ανήκει στην ευθεία ΑΔ
Θεωρούμε ένα σημείο Ε που δεν ανήκει στην ΑΔ.
Βρίσκουμε την εικόνα ΦΕ του Ε όπως στο πρώτο βήμα.
Βρίσκουμε την τομή Η της ΕΣ με την (ε).
Βρίσκουμε την τομή της ΗΦΕ με την ΑΣ και αυτή είναι
η εικόνα ΦΣ του σημείου Σ.

                                                                         
                                                                                                                            Σχήμα 29

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Η παραπάνω κατασκευή δείχνει ότι μπορεί να υπάρχουν πολλοί  μετασχηματισμοί με
το ίδιο κέντρο και τον ίδιο άξονα, αφού οι εικόνες όλων καθορίζονται γενικά από την επιλογή του
σημείου Δ.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αυτό είναι αλήθεια. Το σύνολο όλων των μετασχηματισμών που έχουν το ίδιο κέντρο
Α και τον ίδιο άξονα (ε), συγκροτεί μια υποομάδα της ομάδας όλων των μετασχηματισμών, την οποία
συμβολίζουμε με L(A,ε). Οι προβολικού μετασχηματισμοί, επειδή απεικονίζουν συγγραμμικά σημεία
σε συγγραμμικά σημεία, συχνά καλούνται και συγγραμμικότητες του επιπέδου. (collineations)
Μια συγγραμμικότητα Τ που ανήκει στην ομάδα L(Α,ε) λέγεται ομολογία (homology) αν Α∉(ε)
ενώ καλείται  έπαρση (elation) αν  Α∈(ε) . Τα σύνολα αυτά με πράξη την σύνθεση απεικονίσεων
αποτελούν επίσης ομάδες. Την ομάδα των ομολογιών με κέντρο Α και άξονα (ε) την συμβολίζουμε με
H(A,ε), ενώ την ομάδα των επάρσεων με κέντρο Α και άξονα (ε), την συμβολίζουμε με Ε(Α,ε) και η
μελέτη τους είναι βασική στην προβολική γεωμετρία.  

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Στο αρχικό μας παράδειγμα το κέντρο είναι το Α=[1,1,1] ενώ ο άξονας όπως είδαμε
ορίζεται από τα σημεία Β=[1,0,-1] και Γ=[0,1,1]. Θα μπορούσαμε να τα σχεδιάσουμε τα στοιχεία αυτά
σε ένα Καρτεσιανό επίπεδο;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Αρκεί να εφαρμόσουμε τους τύπους χ1=
ξ1

ξ0

, χ2=
ξ2

ξ0

που συνδέουν τις ομογενείς

με  τις  Καρτεσιανές  συντεταγμένες.  Το  σημείο  Α  θα  έχει  συντεταγμένες  Α(1,1),  το  Β  θα  έχει
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συντεταγμένες Β(0,-1). Το σημείο Γ όμως είναι κατ' εκδοχήν σημείο. Αυτό θα καθορίζεται από τις
ευθείες που έχουν κλίση -1. Έτσι η ευθεία ΒΓ που είναι ο άξονας του μετασχηματισμού θα είναι η
ευθεία που διέρχεται από το Β και έχει κλίση -1.

Σχήμα 30

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Όταν το κοινό σημείο δυο ευθειών είναι το επ' άπειρον σημείο του επιπέδου, οι ευθείες
είναι απλά παράλληλες στο Ευκλείδειο επίπεδο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Είδαμε ότι ένας προβολικός μετασχηματισμός στο επίπεδο Ρ2 είναι καθορισμένος, όταν
γνωρίζουμε τον 3χ3 πίνακά του. Υπάρχει άλλος τρόπος να οριστεί ο μετασχηματισμός;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  3:    Αν  Α,Β,Γ,Δ είναι  τέσσερα  σημεία  του  επιπέδου  τα  οποία  ανά  τρία  δεν  είναι
συνευθειακά,  και  Α',Β'Γ',Δ'  είναι  επίσης  τέσσερα  σημεία  του  επιπέδου  που  ανά  τρία  δεν  είναι
συνευθειακά,  τότε  υπάρχει  ένας  και  μοναδικός  προβολικός  μετασχηματισμός,  που  απεικονίζει  τα
Α,Β,Γ,Δ στα σημεία Α',Β',Γ',Δ' αντίστοιχα.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Για να δώσουμε ένα παράδειγμα ενός  τέτοιου προσδιορισμού,  θεωρούμε τα σημεία
Α=[1,2,3], Β=[1,1,1], Γ=[-1,2,0],  Δ=[1,0,1] και θέλουμε να προσδιορίσουμε τον μετασχηματισμό που
αντιστοιχεί τα Α,Β,Γ,Δ στα Α'=[1,1,-2], Β'=[1,-1,1], Γ'=[-1,2,3] και Δ'=[2,1,1] αντίστοιχα. Θα κάνουμε
ένα ενδιαφέρον τέχνασμα για να απλοποιήσουμε λίγο τις πράξεις. Θα μπορούσαμε βέβαια να λύσουμε
το πρόβλημα κατευθείαν με χρήση λογισμικού, αλλά θα ήθελα να γνωρίσετε αυτό το τέχνασμα. Θα
επιλέξουμε  αρχικά  τέσσερα  βασικά  σημεία  με  τις  απλούστερες  συντεταγμένες  τα  Α0=[1,0,0],
Α1=[0,1,0], Α2=[[0,0,1] και Α3=[1,1,1].

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Αυτά  είναι  ακριβώς  η  θεμελιώδης  τετράδα,  ενός  προβολικού  συστήματος
συντεταγμένων.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Ακριβώς. Θα αναζητήσουμε πρώτα τον μετασχηματισμό Τ που την θεμελιώδη τετράδα
την αντιστοιχεί στην τετράδα Α,Β,Γ,Δ. Αν υποθέσουμε ότι ο Τ ορίζεται από τον πίνακα
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Τ=[
α11

α 21

α 31

α 12

α 22

α 32

α 13

α 23

α 33
] τότε αφού Τ(Α0)=Α θα πρέπει [

α11

α21

α31
] = [

1
2
3 ] και συνεπώς για τα προβολικά σημεία

θα πρέπει να υπάρχει μη μηδενικός πραγματικός αριθμός λ, τέτοιος ώστε

[
α11

α21

α31
] =λ [

1
2
3 ] = [

λ
2λ
3 λ ] . 

Παρόμοια από την συνθήκη Τ(Α1)=Β, βρίσκουμε [
α12

α22

α32
] =κ [

1
1
1] = [

κ
κ
κ ] , κ≠0

και από την συνθήκη Τ(Α2)=Γ, προκύπτει [
α13

α23

α33
] =μ [

1
2
0] = [

μ
2 μ
0 ] , μ≠0

Από την συνθήκη Τ(Α3)=Δ, προκύπτει το σύστημα 
λ+κ+μ=ρ

2 λ+κ+2μ=0
3 λ+κ=ρ

, ρ≠0

Με το Maxima η επίλυση γίνεται πολύ εύκολα με την εντολή linsolve:

Θα πρέπει να θυμόσαστε ότι οι μεταβλητές στο Maxima οφείλουν να είναι γραμμένες στα αγγλικά. 

Βρίσκουμε λοιπόν λ=
−ρ
3

, κ=2 ρ , μ=
−2ρ

3
, ρ≠0.  Ο πίνακας επομένως της απεικόνισης Τ είναι

T=ρ [−1/3 2 −2/3
−2/3 2 −4/3
−1 2 0 ] . Επειδή πίνακες που ο ένας προκύπτει από τον άλλο με πολλαπλασιασμό

μιας μη μηδενικής σταθερής, παριστάνουν τον ίδιο μετασχηματισμό, μπορούμε να πούμε ότι ο πίνακας

του μετασχηματισμού είναι είναι ο T=[−1 6 −2
−2 6 −4
−3 6 0 ] .

Θα ακολουθήσουμε τώρα την ίδια διαδικασία για να βρούμε τον προβολικό μετασχηματισμό που στην
τετράδα  Α0,Α1,Α2,Α3 αντιστοιχίζει  την  τετράδα  Α',Β',Γ',Δ'.  Δεν  ξεχνάμε  ότι  αυτές  οι  τετράδες
αποτελούνται από σημεία που ανά τρία δεν είναι συνευθειακά. Αυτή η απαίτηση είναι που εξασφαλίζει
την ύπαρξη  λύσεων (και μάλιστα μη μηδενικών) στα εμπλεκόμενα συστήματα. Αν ονομάσουμε Μ τον
πίνακα του μετασχηματισμού που αναζητάμε, σύμφωνα με την παραπάνω μεθοδολογία θα έχουμε

72



Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

Μ=[ λ κ −μ
λ −κ 2μ

−2 λ κ 3 μ ] , λ , κ , μ≠0 . Η συνθήκη Μ(Α3)=Δ', μας οδηγεί στο γραμμικό σύστημα

λ+κ−μ=2ρ
λ−κ+2 μ=ρ
−2 λ+κ+3 μ=ρ

, ρ≠0 . Και πάλι για να μην καθυστερούμε με χρήση του λογισμικού έχουμε

Ο πίνακας της απεικόνισης θα είναι Μ=ρ [
13
11

16
11

−
7
11

13
11

−
16
11

14
11

−
26
11

16
11

21
11
] , ρ≠0 . Επιλέγοντας ρ=11 ο πίνακας

μπορεί να πάρει την απλούστερη μορφή Μ=[ 13 16 −7
13 −16 14
−26 16 21 ] .

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Μέχρι τώρα έχουμε δημιουργήσει δυο μετασχηματισμούς

{A0, A1, A2, A3}→
T
{Α ,Β , Γ , Δ} και {A0, A1, A2, A3}→

Μ
{Α ' ,Β ' ,Γ ' , Δ' } . 

Κάθε προβολικός μετασχηματισμός όπως έχουμε πει είναι απεικόνιση 1-1 και επί. Άρα θα έχει έναν
μοναδικό αντίστροφο. Το καλό είναι ότι ο αντίστροφος για παράδειγμα του Τ είναι ο αντίστροφος
πίνακας του Τ και άρα μπορούμε να τον υπολογίσουμε εύκολα. 
Αντιστρέφοντας τον Τ δημιουργούμε τον μετασχηματισμό Τ-1 , οπότε η σύνθεση των 

 {Α ,Β ,Γ , Δ}→
T−1

{A0, A1, A2, A3} και {A0, A1, A2, A3}→
Μ
{Α ' ,Β ' ,Γ ' , Δ ' }

θα απεικονίζει την τετράδα {Α,Β,Γ,Δ} στην τετράδα {Α',Β',Γ',Δ}. Είναι γνωστό όμως ότι η σύνθεση
των Τ-1 και Μ, ορίζεται από τον πίνακα που ορίζει το γινόμενο των δυο πινάκων Τ-1 και Μ.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Αν και δεν είναι δύσκολο να βρούμε τον αντίστροφο του πίνακα Τ με το “χέρι”, θα
κάνουμε τον υπολογισμό και πάλι με το λογισμικό:

73



Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Ένας πίνακας επομένως που εκφράζει τον αντίστροφο μετασχηματισμό θα είναι ο

T−1
=[4 −2 −2

2 −1 0
1 −2 1 ] .

Το γινόμενο  ΜΤ-1 θα το βρούμε και πάλι με τη βοήθεια του λογισμικού:

M⋅T−1
=[ 77 −28 −33

34 −38 −12
−51 −6 73 ] .

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Είναι πλέον τελείως σαφές ότι αν Α,Β,Γ,Δ είναι τέσσερα σημεία του επιπέδου τα
οποία ανά τρία δεν είναι συνευθειακά, και Α',Β'Γ',Δ' είναι επίσης τέσσερα σημεία του επιπέδου που
ανά τρία δεν είναι συνευθειακά, τότε υπάρχει ένας και μοναδικός προβολικός μετασχηματισμός, που
απεικονίζει τα Α,Β,Γ,Δ στα σημεία Α',Β',Γ',Δ' αντίστοιχα.
 
ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Θυμόσαστε τον ορισμό Γεωμετρίας κατά Κλάιν;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Τον έχω μάθει παπαγαλία: Γεωμετρία είναι η μελέτη των ιδιοτήτων ενός συνόλου Σ
που  παραμένουν  αναλλοίωτες  όταν  τα  στοιχεία  του  Σ  υπόκεινται  στους  μετασχηματισμούς  μιας
ομάδας μετασχηματισμών Γ.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Γενικά λοιπόν οι ιδιότητες που έχουν “γεωμετρική αξία” είναι εκείνες που μένουν
αναλλοίωτες από την δράση μιας βασικής ομάδας ή κάποιων υποομάδων της πάνω στα στοιχεία του
συνόλου Σ. Μια ιδιότητα που μένει αναλλοίωτη από όλους τους προβολικούς μετασχηματισμούς είναι
η ιδιότητα της συγγραμμικότητας.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Το είπαμε και προηγουμένως. Αν τρία σημεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά, τότε και οι
εικόνες τους Τ(α),Τ(Β),Τ(Γ) μέσω του μετασχηματισμού Τ, είναι επίσης συγγραμμικά σημεία.
ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Δεν  μπορούμε να κλείσουμε τη συζήτηση για την  προβολική γεωμετρία,  αν δεν
αναφέρουμε άλλο ένα βασικό αναλλοίωτο αυτής  της γεωμετρίας.  Είναι  ο  διπλός λόγος τεσσάρων
συνευθειακών  σημείων.  Μήπως  έχετε  ακούσει  κάτι  για  αυτόν  στα  πλαίσια  της  Ευκλείδειας
Γεωμετρίας;
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Για τον απλό λόγο, κάτι έχουν ακούσει τα παιδιά, όχι όμως και για τον διπλό λόγο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  3:   Ωραία.  Ας  ξεκινήσουμε  με  τον  απλό  λόγο  τριών  συνευθειακών  σημείων.
Συγκεκριμένα, θεωρούμε τρία σημεία Α,Β,Γ διαφορετικά μεταξύ τους, τα οποία ανήκουν πάνω στην
ίδια ευθεία.

Σχήμα 31

Ορίζουμε ως  απλό λόγο (ΑΒΓ) των σημείων Α,Β,Γ με την σειρά που αναγράφονται, την ποσότητα

(Α ,Β , Γ )=
ΑΓ
ΓΒ

, όπου τα τμήματα ΑΓ, ΓΒ τα θεωρούμε προσανατολισμένα. Αν εφοδιάσουμε την

ευθεία  με  ένα σύστημα συντεταγμένων,  τότε  στα σημεία  αντιστοιχούν κάποιες  συντεταγμένες.  Ας
πούμε  Α(α),  Β(β),  Γ(γ)  όπου  α , β , γ∈ℝ .  Ο  απλός  λόγος  τότε  ορίζεται  μέσω  του  τύπου

(Α ,Β , Γ )=
γ−α
β−γ

 (9.11) 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Για να έχει γεωμετρικό νόημα ο ορισμός (9.11) θα πρέπει το δεύτερο μέλος να είναι
ανεξάρτητο του επιλεγμένου συστήματος συντεταγμένων πάνω στην ευθεία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Πράγματι. Αν αλλάξουμε το σύστημα συντεταγμένων, επιλέγοντας για παράδειγμα
άλλη αρχή και άλλο “μοναδιαίο” διάνυσμα τα σημεία αποκτούν συντεταγμένες Α(α'), Β(β'), Γ(γ') όπου
τα  α',β',γ'  συνδέονται  με  τα  α,β,γ  με  τις  σχέσεις  α'=λα+κ,  β'=λβ+κ,  γ'=λγ+κ  με  κ , λ∈ℝ .  Αν
αντικαταστήσουμε  αυτές  τις  εκφράσεις  στον  τύπο  (9.11)  θα  δούμε  ότι  το  δεύτερο  μέλος  δεν
μεταβάλλεται.  Ωστόσο  ο  απλός  λόγος  τριών  σημείων  δεν  έχει  ενδιαφέρον  για  την  προβολική
γεωμετρία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Γιατί;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Τα μεγέθη που ενδιαφέρουν την προβολική γεωμετρία είναι αυτά που παραμένουν
αναλλοίωτα κάτω από τη δράση των προβολικών μετασχηματισμών. Άρα θα πρέπει να δείξουμε ότι ο
απλός λόγος δεν είναι αναλλοίωτος από τη δράση προβολικών μετασχηματισμών.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3.  Θεωρήστε για παράδειγμα έναν μετασχηματισμό Τ που έχει κέντρο το σημείο Ο.
Ένας τέτοιος μετασχηματισμός, όπως είδαμε αφήνει αναλλοίωτες όλες τις ευθείες που διέρχονται από
το Ο. Θεωρήστε και μια ευθεία ε διαφορετική από τον άξονα του μετασχηματισμού. Όπως ξέρουμε, η
εικόνα Τ(ε) θα είναι επίσης μια ευθεία ε' διαφορετική της ε. Έστω ότι επιπλέον οι (ε )και (ε') δεν είναι
παράλληλες.
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Προσέξτε  ότι  οι  απλοί  λόγοι  (Α,Β,Γ)  και
(Α',Β',Γ') δεν είναι ίσοι μεταξύ τους. 
Το λογισμικό βέβαια υπολόγισε το λόγο των μη
προσανατολισμένων τμημάτων, αλλά ακόμη κι
έτσι το συμπέρασμα παραμένει έγκυρο.

                                                                                                                 Σχήμα 32

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Έτσι αναζητώντας κάτι που να παραμένει αναλλοίωτο φτάνουμε στην έννοια του διπλού
λόγου.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αν Α,Β,Γ,Δ είναι τέσσερα συνευθειακά σημεία για τα οποία υποθέτουμε ότι ΑΔ και 
Β  Γ ορίζουμε ως διπλό λόγο (ΑΒΓΔ) των σημείων με βάση τη σχέση

(Α ,Β , Γ , Δ)=(Α ,Β , Γ ) :(Α ,Β ,Δ )=
ΑΓ
ΓΒ

:
ΑΔ
ΔΒ
=

ΑΓ
ΑΔ
⋅

ΒΔ
ΒΓ

 = 
γ−α
δ−α

⋅
δ−β
γ−β

 (9.11) όπου α,β,γ,δ είναι 

οι συντεταγμένες των Α,Β,Γ,Δ ως προς ένα σύστημα (Καρτεσιανών) συντεταγμένων πάνω στην ευθεία 
που βρίσκονται τα τέσσερα σημεία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ο διπλός λόγος λοιπόν είναι μια αριθμητική αναλλοίωτη ποσότητα της προβολικής
γεωμετρίας.  Δηλαδή  αν  Α,Β,Γ,Δ είναι  τέσσερα  σημεία  όπως  παραπάνω,  Τ είναι  ένας  προβολικός
μετασχηματισμός του επιπέδου, τότε (Α,Β,Γ,Δ)=(Τ(Α),Τ(Β),Τ(Γ),Τ(Δ)).

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Αν  τα  τμήματα  που  εμφανίζονται  στον  παραπάνω  ορισμό  τα  θεωρήσουμε  όχι
προσανατολισμένα  αλλά  ότι  εκφράζουν  το  Ευκλείδειο  μήκος  των  αντίστοιχων  τμημάτων,  τότε
μπορούμε με πολύ εύκολο τρόπο στα πλαίσια των μαθηματικών της σχολικής ύλης, να αποδείξουμε το
αναλλοίωτο του διπλού λόγου στο παρακάτω σχήμα:
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Σχήμα 33

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Όντως  κάτι  τέτοιο  θα  ήταν μια  επαλήθευση του αναλλοίωτου,  στα  πλαίσια  της
Ευκλείδειας γεωμετρίας, όμως επειδή η έννοια του μήκους ενός ευθύγραμμου τμήματος, δεν υφίσταται
στην προβολική γεωμετρία, η απόδειξη θα πρέπει να γίνει με όρους της προβολικής γεωμετρίας.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:   Όπως  είδαμε  οι  Καρτεσιανές  συντεταγμένες  δεν  είναι  και  τόσο  βολικές  για  τους
σκοπούς  της  προβολικής  γεωμετρίας.  Μπορούμε  να  περιγράψουμε  τον  διπλό λόγο με  τη  βοήθεια
ομογενών ή προβολικών συντεταγμένων.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3;  Επειδή βλέπω ότι οι μαθητές μας κουράστηκαν, θα περιγράψω συνοπτικά πως μπορεί
να οριστεί ο διπλός λόγος με τα εργαλεία που μέχρι τώρα έχουμε αναπτύξει. Αν (ε) είναι μια ευθεία του
επιπέδου Ρ2 και Α, Β δυο διακριτά σημεία της, τότε μπορούμε να δούμε ότι υπάρχουν δυο πραγματικοί
αριθμοί λ,μ έτσι ώστε για το τυχαίο σημείο Χ της (ε) να ισχύει : Χ=λ A+μB , λ2

+μ2
≠0 (9.12).

 Αν επομένως θεωρήσουμε τέσσερα σημεία Χ1, Χ2, Χ3, Χ4 της ευθείας (ε) με Χ1  Χ4 και Χ2   Χ3 τότε
θα υπάρχουν αντίστοιχοι πραγματικοί αριθμοί λi, γi έτσι ώστε  Χ i= λi A+μi Β i=1,2,3,4 . Έτσι σε
κάθε Χi αντιστοιχεί  το ζεύγος  των αριθμών (λi,,μi).  Ο διπλός  λόγος (Χ1,Χ2,Χ3,Χ4)  ορίζεται  από τη

σχέση (Χ1,Χ2,Χ3,Χ4) =  
|λ1 μ1

λ3 μ3
|

|λ1 μ1

λ4 μ4
|
⋅
|λ2 μ2

λ4 μ4
|

|λ2 μ2

λ3 μ3
|

(9.13). Στην περίπτωση όπου Χ1=Χ4 ή Χ2=Χ3   ο διπλός

λόγος ορίζεται να έχει τιμή  .

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Εμείς όμως στο προβολικό επίπεδο Ρ2 χρησιμοποιήσαμε τριάδες αριθμών της μορφής
[ξ0,ξ1,ξ2] για την παράσταση των σημείων του. Δεν θα ήταν φυσιολογικότερο ο διπλός λόγος να οριστεί
με όρους τέτοιων τριάδων;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Ο ορισμός μπορεί να δοθεί και με τη χρήση τέτοιων τριάδων. Στην περίπτωση αυτή
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όμως θεωρούμε και ένα σημείο Ο που δεν ανήκει στην ευθεία (ε) και ορίζουμε το διπλό λόγο σύμφωνα

με τον τύπο (Χ1 , Χ2 , Χ3, Χ 4)=
det (O, X1 , X3)

det(O , X1 , X4)
⋅

det (O , X2 , X4)

det(O , X2 , X3)
 (9.14)

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Για να είναι  καλοί  οι  προηγούμενοι  ορισμοί,  θα πρέπει  κάποιος  να αποδείξει  ότι  ο
πρώτος είναι ανεξάρτητος από την επιλογή των σημείων Α,Β της (ε), ενώ ο δεύτερος είναι ανεξάρτητος
από την επιλογή του σημείου Ο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Πράγματι αποδεικνύεται ότι οι παραπάνω ορισμοί είναι ανεξάρτητοι της επιλογής των
σημείων Α,Β ή Ο. Για αυτόν το λόγο στην πράξη όταν χρησιμοποιούμε τον τύπο (9.13) επιλέγουμε ως
Α,Β κάποια από τα τέσσερα σημεία Χi. Τότε η παράσταση (9.13) γίνεται εξαιρετικά απλή και εύχρηστη
στις πράξεις.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:   Μεταθέτοντας τη σειρά των σημείων προκύπτουν διαφορετικές τιμές του διπλού
λόγου. Έτσι δεν είναι;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Υπάρχουν 4!=24 μεταθέσεις των τεσσάρων σημείων. Αποδεικνύεται όμως ότι αυτές
δεν είναι όλες διαφορετικές. Αν  (Χ1 , Χ2 , Χ3 , Χ 4)=λ   τότε όλες οι διαφορετικές τιμές του διπλού

λόγου είναι μόνο οι εξής έξι: λ ,
1
λ

, 1−λ ,
1

1−λ
,

λ−1
λ

,
λ

λ−1
.

Όταν ισχύει (Χ1 , Χ2 , Χ3 , Χ 4)=−1 τότε λέμε ότι τα ζεύγη (Χ1,Χ2) και (Χ3,Χ4) χωρίζονται αρμονικά ή
ότι βρίσκονται σε αρμονική θέση. Το Χ4 ονομάζεται  τέταρτο αρμονικό των Χ1,Χ2,Χ3. Όταν δοθούν
τρία διαφορετικά σημεία  Χ1,Χ2,Χ3 μιας ευθείας, τότε υπάρχει ακριβώς ένα τέταρτο αρμονικό σημείο
αυτών.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Βλέπω ότι οι δυο μαθητές μας έχουν απελπιστεί. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Η σημερινή συνάντηση ήταν πάνω από τις δυνάμεις μας. Αδύνατον να καταλάβουμε
και να αφομοιώσουμε τόσα πράγματα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Παρακολουθώ τόση ώρα που κρατάτε σημειώσεις. Είμαι σίγουρος ότι αν ασχοληθείτε
αργότερα με το θέμα θα ξεκαθαρίσετε τις έννοιες.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Χρειάζεται σίγουρα και κάποια πρακτική εξάσκηση.  Να λύσουμε κάποιες ασκήσεις
για να εξοικειωθούμε με τον συμβολισμό και τις διάφορες τεχνικές που σχετίζονται με το θέμα.

ΦΟΙΤΗΤΗΣ:  Εγώ θα είμαι διαθέσιμος αν θελήσετε κάποια βοήθεια. Το σημαντικότερο απ΄ όλα είναι
το γεγονός ότι είστε πια υποψιασμένοι με το αντικείμενο της προβολικής γεωμετρίας. Αυτό σίγουρα θα
σας βοηθήσει αργότερα όταν θα σπουδάζετε στο πανεπιστήμιο να μη χαθείτε. Από προσωπική πείρα
ξέρω ότι οι περισσότεροι συμφοιτητές μου, αν και πέρασαν τα αντίστοιχα μαθήματα γεωμετρίας, δεν
κατάφεραν, έστω και λίγο, να διεισδύσουν στο σύμπαν της προβολικής γεωμετρίας.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:   Ως  ανταμοιβή  για  την  υπομονή  σας  να  παρακολουθήσετε  την  παρουσίαση  που
επιχειρήσαμε να κάνουμε,  θα σας  δώσω άλλη μια  απόδειξη  του θεωρήματος  του Πάππου με  την
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μέθοδο της προβολικής γεωμετρίας.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αυτό θα ήταν το καλύτερο φινάλε για την σημερινή μας συνάντηση.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3:  Αναφερόμενοι  στο κλασικό σχήμα που ξανασυναντήσαμε, μπορούμε να σκεφτούμε
ως εξής: 

Σχήμα 34

Θεωρούμε έναν προβολικό μετασχηματισμό Τ, ο οποίος στέλνει τα σημεία Κ και Λ σε δυο διαφορετικά
κατ' εκδοχήν σημεία, ενώ αφήνει αμετάβλητα τα σημεία Α1 και Β1.
Τότε η ευθεία ΚΛ μετασχηματίζεται στην κατ' εκδοχήν ευθεία του επιπέδου. Αυτό όμως σημαίνει οι
ευθείες Τ(Α1Β2)  και  Τ(Α2Β1)  θα πρέπει  να είναι  παράλληλες (με την Ευκλείδεια έννοια),  αφού θα
τέμνονται σε κατ' εκδοχήν σημείο. Το ίδιο παράλληλες θα πρέπει να είναι και οι εικόνες των ευθειών
Β1Γ2 και Β2Γ1. Η ευθεία βεβαίως Α1Β1 θα παραμείνει αναλλοίωτη. Έτσι η μετασχηματισμένη μορφή
του σχήματος θα είναι κάπως έτσι:

Σχήμα 35
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Τα τονούμενα γράμματα δηλώνουν τις εικόνες των αντίστοιχων σημείων. Για να αποδείξουμε ότι το
σημείο τομής Ν' των εικόνων των ευθειών Α1Γ2 και Α2Γ1 ανήκει στην κατ' εκδοχήν ευθεία Κ'Λ' αρκεί
να δείξουμε ότι και οι ευθείες  Α1Γ2 και Α2Γ1 είναι παράλληλες.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αυτό το έχουμε αποδείξει ήδη στις πρώτες συναντήσεις μας!

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  3:   Αν  το  αποδείξατε,  ακόμη  καλύτερα.  Μπορούμε  να  πούμε  ότι  αυτή  η  ειδική
περίπτωση, που συχνά καλείται και  Ευκλείδεια μορφή του θεωρήματος του Πάππου,  ιδωμένη στα
πλαίσια της προβολικής γεωμετρίας ισοδυναμεί με την γενική περίπτωση. Οι μαθητές μας βλέπουν το
γιατί;

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Νομίζω πως ναι. Αν αληθεύει το συμπέρασμα για το σχήμα 35, τότε τα σημεία Κ',Λ',Ν'
θα  είναι  συνευθειακά.  Με  εφαρμογή  του  αντίστροφου  μετασχηματισμού  Τ-1,  το  σχήμα  35,
μετατρέπεται στο σχήμα 34. Επειδή όμως οι προβολικοί μετασχηματισμού απεικονίζουν συγγραμμικά
σημεία, σε συγγραμμικά επίσης σημεία, συμπεραίνουμε τελικά ότι τα σημεία Κ,Λ,Ν θα πρέπει να είναι
συνευθειακά.

ΜΑΘΗΤΗΣ  3:   Αυτή  είναι  μια  πραγματικά  κομψή  απόδειξη.  Έχει  ένα  Δωρικό  ύφος  που  είναι
αφοπλιστικό!

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Τελικά παραδέχεσαι ότι έχουν και οι μαθηματικές αποδείξεις κάποια αισθητική αξία;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ναι, αλλά μην το πείτε πουθενά!
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ΗΜΕΡΑ 10η

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Πέρασαν δυο μήνες περίπου από την πρώτη μας συνάντηση με θέμα το θεώρημα του
Πάππου. Εγώ αν και δεν ήμουν παρών τις τελευταίες φορές, έψαξα λίγο πιο εγκυκλοπαιδικά το ζήτημα
της προβολικής γεωμετρίας.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Τι  σημαντικό μπορεί να βρήκες μέσα σε εγκυκλοπαίδειες;  Εμείς  το προσεγγίσαμε
επιστημονικά το θέμα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Αυτή η επιστημονικότητα βέβαια μας άφησε λίγο πικρή γεύση, γιατί δεν μπορέσαμε να
καταλάβουμε και πολλά.

ΜΑΘΗΤΗΣ  2:   Κατά  τη  διάρκεια  της  Αναγέννησης,  για  διάφορους  λόγους  το  πρόβλημα  της
απεικόνισης του φυσικού κόσμου οδήγησε τους ζωγράφους στα μαθηματικά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 1:  Ποιοι ήταν αυτοί οι λόγοι δηλαδή;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Μπορούμε να αναφέρουμε τουλάχιστον δυο βασικούς λόγους:  Πρώτον τα μαθηματικά
από τη φύση τους είναι χρήσιμα στην επακριβή περιγραφή των αντικειμένων και δεύτερον την εποχή
εκείνη, επηρεασμένοι πολλοί στοχαστές από την προσπάθεια για αναβίωση της αρχαίας ελληνικής
φιλοσοφίας,  υιοθετούν  τη  θεμελιώδη  θέση  της,  ότι  τα  μαθηματικά  αποτελούν  την  ουσία  της
πραγματικότητας. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Επιπλέον ο καλλιτέχνης του ύστερου Μεσαίωνα και της Αναγέννησης ήταν επίσης κι ο
αρχιτέκτονας και ο μηχανικός του καιρού εκείνου, οπότε τα μαθηματικά του ήσαν αναγκαία έτσι κι
αλλιώς.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Όλες  οι  μέθοδοι  που  χρησιμοποιήθηκαν  στην  ιστορία  της  ζωγραφικής  για  την
αναπαράσταση πάνω σε  ένα  επίπεδο,  είτε  αυτό  ήταν  ένας  τοίχος  είτε  ένας  καμβάς,  θεμάτων του
τριδιάστατου χώρου, μπορούν να χωριστούν σε δυο μεγάλες κατηγορίες, τα εννοιακά και τα οπτικά. Σε
ένα εννοιακό σύστημα ο στόχος είναι να οργανωθούν τα πρόσωπα και τα αντικείμενα σύμφωνα με
κάποια  αρχή  που  έχει  ελάχιστη  σχέση  με  την  πραγματική  εμφάνιση  της  ίδιας  της  σκηνής  που
απεικονίζεται. Για παράδειγμα η ζωγραφική των Αιγυπτίων ήταν κατά βάση εννοιακή.
Κοιτάξτε για παράδειγμα την εικόνα αυτή:

Σχήμα 10.1
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Δεν υπάρχει σε αυτήν τίποτα που να της δίνει βάθος. Εκτός τα ζωηρά χρώματα που ο καλλιτέχνης
χρησιμοποίησε,  δεν  ενδιαφέρεται  καθόλου  για  το  πώς  θα  αποδώσει  ρεαλιστικά  το  θέμα  που
απεικονίζεται.
Οι πρωτοχριστιανικοί και μεσαιωνικοί ζωγράφοι θεωρούσαν αρκετό να ζωγραφίζουν συμβολικά.

Σχήμα 10.2

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Οι χαρακτηριστικές επιρροές της Αναγέννησης που έστρεψαν τους καλλιτέχνες προς το
ρεαλισμό και προς τα μαθηματικά, άρχισαν να γίνονται αισθητές κοντά στο τέλος του 13ου αιώνα,
όπου είχε πια γίνει πλατιά γνωστός ο Αριστοτέλης, χάρη στις  μεταφράσεις  των έργων του από τα
αραβικά  και  τα  ελληνικά.  Η  ουσιαστική  διαφορά  ανάμεσα  στην  τέχνη  του  Μεσαίωνα  και  της
Αναγέννησης ήταν η εισαγωγή της τρίτης διάστασης, δηλαδή η αναπαράσταση του διαστήματος, της
απόστασης, του όγκου, της μάζας και των διάφορων οπτικών φαινομένων. Η τρίτη διάσταση έπρεπε
αναγκαστικά  να  ενσωματωθεί  σε  ένα  οπτικό  σύστημα  ζωγραφικής,  και  κάτι  τέτοιο  επιχείρησαν
συνειδητά ο Ντούτσιο και ο Τζιότο κατά τις αρχές του 14ου αιώνα. Η τέχνη της απόδοσης της τρίτης
διάστασης, του βάθους σε έναν επίπεδο πίνακα, είναι αυτό που ονομάζουμε προοπτική του πίνακα.
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Στον πίνακα “Ο θρίαμβος της Μαντόνας” του Ντούτσιο για την απόδοση του βάθους, χρησιμοποιείται
μια τεχνική γνωστή ως επιπεδωτή προοπτική.  

Σχήμα 10.3

ΜΑΘΗΤΗΣ 5:  Πως πετυχαίνει δηλαδή εδώ ο Ντούτσιο να αποδώσει την τρίτη διάσταση;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Οι φιγούρες παρόλο που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο, είναι ζωγραφισμένες η μια πάνω
από την άλλη σε αρκετές σειρές. Πιο σημαντικός είναι όμως ο πίνακας του Ντούτσιο “ο Μυστικός
Δείπνος”. Σ' αυτόν τον πίνακα ο ζωγράφος χρησιμοποιεί μια τεχνική, γνωστή ως  αξονική ή κάθετη
προοπτική. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Εσύ μέσα σε λίγες ημέρες έγινες ειδικός της τέχνης! Δε μας εξηγείς τι είναι η αξονική
προοπτική;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Καταρχήν κοιτώντας τον πίνακα βλέπουμε ότι οι τοίχοι υποχωρούν στο βάθος όπως
επίσης  και  οι  γραμμές  της  οροφής  υποχωρούν  κι  αυτές,  συμπιεσμένες  κάπως  δίνοντας  έτσι  μια
αίσθηση βάθους. Οι γραμμές του μεσαίου τμήματος της οροφής συγκλίνουν σε μια περιοχή των οποία
αποκαλούμε περιοχή φυγής. Αυτή την τεχνική τη χρησιμοποιούσαν αρκετοί ζωγράφοι της εποχής για
να  παραστήσουν  το  βάθος.  Ακόμη  γραμμές  από  τα  δυο  ακριανά  τμήματα  της  οροφής,  που  είναι
συμμετρικά ως προς το κέντρο, συναντιούνται ανά δυο σε σημεία που βρίσκονται όλα σε μια κάθετη
γραμμή. Αυτή η επινόηση είναι γνωστή σαν αξονική ή κάθετη προοπτική. Ο ίδιος ο Ντούτσιο δεν
εκμεταλλεύτηκε συστηματικά καμιά από τις δυο επινοήσεις που αναφέραμε, αλλά αυτές αναπτύχθηκαν
και αξιοποιήθηκαν από μεταγενέστερους ζωγράφους του 14ου αιώνα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Σίγουρα στο έργο αυτό του Ντούτσιο είναι παρούσες οι τρεις διαστάσεις του χώρου.
Επίσης ο συνδυασμός γραμμών και φωτοσκιάσεων πολλαπλασιάζουν την αίσθηση του χώρου. Βέβαια
στις ακμές του τραπεζιού οι γραμμές πλησιάζουν τον θεατή αντίθετα από τον τρόπο με τον οποίο θα
φαινόταν στο μάτι στην πραγματικότητα. Το ίδιο το τραπέζι φαίνεται ψηλότερο στο πίσω μέρος απ΄ ότι
στο μπροστινό  και τα αντικείμενα πάνω του δεν φαίνονται στο ίδιο επίπεδο.
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Σχήμα 10.4

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Πατέρας της νεότερης ζωγραφικής ήταν ο Τζιόττο. Όταν ζωγράφιζε αναφερόταν άμεσα
στην οπτική αντίληψη και στις χωρικές σχέσεις, και στους ολοκληρωμένους πίνακές του διαφαινόταν η
τάση προς  τη  φωτογραφική απεικόνιση.   Μια από τις  καλύτερες  ζωγραφιές  του Τζιόττο,  είναι  “ο
θάνατος του Αγίου Φραγκίσκου”. Όπως και στον “Μυστικό Δείπνο” του Ντούτσιο, χρησιμοποιεί το πιο
διαδεδομένο μεταβατικό τέχνασμα, ένα μερικά κλειστό δωμάτιο. Το δωμάτιο δίνει την αίσθηση μιας
σκηνής  τριδιάστατης,  εντοπισμένης,  κι  όχι  μιας  επίπεδης  διδιάστατης  σκηνής  που  υπάρχει  στο
πουθενά.  Προσέξτε  ακόμη  ότι  τα  τμήματα  των  σπιτιών  και  των  δωματίων  που  απεικονίζονται,
στηρίζονται στο έδαφος, στη γή.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Μα που αλλού θα μπορούσε να στηρίζονται;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Στην πραγματικότητα στο έδαφος φυσικά. Ωστόσο σε ζωγραφιές πριν από την περίοδο
για την οποία μιλάμε, οι καλλιτέχνες δεν πολυνοιάζονται για αυτό το στοιχείο. Κοίτα για παράδειγμα
την αιγυπτιακή ζωγραφιά 10.1.
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Σχήμα 10.4

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Το 15ο αιώνα οι καλλιτέχνες αντιλήφθηκαν πως το πρόβλημα της προοπτικής έπρεπε να
μελετηθεί επιστημονικά, και το κλειδί του βρισκόταν στη γεωμετρία. Έτσι ο Μπρουνελλέσκι στα 1425
επεξεργάστηκε  ένα  σύστημα  προοππτικής.  Ανάμεσα  στους  μαθητές  του  ήταν  ο  Ντονατέλλο,  ο
Μασσάτσιο, ο Φρα Φίλιππο και πολλοί άλλοι. Η πρώτη γραπτή παρουσίαση αυτού του συστήματος
προοπτικής , το “della Pittura” έγινε από τον Μπατίστα Αλπέρτι. Ο Αλμπέρτι πίστευε πως το φυσικό
θέμα μπορούσε ακόμα να βελτιωθεί με τη βοήθεια των μαθηματικών. Διακήρυσσε δε ότι το πρώτο
πράγμα που πρέπει να ξέρει ο καλλιτέχνης είναι η γεωμετρία. Έχοντας αυτό κατά νού ο Αλμπέρτι
πρότεινε  τη  χρήση  ενός  μαθηματικού  συστήματος  προοπτικής,  που  είναι  γνωστό  σαν  εστιακό
σύστημα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Να προσθέσω εδώ ότι ένας μεγάλος δάσκαλος της προοπτικής, ήταν και ένας από
τους  μεγαλύτερους  μαθηματικούς  του  αιώνα  του,  ο  Πιέρρο  ντελλα  Φραντσέσκα.  Φυσικά  ο
περιφημότερος όλων  ήταν ο πασίγνωστος Λεονάρντο ντα Βίντσι. Το έργο του “Trattato de la Pittura”
άρχιζε έτσι: “Όποιος δεν ξέρει μαθηματικά, ας μη διαβάσει όσα γράφω”. Ο χαρακτηρισμός που έδινε
στην προοπτική ήταν “πηδάλιο και πυξίδα της ζωγραφικής”.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Ωραία η ιστορία της ζωγραφικής, αλλά δεν αντιλαμβάνομαι ακόμη την σύνδεσή της με
τα μαθηματικά και ειδικότερα με την προβολική γεωμετρία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Λίγη υπομονή ακόμη. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Εγώ έχω διαβάσει ότι την τέχνη της προοπτικής την μελέτησε ενδελεχώς ο Ντύρερ.
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ΜΑΘΗΤΗΣ  2:   Αυτό  είναι  αλήθεια.  Ο  Ντύρερ  έμαθε  τη  θεωρία  της  προοπτικής  από  Ιταλούς
αριστοτέχνες του είδους, και συνέχισε τη μελέτη πάνω στο θέμα όταν επέστρεψε στην πατρίδα του την
Γερμανία. Οι εικόνες που θα σας δείξω είναι χαρακτηριστικές της μεθόδου της προοπτικής απόδοσης
μιας σκηνής και προέρχονται από ξυλογραφίες του Ντύρερ.

Εικ. 10.5 Ντύρερ – Ο σχεδιαστής του καθισμένου άνδρα

Εικ. 10.6  Ντύρερ – Ο σχεδιαστής της ξαπλωμένης γυναίκας

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Η βασική αρχή του μαθηματικού συστήματος με τους όρους που χρησιμοποίησαν ο
Αλμπέρτι, ο Λεονάρντο κι ο Ντύρερ είναι το εξής:  Στη θέση του πίνακα βρίσκεται μια οθόνη διάφανη,
που μέσα της κοιτάζει κανείς τη σκηνή που θέλει να ζωγραφίσει, όπως θα κοίταζε μια σκηνή έξω στο
δρόμο. Από το ένα μάτι, που μένει πάντοτε σταθερό, ξεκινούν φανταστικές γραμμές που καταλήγουν
σε όλα τα σημεία της σκηνής. Το σύνολο αυτών των γραμμών αποτελεί μια  προβολή. Εκεί όπου η
κάθε γραμμή συναντιέται με την οθόνη, αφήνει το ίχνος της, ένα σημείο. Το σύνολο όλων των σημείων
που δημιουργούνται με τον τρόπο αυτό, ονομάζεται  τομή, και δημιουργεί στο μάτι του παρατηρητή
την  εντύπωση  που  θα  προκαλούσε  κι  η  ίδια  η  σκηνή.  Ο  Αλμπέρτι  μάλιστα  διακήρυσσε  πως  η
ζωγραφική δεν είναι παρά μια από τις τομές της προβολής.
ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Να δούμε λίγο τη μέθοδο αυτή στην δεύτερη ξολογραφία;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:   Ορίστε.  Στην εικόνα έχω σχεδιάσει  κάποιες  γραμμές  της  προβολής με πορτοκαλί
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γραμμές και την τομή με πράσινο χρώμα.

Εικ. 10.7  Ντύρερ - Ο σχεδιαστής της ξαπλωμένης γυναίκας

Δείτε την προβολή και την τομή και στο παρακάτω σκίτσο:

Εικ.  10.8

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Δηλαδή με μαθηματικούς όρους μια προβολή δεν είναι παρά το σύνολο όλων των
ευθειών που διέρχονται από ένα σταθερό σημείο.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Ακριβώς. Με άλλα λόγια είναι αυτό που αποκαλούμε και κεντρική δέσμη ευθειών του
χώρου. Φυσικά αν περιοριστούμε πάνω σε ένα επίπεδο, μια επίπεδη προβολή με κέντρο Ο είναι το
σύνολο όλων των ευθειών του επιπέδου, οι οποίες διέρχονται από το σημείο Ο.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Ιδού, άλλη μια ξυλογραφία του Ντίρερ:
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Εικ. 10.9  Ντύρερ – Ο σχεδιαστής του λαγούτου

Εδώ φαίνεται πως ο καλλιτέχνης μπορεί να σχεδιάσει το σωστό σχήμα πάνω στην οθόνη, ακόμα κι αν
το  σημείο,  από  το  οποίο  υποτίθεται  πως  βλέπει  τη  σκηνή,  βρίσκεται  μακριά  από  αυτήν.  Στην
περίπτωση αυτή το σημείο όρασης βρίσκεται στον τοίχο, στο σημείο όπου είναι στερεωμένο το σχοινί.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Ας κάνω κι εγώ ένα παραστατικό σκίτσο. Έστω ότι θέλω να ζωγραφίσω ένα σπίτι. Θα
πρέπει να σταθώ κάπου όπου το μάτι μου να παραμένει σταθερό. Ύστερα θα πρέπει να φανταστώ
διάφορες ακτίνες οι οποίες ενώνουν το μάτι μου με τα διάφορα σημεία του σπιτιού. Στη συνέχεια
πρέπει να “κόψω” αυτές τις γραμμές με ένα επίπεδο, ας το ονομάσω επίπεδο προβολής. Τα ίχνη των
τομών των γραμμών με το επίπεδο, θα αποτελούν τη ζωγραφική απόδοση του σπιτιού.

Εικ. 10.10

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Δεν νομίζετε ότι όλα αυτά στην πράξη δεν μπορούν να λειτουργήσουν, δεδομένου ότι
οι ζωγραφικοί πίνακες δεν είναι διάφανοι;

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Ακριβώς για το λόγο αυτό, οι μελετητές της προοπτικής ξεκινώντας από την αρχή της
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προβολής και των τομών, έφτασαν σε ένα σύνολο “θεωρημάτων” που συγκεντρωμένα αποτέλεσαν το
σύστημα της εστιακής προοπτικής.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Επιτέλους φτάσαμε και στα θεωρήματα!

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Έστω ότι έχουμε έναν καμβά που βρίσκεται στην κανονική κατακόρυφη θέση. Η
κάθετος  από το  μάτι  στον καμβά τον  τέμνει  σε  ένα  σημείο  που λέγεται  κύριο  σημείο  φυγής.  Η
οριζόντια γραμμή που διέρχεται από το κύριο σημείο φυγής λέγεται γραμμή του ορίζοντα, επειδή αν ο
θεατής  έβλεπε  μέσα  από  τον  καμβά  στον  ανοιχτό  χώρο,  η  γραμμή  αυτή  θα  αντιστοιχούσε  στον
πραγματικό ορίζοντα.

Σχήμα 10.11

Στο σχήμα που βλέπετε το κεντρικό σημείο φυγής είναι το Β, ενώ η γραμμή του ορίζοντα είναι η
ευθεία ΑΒC. Στο σχήμα αυτό απεικονίζεται ένας διάδρομος, όπως θα τον έβλεπε ένα πρόσωπο από ένα
σημείο Ο (το οποίο δε φαίνεται) που το μάτι του βρίσκεται πάνω στην κάθετη στον καμβά στο σημείο
Β.  Είμαστε  έτοιμοι  τώρα  να  διατυπώσουμε  τρία  βασικά  “θεωρήματα”  του  εστιακού  συστήματος
προοπτικής:

Θεώρημα 1ο:   Όλες  οι  ευθείες  που κάθετες  στο  επίπεδο του  πίνακα,  σχεδιάζονται  έτσι  ώστε  να
συγκλίνουν στο κεντρικό σημείο φυγής. Για παράδειγμα οι ευθείες ΖΖ', ΚΚ', ΗΗ' του πατώματος του
διαδρόμου, είναι στην πραγματικότητα παράλληλες. 

Θεώρημα 2ο:   Οποιοδήποτε σύνολο παράλληλων ευθειών που δεν είναι  κάθετες στο επίπεδο του
καμβά, πρέπει να σχεδιάζονται έτσι ώστε να συγκλίνουν στο ίδιο σημείο του ορίζοντα. Φυσικά σε
διαφορετικές ομάδες τέτοιων παραλλήλων αντιστοιχούν διαφορετικά σημεία του ορίζοντα. Στο σχήμα
μας όλες οι παράλληλες προς την ΛΛ', που στην πραγματικότητα σχηματίζουν γωνία 45 0 με το επίπεδο
του  καμβά,  συγκλίνουν  όλες  στο  σημείο  Α.  Αυτό  το  σημείο,  όπως  και  το  σημείο  C,  λέγονται
δευτερεύοντα  σημεία  φυγής.  Έτσι  το  θεώρημα  αυτό  μας  λέει  ότι  το  κεντρικό  και  όλα  τα
δευτερεύοντα σημεία φυγής ανήκουν πάνω στον ορίζοντα.
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Θεώρημα 3ο:  Όλες οι ευθείες της πραγματικής σκηνής που είναι παράλληλες στο επίπεδο του πίνακα,
σχεδιάζονται επίσης παράλληλες. Στο παραπάνω παράδειγμα τέτοιες είναι οι οι ευθείες ΖΔ και ΕΗ
όπως και οι ΔΕ, Δ'Ε'.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Αυτό το θεώρημα δεν είναι απολύτως σωστό.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Γιατί το λέτε αυτό;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Γιατί στην πραγματικότητα καθώς δυο παράλληλες γραμμές απομακρύνονται από
εμάς,   το  μάτι  μας  τις  βλέπει  πάντοτε  τεμνόμενες.  Δεν  έτυχε  να  σταθείτε  ποτέ  πάνω  σε  μια
σιδηροτροχιά; Πάντα αντικρίζετε κάτι τέτοιο:
  

Εικ. 10.12

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Θέλετε να πείτε ότι σε οποιαδήποτε κατεύθυνση κι αν βρίσκονται οι παράλληλες, εμείς
θα τις βλέπουμε τεμνόμενες ατενίζοντας προς την κατεύθυνσή τους.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Τι λέτε; Την πέτυχα την προοπτική σε αυτή τη ζωγραφιά;

Σχήμα 10.13

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Δεν τα πας και άσχημα. Στις μέρες μας βέβαια, αν θέλω να αποδώσω ένα φυσικό
χώρο ρεαλιστικά, δεν έχω παρά να τον βγάλω μια φωτογραφία. Κοιτάξτε τις παρακάτω φωτογραφίες
και θα εντοπίσετε όλα τα στοιχεία που αναφέρονται στα τρία “θεωρήματα” που αναφέραμε:
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Εικόνα 10.14

Εικόνα 10.15

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Δυστυχώς η φωτογραφική τέχνη δεν είχε επινοηθεί ακόμα την εποχή των μεγάλων
δασκάλων της προοπτικής.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Πολύ πριν δημιουργηθεί το εστιακό σύστημα, οι καλλιτέχνες είχαν παρατηρήσει ότι
τα μακρινά αντικείμενα πρέπει να ζωγραφίζονται μικρότερα. Όμως ήταν δύσκολο να βρουν την ακριβή
αναλογία της σμίκρυνσης που χρειαζόταν. Το νέο σύστημα τους έδωσε τα απαιτούμενα θεωρήματα,
που φυσικά όλα προκύπτουν από την παραδοχή ότι ο πίνακας δεν είναι παρά η τομή μιας προβολής.
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ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Θα σας παρουσιάσω ένα παράδειγμα που βρήκα σε μια εργασία21 στο Ίντερνετ, για τα
βήματα εφαρμογής του προοπτικού σχεδιασμού ενός ορθογωνίου, όπως το περιγράφει στο έργο του ο
Αλμπέρτι. Έχουμε λοιπόν ένα ορθογώνιο ΑΒQP το οποίο βρίσκεται πίσω από τον καμβά ABDE με τη
μεγαλύτερη πλευρά του να βρίσκεται πάνω στην τομή (ground line) AB των επιπέδων σχεδίασης και
εδάφους. To σημείο C είναι το «κεντρικό σημείο φυγής», δηλαδή το ίχνος της ακτίνας όρασης η οποία
είναι κάθετη προς τον καμβά. Αν το C είναι στο μέσο του πλάτους του καμβά, τότε φυσικά θα είναι πιο
καλά «ζυγισμένη» η εικόνα. 

Σχήμα 10.17

Τα βήματα της κατασκευής είναι: 

1. Σχεδιάστε τις CA, CB. 

2. Σχεδιάστε από το C παράλληλη στην ΑΒ, που τέμνει την πλευρά BD του καμβά στο Ν. 

3. Προεκτείνετε την CN κατά τμήμα ΝΟ ίσο σε μήκος με την απόσταση Eye-C. 

4. Πάρτε ένα σημείο L στην ΑΒ τέτοιο ώστε LB=BQ. 

5. Από το σημείο τομής Z της LO με την BD, σχεδιάστε ευθεία παράλληλη στην ΑΒ, που τέμνει τις 

CA & CB στα Χ & Υ αντίστοιχα. 

Το τραπέζιο ΑΧΥΒ είναι η επιθυμητή προοπτική εικόνα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Είναι πρόκληση να δούμε γιατί είναι σωστή, η μέθοδος του Αλμπέρτι.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Δες το σαν άσκηση για το σπίτι. 

21 Τόγκας Αναστάσιος  Οι Γεωμετρικές Μελέτες του Girard Desargues, η Προοπτική του & η Συμβολή τους στη Θεμελίωση της Προβολικής 
Γεωμετρίας. Μια Ιστορική ∆ιαδρομή με ∆ιδακτικές Προεκτάσεις
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Θα μπορούσαμε να μιλάμε με τις ώρες για τα έργα αυτής της περιόδου, αλλά έχουμε
άλλο στόχο τώρα. Πιστεύω πως όσα έχουμε πει είναι αρκετά για να προχωρήσουμε με άνεση. Σας δίνω
ακόμη  έναν  αριστουργηματικό  πίνακα,  στον  οποίο  φαίνεται  πόσο  πολύ  εξέλιξαν  την  τέχνη  της
προοπτικής οι κατοπινοί καλλιτέχνες.

Εικ. 10.18   Canaletto – Τα σκαλοπάτια της Σάντα Μαρία

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Οι  καλλιτέχνες  λοιπόν  από  τα  χρόνια  της  Αναγέννησης,  αναζητώντας  στέρεες
μεθόδους για την ρεαλιστική απεικόνιση θεμάτων του χώρου, στρέφονται προς τα μαθηματικά, και τις
γεωμετρικές μεθόδους. Με τη σειρά τους οι μαθηματικοί καλούνται να απαντήσουν σε νέα ερωτήματα
τα οποία θέτει η ανάπτυξη της τέχνης της προοπτικής. Στο κάτω κάτω, αν η ζωγραφική είναι η τομή
κάποιας προβολής, και αφού διαφορετικές τομές της ίδιας προβολής δίνουν την ίδια περίπου αίσθηση,
κάτι κοινό θα πρέπει να μοιράζονται μεταξύ τους οι τομές της ίδιας προβολής. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Οι ζωγράφοι επίσης, σχεδίαζαν τις παράλληλες γραμμές του επιπέδου ως συγκλίνουσες
για να καταφέρουν να δώσουν την αίσθηση του βάθους, της τρίτης διάστασης, πάνω στον ζωγραφικό
καμβά. Άρχισε λοιπόν σταδιακά στα μυαλά των μαθηματικών να ωριμάζουν οι ιδέες μιας γεωμετρίας
στην  οποία,  σε  αντίθεση  με  την  Ευκλείδεια  γεωμετρία,  όλες  οι  ευθείες  του  επιπέδου  θα  ήταν
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τεμνόμενες. Κάπως έτσι αρχίζει η μελέτη ενός νέου είδους γεωμετρίας, που αργότερα ονομάστηκε
προβολική γεωμετρία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Από τους πρωτεργάτες της νέας γεωμετρίας ήταν και ο Ζιράρ Ντεσάργκ (1593-1662).
Όπως ο ίδιο ομολογεί, το βασικό κίνητρο των  μελετών του δεν είναι τα ίδια τα μαθηματικά, αλλά η
διευκόλυνση του έργου των συναδέλφων του ζωγράφων, αρχιτεκτόνων και μηχανικών. Ο Ντεσάργκ αν
και αυτοδίδακτος, άρχισε να δημιουργεί δικά του μαθηματικά που τα χαρακτήριζε μεγάλη πρωτοτυπία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Το βασικό του έργο που περιείχε τα θεμέλια της προβολικής γεωμετρίας εμφανίστηκε
το 1639, αλλά συνάντησε την ίδια αδιαφορία που είχαν αντιμετωπίσει και οι υπηρεσίες του προς τους
καλλιτέχνες. Οι περισσότεροι τον περιγέλασαν ή τον αγνόησαν. Τα αντίτυπα των βιβλίων του χάθηκαν.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Είναι  ευτύχημα  που  δυο  σύγχρονοί  του,  ο  ντε  λα  Χιρ  και  ο  Μπλαιζ  Πασκάλ
πρόφτασαν να  μελετήσουν το έργο του. Ο ντε λα Χιρ μάλιστα έκανε ένα χειρόγραφο αντίγραφο του
βιβλίου, το οποίο ανακαλύφθηκε διακόσια χρόνια μετά. Από αυτό το χειρόγραφο μάθαμε τη μεγάλη
προσφορά του Ντεσάργκ προς τα μαθηματικά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Πιστεύω ότι αρχίζω να έχω μια καλύτερη εικόνα για την προέλευση των προβολικών
αξιωμάτων  του  επιπέδου.  Οι  ζωγράφοι  για  να  δώσουν  την  αίσθηση  του  βάθους  στους  επίπεδους
πίνακές  τους,  σχεδιάζουν  τις  παράλληλες  γραμμές  ως  τεμνόμενες  και  ζητούν  βοήθεια  από  τους
μαθηματικούς για να μπορέσουν να βρουν τις σωστές αναλογίες που απαιτεί η τεχνική της προοπτικής.
Οι μαθηματικοί με τη σειρά τους αναγνωρίζουν ότι η εφαρμογή των ιδεών αυτών μπορεί να οδηγήσει
στη μελέτη ενός νέου είδους γεωμετρίας, στο οποίο δεν υπάρχουν παράλληλες ευθείες, αφού όλες οι
ευθείες θεωρούμε ότι είναι τεμνόμενες. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Άρα στο σχήμα 10.11 τα σημεία φυγής δεν είναι τίποτε άλλο από τα επ'  άπειρον
σημεία των ευθειών, η δε γραμμή του ορίζοντα, αντιπροσωπεύει την επ' άπειρον ή κατ' εκδοχήν όπως
την ονομάσαμε, ευθεία του επιπέδου. Βέβαια οι ευθείες ΔΖ και Δ'Ζ' ή και οι ΖΗ, Ζ'Η' του σχήματος
που στην πραγματικότητα είναι παράλληλες, δεν σχεδιάστηκαν συγκλίνουσες.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Οι ζωγράφοι έδωσαν κάποιες νέες ιδέες. Οι μαθηματικοί εξώθησαν τις ιδέες στα άκρα
τους  δημιουργώντας  την  προβολική  γεωμετρία,  που  είναι  ένα  απολύτως  λογικό  και  συνεπές
μαθηματικό  αντικείμενο  μελέτης.  Δεν  πρέπει  να  φορτώνουμε  τις  ατέλειες  των  διάφορων
αναπαραστάσεων  του  προβολικού  επιπέδου,  ως  ατέλειες  του  ίδιου  του  αντικειμένου.  Το  να
φανταζόμαστε  το  προβολικό  επίπεδο  ως  μια  επέκταση του  Ευκλείδειου  επιπέδου  μαζί  με  τα  κατ'
εκδοχήν σημεία του, είναι ένας τρόπος αναπαράστασης, όχι όμως και ο μοναδικός. Αν φανταστούμε το
προβολικό επίπεδο ως μια επιφάνεια μέσα στον τριδιάστατο χώρο, θα μπορούσε να είναι κάτι σαν κι
αυτό που βλέπετε στις παρακάτω εικόνες.
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Εικόνες 10.19

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Κάτι τέτοιο θα ταίριαζε με τις παρατηρήσεις που κάναμε στις αρχικές συναντήσεις μας
ότι η προβολικές ευθείες είναι κατά κάποιο τρόπο κλειστά αντικείμενα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Πάνω στις επιφάνειες δεν βλέπω καμιά ευθεία.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Σε τέτοιες περιπτώσεις ως ευθεία που ορίζουν τα σημεία Α και Β, θεωρούμε την
καμπύλη με το μικρότερο μήκος, η οποία συνδέει τα δυο σημεία. Για τις καμπύλες αυτές κάνουμε
χρήση του όρου  γεωδαισιακές καμπύλες.  Όλα αυτά είναι αντικείμενο ενός κλάδου της γεωμετρίας
που λέγεται διαφορική γεωμετρία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Οι παραπάνω εικόνες προφανώς έχουν παραχθεί με τη βοήθεια υπολογιστή.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Προφανώς.  Θα  μπορούσες  ενδεχομένως  να  κάνεις  ένα  χειροπιαστό  μοντέλο  του
πραγματικού προβολικού επιπέδου ακολουθώντας τις οδηγίες της παρακάτω εικόνας:

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Τι μας λέει αυτή η εικόνα;
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Μας  λέει  ότι  αν  θέλουμε  να  φτιάξουμε  ένα  μοντέλο  του  προβολικού  επιπέδου,
μπορούμε να ξεκινήσουμε με ένα ορθογώνιο και σε πρώτη φάση να στρίψουμε τις πλευρές με τα
κόκκινα  βέλη,  ώστε  αυτά  να  δείχνουν  προς  την  ίδια  κατεύθυνση  και  να  τα  ενώσουμε  ώστε  να
ταυτιστούν. Στη συνέχεια να κάνουμε το ίδιο και με τις πλευρές που περιέχουν τα μπλε βέλη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Βλέπετε ότι υπάρχουν πολλά πράγματα με τα οποία μπορεί να ασχοληθεί κάποιος,
αλλά νομίζω πως θα μας εκτρέψουν από τον αρχικό μας στόχο. Ας επανέλθουμε λοιπόν στο θέμα μας
με ένα από τα πολύ ωραία και βασικά θεωρήματα που βρήκε ο Ντεσάργκ.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Έχεις δίκιο. Παρασυρθήκαμε. Θα μου επιτρέψεις να το παρουσιάσω εγώ.

Ας υποθέσουμε πως ένα μάτι βλέπει ένα τρίγωνο ΑΒΓ από το σημείο Ο.

  

Σχήμα 10.21

Οι ακτίνες που συνδέουν το Ο με τα σημεία του τριγώνου αποτελούν μια προβολή της οποίας μια τομή
αποτελεί το τρίγωνο ΑΒΓ. Μπορούμε τότε να θεωρήσουμε και μια άλλη τομή της ίδιας προβολής η
οποία ας πούμε ότι μας δίνει το τρίγωνο Α'Β'Γ'. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και
Α'Β'Γ' είναι προοπτικά τοποθετημένα. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αυτό το σχήμα να θεωρήσουμε ότι ανήκει στο χώρο ή στο επίπεδο;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Γενικά  μπορεί  να  ανήκει  στο  χώρο.  Επειδή  όμως  εμείς  μελετήσαμε το  προβολικό
επίπεδο, καλύτερα να το θεωρούμε επίπεδο σχήμα.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Απλά στην επίπεδη περίπτωση δεν μπορούμε να πούμε ότι τα ΑΒΓ, Α'Β'Γ' είναι τομές
της  ίδιας  προβολής,  γιατί  στον χώρο οι  τομές  πραγματοποιούνται  με  επίπεδα,  στην επίπεδη όμως
προβολή οι τομές πραγματοποιούνται με ευθείες.
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ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Συγγνώμη αλλά δεν κατάλαβα τι θέλετε να πείτε.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  2:   Μια  επίπεδη  προβολή,  είναι  το  σύνολο  όλων  των  ευθειών  του  επιπέδου  που
διέρχονται από ένα σταθερό σημείο Ο του επιπέδου:

Σχήμα 10.22

Μια τομή αυτής προκύπτει θεωρώντας τα κοινά σημεία μιας ευθείας με τις προβολικές ακτίνες.

Σχήμα 10.23

Μια διαφορετική τομή προκύπτει, θεωρώντας τα κοινά σημεία μιας άλλης ευθείας με τις ακτίνες της
προβολής.

Σχήμα 24

ΜΑΘΗΤΗΣ 4: Εντάξει κατάλαβα. Στο επίπεδο θα μπορούσαμε να λέμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ'
είναι προοπτικά τοποθετημένα αν οι ευθείες που συνδέουν τις αντίστοιχες κορυφές τους, συντρέχουν
σε ένα σημείο Ο.
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ :  Πολύ σωστή η περιγραφή σου. Το θεώρημα του Ντεσάργκ μας βεβαιώνει ότι όταν δυο
τρίγωνα είναι προοπτικά μεταξύ τους,  τότε τα σημεία τομής των αντίστοιχων πλευρών τους,  είναι
συνευθειακά.

 

Σχήμα 10.25  Θεώρημα Desargues

ΜΑΘΗΤΗΣ  3:   Έχω  μια  τεράστια  επιθυμία  να  αποδείξω  το  θεώρημα.  Να  κάνουμε  και  λίγα
μαθηματικά επιτέλους. 

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Έχεις καμιά καλή ιδέα;

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Με τα δικά μας μέσα μάλλον με εφαρμογή του θεωρήματος Μενελάου θα μπορούσε
να αποδειχτεί. Για να δοκιμάσουμε στο τρίγωνο ΟΑΒ με τέμνουσα την Β'Α'Γ''. Θα έχουμε:

Γ ' ' Α
Γ ' ' Β

Β' Β
Β ' Ο

Α ' Ο
Α ' Α

=1 .  Στο  ΟΑΓ με  τέμνουσα  την  Β''Γ'Α'   έχουμε  
Β ' ' Γ
Β ' ' Α

Α ' Α
Α ' Ο

Γ ' Ο
Γ ' Γ

=1 .  Στο

τρίγωνο τώρα ΟΒΓ με τέμνουσα την Α''Β'Γ' έχουμε 
Α ' ' Β
Α ' ' Γ

Γ ' Γ
Γ ' Ο

Β ' Ο
Β' Β

=1 . Πολλαπλασιάζοντας κατά

μέλη τις παραπάνω σχέσεις βρίσκουμε:  
Α ' ' Β
Α ' ' Γ

Β' ' Γ
Β ' ' Α

Γ ' ' Α
Γ ' ' Β

=1 και επομένως τα σημεία Α'',Β'',Γ'' θα

είναι συνευθειακά. Εύκολη απόδειξη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Θα σας δώσω κι εγώ μια απόδειξη του θεωρήματος, με χρήση των συντεταγμένων
διανυσμάτων που μας είχε παρουσιάσει ο “ΔΑΣΚΑΛΟΣ 3”.
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Θα υποθέσουμε αρχικά ότι τα ζεύγη σημείων {Α,Α'}, {Β,Β'}, {Γ,Γ'} είναι όλα σύνολα με δυο διακριτά
σημεία γιατί σε διαφορετική περίπτωση το θεώρημα είναι προφανές. Αφού τώρα το σημείο Ο ανήκει
στις ευθείες ΑΑ', ΒΒ' και ΓΓ' για τα αντίστοιχα συντεταγμένα διανύσματα των σημείων θα ισχύει:

Ο=a A+a ' A ' a ,a '∈ℝ , a2
+a '2≠0

Ο=b B+b ' B ' b ,b '∈ℝ , b2
+b ' 2

≠0

Ο=c Γ+c ' Γ ' c , c '∈ℝ , c2
+c ' 2

≠0

Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι:

α A−b Β = b ' B'−α ' Α ' .  Το  σημείο  που ορίζεται  από τον  γραμμικό  συνδυασμό  α A−b Β
ανήκει προφανώς στην ευθεία ΑΒ, αλλά λόγω και της τελευταίας ισότητας ανήκει επίσης και στην
Α'Β'. Άρα θα ανήκει και στην τομή των δυο ευθειών, επομένως θα είναι το σημείο Γ''. Θα πρέπει
συνεπώς να ισχύει  Γ ' '=α A−b Β . Εντελώς παρόμοια βρίσκουμε ότι  Β ' '=c Γ−α Α και επίσης

Α ' '=bB−c Γ . Βρίσκουμε επομένως ότι A ' '+Β ' '+Γ ' '=0 πράγμα που σημαίνει ότι τα σημεία
Α'',Β'',Γ'' είναι συνευθειακά.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αυτή είναι απόδειξη για πανεπιστημιακούς. Δεν υπάρχει κάτι πιο απλό;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Θεωρώντας  γνωστό  το  θεώρημα  του  Πάππου,  είναι  δυνατόν  να  αποδείξουμε  το
θεώρημα του Ντεσάργκ, δεν μπορώ να πω όμως ότι αυτή η απόδειξη είναι απλούστερη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Αλήθεια; Αυτή τη διασύνδεση δεν την γνώριζα. Θα μας πάρει πολύ χρόνο να δούμε
την απόδειξη αυτή;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Μπορούμε αν το θέλετε τόσο, να σκιαγραφήσουμε τα βασικά σημεία της απόδειξης.

Ορίζουμε επιπλέον κάποια βοηθητικά σημεία: Ρ=(ΑΒ)  (Α'Γ')  Q=(AO)  (B Γ'), 

R=(B)  (O P), S=(PO)  (B' Γ'), T=(S  Q)  (B P), X=(QR)  (P Γ'), 

Ψ=(ΒR)  (SΓ'). 

Εφαρμόζουμε στη συνέχεια το θεώρημα του Πάππου στις παρακάτω επιλεγμένες εξάδες σημείων:
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Σχήμα 10.26

Α Β Ρ
Γ ' Ο Γ
Q R Β' '

  (10.1)

Η στοίβα των σημείων που έχω γράψει δηλώνει ότι έχω εφαρμόσει το θεώρημα του Πάππου στις
τριάδες των σημείων των δυο πρώτων γραμμών, ενώ η τρίτη γραμμή δηλώνει το συμπέρασμα του
θεωρήματος του Πάππου, ότι δηλαδή τα σημεία Q,R,Α'' είναι συνευθειακά.

Μια δεύτερη εφαρμογή του θεωρήματος Πάππου:

Α ' Γ ' Ρ
Β Ο Β '
Q S Γ ' '

  (10.2)

και στη συνέχεια άλλη μια εφαρμογή του θεωρήματος :

Β Q Γ '
S P R
T Χ Ψ

  (10.3)

Η (10.3) μας δείχνει ότι τα Τ,Χ,Ψ είναι συνευθειακά. Μπορούμε τώρα συνδυάζοντας όλες τις σχέσεις
να αποδείξουμε ότι τα σημεία Τ,Χ,Ψ ταυτίζονται με τα Γ'',Β'',Α'' αντίστοιχα.

Β∨Ρ=Α∨B=Α∨Γ ' ' , Q∨S=S∨Γ ' ' . 

Έτσι Τ=(Β∨P)∧(S∨Q)=(A∨Γ ' ' )∧(S∨Γ ' ' )=Γ ' ' .

Επίσης Χ=(Q∨R)∧(P∨Γ ' )=(Β ' '∨Q)∧(Β ' '∨Γ ')=Β ' ' . Ομοίως και Ψ=Α''.

100



Από το Θεώρημα του Πάππου, στην Προβολική Γεωμετρία
Κασαπίδης Γεώργιος - Μαθηματικός

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Έλεος! Αυτή η απόδειξη είναι τελείως μαζοχιστική.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Δεν έχεις άδικο. Ωστόσο η απόδειξη αυτή δείχνει ότι το θεώρημα Ντεσάργκ, είναι 
συνέπεια του θεωρήματος ου Πάππου. Το ενδιαφέρον αυτής της ιστορίας είναι ότι αν θεωρήσουμε 
δεδομένο το θεώρημα του Ντεσάργκ, τότε αυτό γενικά δεν αρκεί μαζί με τα υπόλοιπα αξιώματα της 
προβολικής γεωμετρίας, για να αποδείξει το θεώρημα του Πάππου. Σε πιο προχωρημένη μελέτη της 
προβολικής γεωμετρίας, διαχωρίζουμε τα προβολικά επίπεδα στα οποία ισχύει το θεώρημα Ντεσάργκ, 
από εκείνα στα οποία δεν ισχύει.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Στη δική μας μελέτη του πραγματικού προβολικού επιπέδου Ρ2 βεβαίως ισχύουν και 
τα δυο θεωρήματα.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Αν τα τρίγωνα είναι μέσα στο τριδιάστατο χώρο, οι αποδείξεις μας μάλλον δεν θα 
λειτουργούν. Πώς μπορεί να αποδειχθεί τότε το ζητούμενο;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Αν τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' ανήκουν σε διαφορετικά επίπεδα του χώρου, τα 
πράγματα είναι πολύ πιο απλά. Χρειαζόμαστε μόνο στοιχειώδη γεωμετρία του χώρου. Κοιτάξτε γιατί:

Σχήμα 10.27

Έστω π και π' τα επίπεδα που ορίζουν τα τρίγωνα ΑΒΓ, Α'Β'Γ'. Αφού οι ευθείες ΒΒ΄ και Γ,Γ' τέμνονται
θα ορίζουν τη θέση ενός νέου επιπέδου, έστω ρ. Τα σημεία λοιπόν Β,Β',Γ,Γ' είναι συνεπίπεδα επομένως
οι ευθείες ΒΓ και Β'Γ' θα τέμνονται σε κάποιο σημείο Α''. Αυτό το σημείο ανήκει και στο επίπεδο π και
στο επίπεδο π'.  Ομοίως σκεπτόμενοι,  και τα σημεία τομής Β''  και Γ''  των ΓΑ,Γ'Α' και ΑΒ,Α'Β'  θα
ανήκουν και στα δυο επίπεδα π και π'.  Όμως σύμφωνα με ένα βασικό αξίωμα της γεωμετρίας του
χώρου, όταν δυο επίπεδα είναι τεμνόμενα, η τομή τους είναι πάντοτε ευθεία. Άρα τα σημεία Α'',Β'',Γ''
θα είναι συνευθειακά!
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ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Καταπληκτικό! Θαρρείς και η φυσική θέση του θεωρήματος είναι μέσα στο χώρο.
Πίστευα ότι μια χωρική απόδειξη θα ήταν πολυπλοκότερη.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Αναφερόμενοι στο παρακάτω σχήμα όπως ξανάπαμε, τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' λέμε
ότι  είναι  προοπτικά  από  το  σημείο  Ο,  όταν  τα  ζεύγη  ευθειών  των  αντίστοιχων  κορυφών  τους
συγκλίνουν στο Ο.

Δυο τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' λέμε ότι είναι προοπτικά από μια ευθεία, όταν τα ζεύγη των αντίστοιχων
πλευρών τους τέμνονται σε συνευθειακά σημεία.

Σχήμα 10.28

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Σύμφωνα με αυτή την ορολογία, το θεώρημα Ντεσάργκ, δηλώνει ότι αν δυο τρίγωνα
είναι προοπτικά από ένα σημείο, τότε θα είναι προοπτικά και από μιαν ευθεία.

ΜΑΘΗΤΗΣ 4:  Ισχύει και το αντίστροφο;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Ναι, και το αντίστροφο είναι επίσης αληθές.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Ξεκινήσαμε με καλλιτεχνικές αναλύσεις, και καταλήξαμε και πάλι σε μαθηματικές
αποδείξεις.

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Υπό μιαν έννοια έχουν και τα μαθηματικά μια καλλιτεχνική και αισθητική συνιστώσα.
Σε αυτό συμφώνησε νομίζω ακόμη κι ο “ΜΑΘΗΤΗΣ 3”.
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ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Θυμόσαστε που είχαμε πει ότι το έργο του Ντεσάργκ το είχε μελετήσει ο Πασκάλ. Ο
Πασκάλ λοιπόν σε ηλικία μόλις δεκάξι χρονών, σε μια μονογραφία του για τους κώνους, παρουσίασε
μια εκπληκτική γενίκευση του θεωρήματος του Πάππου. 

ΔΑΣΚΑΛΟΣ  :   Η  εργασία  αυτή  του  Πασκάλ  έκανε  τέτοιαν  εντύπωση  στον  Ντεκάρτ,  που  δεν
μπορούσε να πιστέψει ότι έχει γραφτεί από έναν τόσο νεαρό μαθηματικό.

ΜΑΘΗΤΗΣ 2:  Τι λέει αυτό το θεώρημα του Πασκάλ;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ 2:  Αν ένα εξάπλευρο είναι εγγράψιμο σε κύκλο, τότε τα ζευγάρια των απέναντι πλευρών
του τέμνονται σε τρία σημεία που είναι συνευθειακά!

Σχήμα 10.29

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:   Στην  πραγματικότητα  το  θεώρημα  ισχύει  ακόμη  κι  αν  θεωρήσουμε  το  εξάγωνο
εγγεγραμμένο σε μια οποιαδήποτε κωνική τομή, δηλαδή σε έλλειψη σε παραβολή ή υπερβολή.

ΜΑΘΗΤΗΣ 3:  Πώς μπορούμε να αποδείξουμε αυτό το θεώρημα;

ΔΑΣΚΑΛΟΣ:  Νομίζω πως πρέπει να τερματίσουμε το φετινό ταξίδι μας εδώ. Θέλω να πιστεύω πως
ήταν για όλους μας ένα δημιουργικό καλοκαίρι. Απαντήσαμε σε πολλά ερωτήματα, αλλά και πολλά
νέα ερωτήματα περιμένουν επίσης απαντήσεις. Ας ελπίσουμε ότι η ομάδα μας θα παραμείνει ενεργή
και  ας  υποσχεθούμε  ότι  θα  είμαστε  πάλι  εδώ  του  χρόνου,  να  συνεχίσουμε  το  ταξίδι  μας  στους
Προβολικούς Χώρους.   
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